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Рассматриваются вынужденные гармонические колебания полуполосы, находящейся в условиях 
обобщенного плоского напряженного состояния либо испытывающей деформацию изгиба в рам­
ках теории пластин Кирхгофа. Предполагается, что колебания возбуждаются приложенной на тор­
це нагрузкой. На боковых сторонах полуполосы ставятся перекрестные граничные условия, позво­
ляющие построить решение задачи в замкнутом виде. Установлено существование бесконечного 
действительного спектра частот, соответствующих краевым резонансам. Отмечена связь этих ре­
зонансов с планарной и изгибной волнами “релеевского" типа.

Явление краевого резонанса было впервые об ­
наружено при экспериментальных исследованиях 
колебаний круглого диска [1]. Статья [1] иниции­
ровала серию публикаций, посвященных краевому 
резонансу в полуполосе со свободными боковыми 
сторонами [2, 3 и др.]. В этих работах отмечалось, 
что краевой резонанс в полуполосе демпфируется 
распространяющимися модами. Случай резонан­
са с обращением амплитуды в бесконечность был 
описан в [4]. В этой статье показано, что в случае 
материала с нулевым коэффициентом Пуассона 
связь между распространяющейся и неоднород­
ными волнами исчезает и в рамках модели иде­
ально упругого тела амплитуда колебаний на час­
тоте первого краевого резонанса обращается в 
бесконечность, если торец возбуждается само- 
уравновешенной нагрузкой.

В данной работе предполагается, что на боко­
вых сторонах полуполосы выполняются перекре­
стные граничные условия, допускающие разделе­
ние переменных. В этом случае демпфирование 
краевых резонансов распространяющимися мода­
ми отсутствует при любом коэффициенте Пуассо­
на и любом номере резонанса. Рассматриваются 
планарные колебания полуполосы, находящейся в 
условиях обобщ енного плоского напряженного 
состояния, а также ее  изгибные колебания на ос­
нове теории пластин Кирхгофа. Для каждой из 
этих задач получены уравнения для определения 
резонансных частот и показано, что они соответ­
ствуют дисперсионным уравнениям поверхност­
ных волн “релеевского" типа. В первом случае -  
это классическая волна Релея, распространенная

на случай обобщ енного плоского напряженного 
состояния, а во втором -  изгибная волна “релеев- 
ского” типа, впервые изученная в [5]. Установле­
но, что наблюдаемые краевые резонансы вызыва­
ются накоплением энергии поверхностных волн. 
Для каждого из случаев рассмотрен численный 
пример, иллюстрирующий изучаемое явление.

Свободные колебания полуполосы с перекре­
стными граничными условиями на боковых сто­
ронах впервые были рассмотрены в работе [6]. 
Найденные при этом собственные частоты совпа­
дают с полученными в данной работе. Задача, 
рассмотренная в [6], сыграла важную роль при 
асимптотическом исследовании свободных крае­
вых колебаний оболочек [7, 8].

1. О БО БЩ ЕН Н О Е ПЛОСКОЕ  
Н А П РЯ Ж ЕН Н О Е СОСТОЯНИЕ

Рассмотрим колебания тонкой пластины тол­
щины 2/z, срединная плоскость которой занимает 
в координатной плоскости (х, у)  область (0 < х  < оо, 
\у\ < /?), возбуждаемы е приложенной на торце на-
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грузкой (рис. 1). Будем считать, что пластина на­
ходится в условиях обобщ енного плоского напря­
женного состояния. Тогда уравнения колебаний 
пластины в безразмерных координатах х, = кх/Ьу 
у х = ку/b  имеют вид

cTii\ 1 -  VЭ2и, 1 +v 32v,+ —Z------- - Н---- ~ “— + V2Eil , — О,
дх\ 2 ЭуГ 2 Эх,Эу,

2 'У о
1 + V Э и , 1 -  v3~ v , 3"v,

( 1- 1)

2 Эх,Э>-, 2 Эх, ' Эу?
+ — 7  + v 2A.v , = О,

где

А. =
212 pco b

Е к 2

, i и
V2 = 1 -V  , и, =  - ,  V, =

V

А. -  безразмерный частотный параметр, со -  круго­
вая частота, Е  -  модуль Юнга, v  -  коэффициент 
Пуассона, щ, v { -  безразмерные перемещения. 
Считается, что колебания развиваются во време­
ни по закону ехр(гсм).

Предположим, что торцевая нормальная на­
грузка моделируется следующими граничными 
условиями при х, = 0:

8 “ . + v ^  = /(y ,> . « й + , 9 3 . 0 ,  (1.2)
Эх, ду Эу, Эх,

и„(х,) и v„(x,) систему обыкновенных дифферен­
циальных уравнений

сГип 1 - v  2  1 + v  d v n
п и„ + —г— п ——  + v2Aип =

dx
п

1 2 dx О,

( 1.6)

l + v d u n 1 - v d  v„ 2 .
------------+ — --------- - - П  v n + v 2lv „

2 dx , 2 dx
=  0

)

с граничными условиями при x, = 0

Ĉ  + vn v„  = ап, — пи„ + ■ = 0. (1.7)
а х ] а х х

Общ ее решение системы (1.6) может быть 
представлено в форме

и„(х,) = С ,м ехр(-г ,х ,)  + С2г2ехр(-г2х ,) ,  

v„(x ,) = C ,r ,e x p (-r Ix 1) +  C2«exp (-r2x 1),
( 1-8)

где

г, = Jn' -Vj X,  г  2 = Jn~ -iv2X,

v, = 2(1  + v ) .
(1.9)

Удовлетворяя граничным условиям (1.7), находим

о 2 . 2^  Л 2лг2 ^  „ Г\ +П
С\ — ап гл ч Сг — а пп D D ( 1. 10)

а на боковых сторонах полуполосы у, = ±п  ставят­
ся перекрестные граничные условия

v \ =
Э и 
ду

= 0. (1.3)

Рассмотрим случай, когда приложенная на­
грузка симметрична относительно у, = 0. Пред­
ставим граничные значения нормальных напря­
жений в виде ряда Фурье

где

D =  2(1 -  v )((n 2 -  (1 + v ) l ) 2- n r l r2]. (1.11)

Таким образом, решение задачи имеет вид

-1.
U1 = а0р 2 гехр (-гр 2х ,) +

ОО

+ Х а'-Б(2?г2ехр(_,'|Л |)_
п  =  1

/(>•]) = I ^ C°SU>'; (1.4)и = 0
и оудем искать перемещения и,, v , в виде

- ( r ^  + n^exp C -rjxJJco sny,,
ОС

V| = Х а«5̂ 2г,Г2ехр(-Г,Х|)
/а = 1

(М2)

«I = ^ U n(x ,) c°S/2>'i,
м = 0

о с
(1.5)

Vi = v „ (x ,)s in n y ,.
Г =

Нетрудно убедиться, что представления (1.5) 
удовлетворяют граничным условиям (1.3). Под­
ставляя (1.5) в (1.1), мы получим для функций

(И + ^2)e x p (-r 2x ,))s in n y 1,

Р 2 = VV2^.

Очевидно, что резонансные частоты задачи 
соответствуют нулям функции D. Уравнение

0  =  0 (1.13)

можно преобразовать к уравнению для определе­
ния фазовой скорости волны “релеевского” типа
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Таблица 1. Резонансные частоты в случае планарных 
колебаний пластины

п 1 2 3 4 5

СОо 0.568 1.136 1.705 2.273 2.841

ния Wj (сплошная линия) от координаты Ху (у, =  0) в 
окрестности третьей резонансной частоты (со0 =  
= 1.703). Штриховой линией показан нулево] 
член ряда (1.12), штрихпунктирной линией -  тре-| 
тий член ряда. На рис. 4  те ж е величины приведе­
ны для ш0 = 1.673.

для случая обобщ енного плоского напряженного 
состояния. Разделив его на пл/4 и полагая

со b
=  cR,

ПК  v2p
мы придем к уравнению

Е  2
= с,-

Е  2 
—  =v,p

=  о. (1.14)

совпадаю щ ему с уравнением для фазовой скоро­
сти волны Релея с точностью до значения скоро­
сти продольных волн Су. Первые пять резонанс­
ных ч астот при v = 0.3 приведены в табл. 1, где
со0 = / к .

В качестве примера рассмотрим колебания по- 
луполосы, возбуждаемые нагрузкой

/(;У |) = о 0
2 s 

К j
(1.15)

где о 0 -  безразмерная константа. Для функции (1.15) 
коэффициенты в разложении (1.4) имеют вид

а о — 2®°' “п =
4 а 0(-1 )

2  ;п п

п + 1
(1Л6)

На рис. 2  приведена зависимость амплитуды 
перемещения иу в точке с координатами (0, 0) от 
частоты при о 0 = 1. Рис. 3 и 4 иллюстрируют за­
хват энергии планарной волной “релеевского” ти­
па. На рис. 3 представлена зависимость перемеще-

2. И ЗГИ Б ПЛАСТИНЫ
Рассмотрим изгибные вынужденные колебания] 

полуполосы, геометрия которой описана в п. 1. 
Введем безразмерный параметр

Л
Ик 
b 9 ( 2 . 1)

тогда уравнение движения в рамках теории плас­
тин Кирхгофа (уравнение С. Жермен) примет вид

-  v 2A,w, = 0, (2 .2;

где
-ч2 -ч2w о д

Л = й  + Р -7 ,
vvj -  безразмерный прогиб, Д -  оператор Лапласа. 
Будем считать, что колебания возбуждаются при­
ложенным на торце Ху = 0  изгибающим моментом

02 W, <52W, ч
- T  + v — т  = / Ы .
ох у дуу

Э3>Г1
Эл':

+ (2 -  v) Э3и>
(2.3)

1
дхуду

=  о,

на боковых сторонах у { =  ± п  поставим условия 
шарнирного опирания

д2 w
w 1 =

ду'у
- =  0. (2.4)

N u\

Рис. 2. Зависимость амплитуды перемещения иу от 
частоты.

Рис. 3. Перемещение иу в окрестности третьей резо­
нансной частоты.
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w,

Рис. 4. Перемещение и j вдали от третьей резонансной 
частоты.

Разложим нагрузку в тригонометрический ряд, 
считая, что функция /(у ,)  симметрична относи­
тельно у, = 0:

оо /у ̂  J

f { y \ )  = X a"cosY";>'1’ Y« =  (2-5)
п  =  1

Представляя прогиб в виде

оо

W] = Jw^JCjJcosYny,, (2.6)
/1 = 1

удовлетворим граничным условиям (2.4).

Дифференциальное уравнение и граничные 
условия для функции wn{xi) им ею т вид

к
,22 (1 W.d- ^ l  -  + f w

4  *1п 2 - v 2^w„ = 0, (2.7)

,2
d  w„ 2 
— т  “ у Уя^я = ая, 

|
(2 -  v)y„i_dwl

dx.
(2.8)

Запишем общ ее решение уравнения (2.7):

k il

Рис. 5. Зависимость амплитуды прогиба от частоты.

Решение задачи имеет вид

w
«5

1 = Х ё (" Г2,,еХр(“ Г,Д:,) +
rt = I ( 2 . 12)+ г ls2exp(-r2x1) )cosy„>'i .

Резонансные частоты задачи соответствуют 
корням уравнения D  = 0. Последние могут быть 
выражены в явном виде:

К  =  "П1 Y«( 1 -  v ) (3 v  -  1 + 2л/(1 -  v )2 + v 2). (2.13)

М ожно показать, что соотношение (2.13) соот­
ветствует дисперсионному уравнению изгибной 
волны “релеевского’* типа [5]. В табл. 2 приведе­
ны первые пять резонансных частот при v = 0.3, 
h/b = ОЛтг1.

Пусть изгибающий момент, приложенный на 
торце, изменяется по закону

/(У.) = М  о
f 2\

1 У\
п

(2.14)

тогда коэффициенты в разложении (2.5) имеют вид

4Af0( - l ) " +1ап =
п Уп

(2.15)

vv„(^:l ) = C ,ex p (-r I* 1) + C2e x p (-r 2.X|),
------- -—  (2.9)

Г\,2 = Hi =  Л/л/3^2.

Из граничных условий (2.8) находим

На рис. 5 приведена зависимость амплитуды 
прогиба в точке с координатами (0 ,0) от частоты  
при А/0 = 1. На рис. 6 представлена зависимость 
прогиба (сплошная линия) от координаты х 1 (у1! = 
= 0) в окрестности второй резонансной частоты  
(со0 = 0.135915). Штриховой линией показан пер-

-а . г 2*\
D

С-? = а
rjSj
D

( 2. 10)

где

D  = r ^ s \ - r 2s \ ,  5,.2 = (1 — v)Y«т Я . ,/2л Г 1- (2-11)

Таблица 2. Резонансные частоты в случае изгибных 
колебаний пластины

п 1 2
—

3 4 5

0>о 0.015102 0.135918 0.377549 0.739997 1.223260
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Р и с .  6. Прогиб в окрестности второй резонансной ча­
стоты.

и’,

Р и с .  7 .  Прогиб вдали от второй резонансной частоты.

вый член ряда (1Л2), штрихпунктирной линией -  
второй член ряда. На рис. 7 те же величины при­
ведены для со0 = 0.1358.

В заключение отметим, что рассмотренные 
резонансны е явления будут иметь место и в ани­
зотропны х пластинках, поскольку в последних су­
щ ествую т аналогичные поверхностные волны 
(см., например, [9, 10]).
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(грант № YSF 2001/1-7) и РФФИ (грант №  02-01- 
00843).
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Abstract—Kirchhoffs theory of plates is used to study forced harmonic vibrations of a semi-infinite strip 
when the latter is in the generalized stressed state or experiences flexural deformation. The forced vibrations 
are excited by a load applied to the strip end. Cross-boundary conditions are imposed on the strip's sides, which 
allows one to obtain a closed solution. The presence of an infinite real frequency spectrum corresponding to 
the edge resonances is revealed. The relation of these resonances to the Rayleigh planar and flexural waves is 
established.
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