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Теоретически исследовано стационарное акустическое течение вблизи свободной границы вязкой 
сжимаемой жидкости в звуковом поле стоячей волны, расположенной вдоль поверхности жидкости.

В теории акустических течений (см., напри­
мер, [1—3]) отдельное место занимает течение 
вблизи подвижной границы, что связано, в пер­
вую очередь, с необходимостью  учитывать де­
формацию (возмущ ение) границы. В [4] иссле­
довано стационарное течение в несжимаемой 
жидкости, вызванное колебанием поверхности 
(волны на воде), которое задавалось заранее в ви­
де бегущей или стоячей волны. В [5] рассмотрен 
случай течения вблизи границы раздела двух жид­
костей в звуковом поле, когда одни и те же пара- 
метры жидкостей не слишком сильно отличают­
ся друг от друга; было показано, что в этом слу­
чае можно не учитывать деформацию границы 
раздела. В настоящей работе рассмотрен случай 
сжимаемой жидкости, когда акустическое тече­
ние возбуждается звуковыми волнами, падающи­
ми на свободную плоскую границу из глубины 
жидкости. Здесь возмущение поверхности играет 
существенную роль и, кроме того, в данном слу­
чае нельзя ограничиться “приближением погра­
ничного слоя” (см. ниже). Рассмотренное здесь 
течение оказывается весьма слабым сравнитель­
но с течением, исследованным в [5]; тем не менее 
в отсутствие других стационарных течений оно 
может оказывать существенное влияние на про­
цессы переноса, например, теплопереноса (охлаж­
дение поверхности жидкости с помощью звука).

Влияние деформации границы не может быть 
учтено обычными методами теории возмущений 
(разложение решения в степенные ряды) из-за на­
личия тонкого акустического пограничного слоя 
у границы; поэтому необходимо использовать та­
кую систему координат, чтобы поверхность жид­
кости совпадала с координатной поверхностью; 
таким образом, система координат должна быть 
криволинейной и подвижной.

Пусть невозмущенная поверхность жидкости 
представляет собой горизонтальную плоскость 
У = 0 в декартовой системе координат X, У, Z, 
ось У направлена вверх, жидкость заполняет ни­

жнее полупространство ( У  <  0), картина процесса 
двумерна и не зависит от Z. Введем также криво­
линейную систему координат х, у , z  таким обра­
зом, что координата х  отсчитывается вдоль по­
верхности (деформированной в общ ем случае), а 
координата у отсчитывается от поверхности 
вверх (а не по нормали), оси z  и Z по направлению  
совпадают; таким образом, данная система коор­
динат является неортогональной (в отличие от 
ортогональной системы, принятой в [4]); поверх­
ность жидкости в любой момент совпадает с ко­
ординатной поверхностью у  = 0. С точностью, до­
статочной для наших целей, имеем

х

х = j j  1 + C 2dX  = X,
о

э _ _э_ _ г,_э_ э _ э
ЭХ " Э х  ^ ду дУ  " д у 9 ех • =  С,

=  а у +  а £ -

Здесь ^(х, t) -  смещение (вертикальное) колеб­
лющегося элемента границы от невозмущенного 
положения, = Э£/Эх, = Э2̂ /Эх2, t -  время, е* и 
еу -  координатные орты, а -  любой вектор, при­
чем а = ахех +  а уеу; ах и а у-  составляющие вектора 
а в декартовых координатах. С помощью выра­
жений (1) можно получить необходимые для 
дальнейшего дифференциальные соотношения:

дау
ду  ’

2СЭ2 С'Э
дхду  Эу  9
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(V  X а).
Э ау 
дх

Уравнения (3) эквиваленты уравнениям для ком­
плексных амплитуд (временной фактор ехр(-/сог) 
всюду опускается)

Отметим, что выражение для дивергенции век­
тора имеет тот ж е вид, что и в декартовых коор­
динатах; в дальнейшем это позволит особенно  
просто ввести в рассмотрение функцию тока 
для стационарного течения, чем и оправдывает­
ся использование неортогональной системы ко­
ординат.

Пусть из глубины жидкости в направлении к 
поверхности распространяются две одинаковые 
гармонические плоские волны, расположенные в 
плоскости ху симметрично относительно оси у; 
они образуют вместе с отраженными волнами ре­
зультирующее “стоячее’* звуковое поле, располо­
женное вдоль поверхности жидкости. В первом 
(акустическом) приближении деформацию гра­
ницы можно не учитывать, так что координаты х , 
у  -  декартовы. Предположим, что выполняется 
неравенство

где v -  коэффициент кинематической вязкости 
жидкости, со -  частота колебаний, с -  скорость 
звука, к0 = со/с, 5 -  толщина пограничного слоя. 
Вектор колебательной скорости v частиц жидко­
сти представим суммой v = v {  + v2, где v, и v2 -  со­
ответственно потенциальный и соленоидальный 
векторы, проекции на оси х  и у  равны и. = и, + и2, 
v -  v , + v 2. Исходные уравнения для первого при­
ближения следующие;

Эу
dt

Vp + v V 2v + ^vVV • v, 
Ро 3

Эр
dt

+ p0V • v  = 0,

Здесь р0 -  невозмущенная плотность жидкости, 
р', р  -  акустические плотность и давление. На 
свободной границе (у = 0) должны обращаться в 
нуль нормальная и касательная компоненты тен­
зора напряжений, а именно:

,  ̂ 2 т-7
Р - 2vpo0^ + 3 VpoV ' v =  о,

Э и Э v  _
Эу дх
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Пренебрегая малыми величинами порядка ~£2, 
перепишем первое граничное условие в (4) в виде 
V • у, = 0; частное решение уравнений (5) дается 
выражениями

и | = cosк х ( е 1' + Ае  

Vj = j s i n kx(erfy- A e  lfy),
К

иг =  B coskxe,<Jy,
iBk . , icy---- sin kxe  ,
a

где к2 + у 2 =  k l ,  к = k0s in0, у  = &ocos0 , б -  угол па­
дения волн на границу, А -  коэффициент отраже­
ния, суммарная амплитуда продольной (вдоль 
оси х) колебательной скорости двух падающих 
волн равна единице, о  = - ( \  +/)/8, В -  неизвестная 
константа. Очевидно, |А /̂а| ~ £. Используя гранич­
ные условия, получаем: А = - 1 ,  В = -4у /а ; таким 
образом, окончательно имеем вместо (6)

и, =
2/v

2/costa: • sinyy, v ] = z^Ls\nkx- cosyy,

4yu-> = — -costa: exp ( /ay ), 
a

v 2 = sin ta: exp (/ay),
a '

(7)

Как видно из (7), v 2 по порядку величины равно 
~е2; тем не менее, это выражение справедливо, 
так как оно получено с помощью уравнения не­
разрывности и выражения для и2, которое по по­
рядку величины равно ~£ и потому верно. В при­
ближении пограничного слоя все величины по­
рядка ~£ (и более высоких порядков) следовало 
бы отбросить, т.е. константа В была бы равна ну­
лю  и поле -  чисто потенциальным.

Во втором, квадратичном по амплитуде коле­
баний, приближении необходимо учитывать и 
криволинейность, и подвижность системы коор-
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динат. Уравнения для абсолютного движения 
жидкости имеют вид

p ^  + p [ ( w - v 0) - V ]w  =

| e  +  v [ p ( w _ v 0)] =  о.

Здесь w -  скорость частиц жидкости, состоящая 
из колебательной и стационарной компонент, v0-  
скорость элемента границы, параллельная оси у,
причем v0 = £, Г) -  коэффициент динамической 
вязкости (предполагаемый постоянным), р = р0 + 
+ р’. Дифференциальные операторы имеют вид, 
указанный в (2), причем в квадратичных слагае­
мых в (8) нелинейными добавками в этих опера­
торах следует пренебречь, так что эти последние 
имеют декартов вид. Беря операцию ротора от 
обеих частей первого уравнения, усредняя по вре­
мени, получаем с точностью до второго порядка 
(относительно амплитуды колебаний) вместо 
уравнений (8) следующие уравнения:

(12V • v - v х  V V  • v + V  х [£2 х ( v - v 0)]) = 

=  W 2(  V  х  V ) +  v / д с ^  +  2 4 " | ^ V  e; ,
\ axoy a y  I

Здесь угловые скобки означают усреднение по 
времени при фиксированных координатах х, у; 
V  -  осредненная скорость (эйлерова) частиц жид­
кости, v -  колебательная (вещественная) скорость, 
для компонент которой комплексные амплиту­
ды приведены в (7), так что w  = V  + v; Q =V х v. 
Операторы V  и V2 в (9) имеют уже декартов вид, 
криволинейность системы координат учтена во 
втором слагаемом правой части первого уравне­
ния; это слагаемое возникает от нелинейных до­
бавок к  лапласиану и ротору (2). Из уравнения 
неразрывности в (9) следует, что вектор U = V  + 
+ (p'(v -  v0)/p0) суть вектор осредненной скорости 
переноса массы жидкости. Исключая р' с помо­
щью уравнения неразрывности (акустического 
приближения) и используя комплексные ампли­
туды колебательной скорости, представим этот 
вектор в виде

U = V  + - ^ - ( v - v 0) V - v * ,  (10)
2(0

звездочка обозначает комплексно-сопряженное 
число, физический смысл имеет вещественная

часть написанного выражения. Затем введем 
функцию тока ЧК:

Ux = ЭУ/Эу, U у = -ЭУ/Эх. (11)

Используя (10) и (11), а также (7), получим после 
вычислений вместо уравнений (9) уравнение для 
функции тока

г - т 4 » т ,  S H l 2 & X  2 ,  *  - i d * уV Ч* = --------- у кс *е  х
со

( 12)

х 'Ц - о * 2 + 4е'ау( 1 + о  + 2 iy c * 1 +
з к ?

1------
п

г
ОО1

_ к Ц к- > к~ _

(смысл имеет вещественная часть). Из краевых 
условий на границе жидкости достаточно исполь­
зовать два: кинематическое условие и равенство 
нулю касательной силы, действующей на поверх­
ность. Первое условие в нашей системе коорди­
нат имеет вид

^  + [ ( w - v 0) - V ] /  =  0, (13)

где fix , у, /) = 0 -  уравнение поверхности жидкости. 
Но в данном случае это уравнение есть у = 0, по­
этому df/dt = 0, Э//Эх = 0, Э//Эу = 1. Для любого век­
тора а  имеем, используя (1),

+  (ау + аЛ ' ) ^

С учетом сказанного получаем из (13) ну = v0, 
или, после усреднения по времени,

<wv> = Vy = 0 при у = 0, (14)

так ка к  v0 -  чисто периодическая по времени 
функция, что соответствует предположению об 
отсутствии “ дрейфа”  границы. Второе условие в 
декартовых координатах имеет вид

(15)

где через X, (/ =  1, 2) обозначены координаты X , Y; 
п.; и т,- -  проекции единичных векторов, нормаль­
ного и касательного к  поверхности жидкости. 
Имеем приближенно тх = 1, ту = пх = nY = 1. 
Переходя в (15) к  криволинейнььм координатам 
по правилам, указанным в (1), получаем после ус­
реднения по времени

д У у дУу
Э у  Эх - 0 (16)

при >■ = 0.
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Здесь, как и ранее, в нелинейных членах исполь­
зуются величины первого приближения.

Предположим, что нужное нам решение урав­
нения (12) имеет вид (это предположение оправ­
дывается результатом)

ЧЧ*,у) = [Ф(У) +  Ф(У)]8Ш2**, (17)

где Ф -  решение однородного уравнения, а ср -  ча­
стное решение, оно вычисляется четырехкрат­
ным интегрированием правой части в (12) по у. В 
частности, при у  = 0

Для функции Ф следует уравнение

Ф,4 ,- 8 Г Ф <2>+ 16/с4Ф = 0

(цифры в скобках означают порядок производ­
ной по у), ограниченное, решение которого есть

Ф = e 2ky(N  +  P y ) ,  (19)

где N  и Р  -  неизвестные константы. Первое гра­
ничное условие (14), используя соотношения (10),
(11), (17), переписываем в виде Ф +  <р = 0. Прене­
брегая величиной ср как малой по сравнению с Ф 
(это будет ясно из дальнейшего), получаем из (19) 
при y  = 0 N  = 0. В о втором граничном условии (16) 
вычисление выражения в угловых скобках приво­
дит к

( . . . )  = ^ -^ sin 2A x  при у  =  0 . (20)

Далее, согласно (10), имеем

эн,
дуду

Э Н ,______
ду к(й

2(0 ду
(mV ■ v*) =

, 2 2~
к 0У  5  • л ,

s i n 2 / : x ,

9V7
Эх

ЭН,
Эх

(21)

Учитывая (11), (17), а также (18), (20), (21), пере­
пишем условие (1 6 )так

сГФ

d y2
+ 4 Г Ф  = при у  =  0.

Наконец, используя решение для Ф (19) и отбра­
сывая малые, получаем из (22)

р  =  - З у 2б/2ю .

Для функции тока следует выражение

е~ку у  s\n2kx.

2003

Составляющие вектора осредненной скорости 
массопереноса записываются в виде

Н , =  - Ц ^ е - к\ \+ 2 к у ) & т 2 к х у

Hv =-  куе2куcos2kx;
СО

здесь также пренебрегли частным решением ф и
dty/dy.

Скорость массопереноса U, вообще говоря, не 
совпадает с осредненной скоростью индивидуаль­
ной частицы жидкости V L (лагранжева скорость). 
Согласно Рэлею [6], она равна (в подвижной сис­
теме координат)

U t  = V + ( ( $ V ) v * > ,

где § -  радиус-вектор, проведенный из точки, сов­
падающей со средним за период колебаний поло­
жением частицы, в ту точку пространства, где ча­
стица находится в данный момент; -  относи­
тельная колебательная скорость частицы. 
Можно показать, имея в виду (10), что лагранже­
ва скорость связана со скоростью массопереноса 
соотношением

U i. = U + i v x ( v , x 4 ) . (24)

Вычисление второго слагаемого в (24) с учетом

того, что V* = v -  v0 = § ,  приводит к величине, по­
рядок которой определяется выражением

• k0bsm 2kx.

Сравнение этого результата с формулами (23) по­
казывает, что добавка к U  в (24) имеет относи­
тельную величину порядка ~£ и должна быть опу­
щена; таким образом, в данном случае U = U L.

Наибольшая скорость массопереноса достига­
ется на границе жидкости (у = 0), она равна

Зу26
2со ‘

Если теперь суммарную амплитуду продольной  
колебательной скорости записать как 2wosin0  
(w0 -  амплитуда скорости в одной падающей вол­
не), то написанное выражение преобразуется к 
виду

t/max = I jk o b s in 2 20 . (25)

Отсюда видно, что наиболее интенсивное те­
чение возникает при угле падения волн, равном 
к/4. Скорость массопереноса в течении Рэлея 
вблизи твердой стенки [6] и вблизи границы раз­
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дела двух жидкостей, одинаковые параметры ко­
торых не слишком сильно отличаются друг от 
друга [5], соответственно равны по порядку вели­

чины ~ий/с  и ид/ск0д. Сравнение этих величин с
(25) показывает, что рассмотренное здесь акусти­
ческое течение весьма слабое. Структура течения 
такая же, как и в случае, рассмотренном в [5]: те­
чение представляет собой крупномасштабные ви­
хри с характерным разм ером, равным половине 
длины волны звука, расположенные вдоль гра­
ницы.
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Acoustic Streaming in a Sound Field near a Free Boundary
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Stationary acoustic streaming that occurs near the free boundary of a compressible viscous liquid in the field 
of a standing sound wave excited along this boundary is theoretically investigated.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 49 № 3 2003

mailto:rector@smtu.ru

