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П р и  о п р е д е л е н н ы м  о б р а зо м  п о д о б р ан н ы х  (кр и ти ч ески х ) значениях  м ассы  и  м ом ен та  ин ерц и и  вбли­
зи  к р а я  к р у го в о го  о т в е р с т и я  м о ж е т  су щ еств о в ать  неоднородная во л н а , эксп о н ен ц и ал ьн о  у б ы в а ю ­
щ ая  во всех  н ап р авл ен и ях  [1]. П р и  э т о м  р еш ен и е  зад ачи  ди ф ракц и и  не единственно. В данной  р а б о ­
те  и сслед у ется  в о п р о с  су щ еств о в ан и я  р еш ен и я  зад ач и  ди ф ракц и и  и и зл у ч ен и я  волн  в  сл у ч ае  к р и ти ­
ч еск о й  н агр у зк и . П р и  п о стр о ен и и  р еш ен и я  и сп ользуется  схем а из [2]. П о к азан о , ч т о  зад ача  
рассеян и я  всегд а  и м е е т  р еш ен и е , в т о  в р ем я  к а к  р еш ен и е  задачи  и зл у ч ен и я  м о ж е т  не сущ ествовать . 
О д н а к о  э ф ф е к т ы , связан н ы е  с к р и ти ч еск и м и  м ассой  и м ом ен том  инерции , не п р о явл яю тся  при н а­
б л ю д ен и и  з а  д ал ьн и м  полем .

1. П О С Т А Н О В К А  ЗА Д А Ч И  И РЕШ ЕНИЕ

Стационарные изгибные колебания тонкой 
упругой пластинки описываются моделью Кирх­
гофа

(A2- k 4) w ( x , y )  =  0,  (1)

где к -  волновое число, w  -  изгибное смещение. 
Граничные условия на круговом препятствии 
(при г  = R) запишем в виде

оУ Mw  у

где дифференциальные операторы F и М, вычис­
ляющие силу и изгибающий момент на краю кру­
гового отверстия, в полярных координатах (г, ф) 
принимают вид

DI Д д + - ^ -(
v a  1 а-
г Ъ г г  Эф-

М =  £ > | Д - - ( 2  + -  —
Э г  Г Эф-

Здесь D  -  цилиндрическая жесткость пластины, 
v = 1 -  о , о  -  коэффициент Пуассона.

Условия (2) описывают распределенную мас­
совую нагрузку с плотностью М  и распределен­
ную нагрузку моментом инерции с плотностью  
момента /. При специальном выборе плотностей 
М и /, как установлено в [1] и как будет видно из 
дальнейшего, возможно нетривиальное решение 
задачи (1), (2), экспоненциально убывающее во 
всех направлениях.

Будем одновременно решать три задачи, отли­
чающиеся источниками возбуждения волн. В пер­
вом случае поле, рассеянное отверстием, возбуж­
дается плоской изгибной волной

w = е = е (3)

Во втором случае к кромке отверстия приложена 
точечная сила. При этом первое граничное усло­
вие (2) заменяется на неоднородное

Fw  = co"Mvv' + 5(ф).

Наконец, в третьей задаче поле возбуждается со­
средоточенным моментом силы, приложенным к 
краю отверстия. Второе условие в (2) становится 
неоднородным

Mvv = о У 7 ^  + 5(ф).
or

Рассеянное или излученное поле vv(r, ф) будем 
искать в виде

+ оо

и-(г.ф) = £  (а пН {1 \ к г )  + ^ ,Н {1 \1 к г ) ) е ы\

Форма решения выбрана в соответствии с требо­
ванием условия излучения, Н^ ] -  функция Ханке- 
ля первого рода. Коэффициенты а„ и (5„ найдем из 
граничных условий. Опуская промежуточные вы­
кладки, повторяющие приведенные в [2], полу­
чим системы уравнений

F„(kR)o.n + F „(ikR )$„ = f „ ,

' G „{kR )aa + G „ ( ik W „  = g,„ '
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Рис. 1. Коэффициенты <Xq (Л и р0 (2) для т = т0(2), 
У = /0(2).

где

^„(z) = -z (z 2 + vn')wil'(z) + (vn '-m z4)w‘n(z), 

G„(z) = z(yz4-v)//,(In(z) + (vn2- z 2)W;,n(z).

При отличном от нуля определителе

Z = G,XikR)Ffl( k R ) - F n( i k R ) G M R )
системы (4) решение находится по формулам

gnFn( i k R ) - f „ G n(ikR)

gnFn( k R ) - f flGfl(kR)
Z

2. ИССЛЕДОВАНИЕ РЕШ ЕНИИ
Величины in + lFn(ikR) и in + lGtl(ikR) -  вещест­

венные и при некоторых значениях m w J  обращ а­
ются в нуль. Решая уравнения F„(iz) = 0  относи­
тельно /??, определим функции mn(kR) такие, что 
при т -  mn(kR) величина Fn(ikR) обращается в 
нуль. Аналогично из уравнений Gn(iz) = 0 опреде­
лим In(kR), так что при J  = In(kR) величина G n(ikR) 
обращается в нуль

m„{z) = ( -2 -  v n 2) i H {J' ( i z )
3  Г_г( П /  •  \г нп (IZ) +

Безразмерные масса т и момент инерции J  опре­
деляются формулами

т М

Я р’

Здесь р -  поверхностная плотность пластинки 
(масса пластинки единичной площади) и учтено 
выражение для волнового числа

со“р
D  *

2 2 • гг(П/ • \, , , v , vn + z lHn Oz)
-  4 +  5 - ( lb.  •г г нп (iz)

В [1] используется несколько иная нормировка, 
там приведены графики функций 2m„(z) и 12In(z)- 
Если для некоторого п = п* и некоторой безраз­
мерной частоты z* = k*R одновременно выбрать 
т = m„(z*) и J  = /„(z*), то определитель Z обратит­
ся в нуль на критической частоте к = к* = z*/R . 
При этом, вообще говоря, формулы (8) и (9) теря­
ют смысл.

Правые части систем (4) различны в задаче 
дифракции и задачах излучения. Падающая пло­
ская волна в задаче дифракции порождает пра­
вые части

f n = k R ( ( k R ) 2 + v n 2) J n( k R ) ~

-  ( v n 2 -  m(kR)4)Jn(kR)9 (5)

ft, = kR(v  -  J( kR) 4)Jn(kR)  + ( (kR)2 -  v n2)Jn(kR)9

Jn(kR) -  функции Бесселя. Точечная сила приво­
дит к

«3
f n  = ^  §п = 0, (6)

а точечный момент силы к

/„  =  0 , 8„ =  £ .  (7)

2.1 . Задана дифракции
Рассмотрим сначала задачу дифракции плос­

кой волны. Несложно показать, что при т = 
= mn(z*)9J = In(z*) правые части (5) удовлетворяют 
тождеству

g nFn(k*R) = f „G„( k*R) 9 (10)

которое легко проверяется аналитически. Таким 
образом, система (4) для правых частей (5) оста­
ется совместной на критической частоте. Резуль­
таты численного анализа решения (8) для п* =  0  и 
Z *  = 2 приведены на рис. 1.

Рассмотрим теперь случай некритических, но 
близких к критическим значений т и J. Положим  
сначала т = tm0(2). J = /0(2), где расстройка отлич­
на, но близка к единице. На рис. 2 приведены гра­
фики <Хо(kR) при t = 0.95, 0.98, 0.99, 1, 1.01, 1.02,
1.05. При t Ф 1 на графиках наблюдаются по два
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Р и с .  2. Коэффициент Cty в окрестности критической 
частоты при т  = /w0(2), J  = /q(2), t :  I  -  0.95,2 -  0.98, 3  -  
0.99.4-1.00,5- 1.01,6- 1.02, 7 -  1.05.

резонанса, один левее критической частоты, дру­
гой правее. При стремлении массы к критическо­
му значению эти резонансы сближаются и при 
т = т0(2) сливаются и компенсируют друг друга. 
Аналогичная картина наблюдается и при расст­
ройке нагружающего момента инерции.

Важными характеристиками рассеянного поля 
являются его диаграмма направленности Ч* и эф ­
фективное сечение рассеяния X. определяемые 
формулами

+оо 2тг

ЧЧФ) = £ X  1  =  J |ч>(ф)Г^ф.
п  = - *** О

Частотная зависимость эффективного сечения 
рассеяния для случая критических значений мас­
сы и момента для kR = 2, /?* = 0 приведена на 
рис. 3. Явно выраженный резонансный характер 
зависимости объясняется тем фактом, что крити­
ческие для /7 = 0 значения параметров т и J  близки 
к критическим значениям для п Ф 0, но при боль­
ших значениях безразмерного радиуса препятст­
вия. Поэтому частотные зависимости коэффици­
ентов а, при j  > 0 имеют резонансный характер 
подобно представленному на рис. 2. Эти резонан­
сы и проявляются на рис. 3. При вычислении эф ­
фективного сечения рассеяния в диапазоне час­
тот ниже kR  = 5 оказалось достаточным ограни­
чить суммирование в (8) десятью слагаемыми. 
Возникающая при этом погрешность не превы­
шает долей процента во всем диапазоне частот, за 
исключением очень узких окрестностей резонан­
сов для членов ряда с номерами j  > 10.

X ,  д Б

Рис. 3. Эффективное сечение рассеяния для случая 
т = w0(2), J = /q(2).

2.2. Задачи излучения

Рассмотрим теперь задачи излучения волн то­
чечными силой и моментом силы. Очевидно, что 
тождество (10) в этом случае не выполняется и 
решения системы (4) с заданным п = /?* на крити­
ческой частоте не существует. По-прежнему бу­
дем выбирать значения массы и момента крити­
ческими для /7 = 0 при kR = 2. Результаты расчетов 
по формулам (8) и (9) приведены на рис. 4 и 5. При 
приближении частоты вынуждающих силы или 
момента к критической наблюдается неограни­
ченный рост коэффициента р0. Коэффициент а 0 
при этом остается ограниченным и плавно изме-

Рис. 4. Коэффициенты cty. вычисленные по форму­
ле (8), для задач излучения при т = тq(2). J -  /0(2). / -  
расчет для точечной силы; 2 -  расчет для точечного 
момента.
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Р и с .  5. Коэффициенты Pq, вычисленные по форму­
ле (9), для задач излучения при т  = /я0(2), J  = /0(2). 1  -  

расчет для точечной силы; 2 -  расчет для точечного 
момента.

няющимся. То есть критическая частота не про­
является на графиках частотной зависимости эф ­
фективного сечения рассеяния, за исключением  
того, что на самой резонансной частоте решения 
не существует.

3. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В пластине с круговым препятствием возмож­
но существование сосредоточенной около пре­
пятствия неоднородной изгибной волны. Для это­
го должны быть специальным образом подобра­
ны масса и момент инерции, распределенные по 
границе. При таких параметрах решение задачи 
рассеяния на резонансной частоте оказывается 
неединственным, а задачи излучения, вообще го­
воря, не имеют решения. Однако указанные эф ­
фекты не проявляются при наблюдении в даль­
нем поле.
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Diffraction and Radiation of Flexural Waves 
by a Circular Aperture Loaded along the Edge

I. V. Andronov

An inhomogeneous wave exponentially decaying in all directions may exist near the edge of a circular aperture 
if the mass and the moment of inertia are appropriately chosen (i.e., their values coincide with the critical ones) 
[1]. In this case, the solution to the diffraction problem is not unique. This paper inquires into the feasibility of 
the solution to the wave diffraction and radiation problem in the case of the critical loading. The solution is 
constructed according to the procedure suggested in [2]. It is shown that the diffraction problem always has a 
solution while the radiation problem may have no solution. The effects related to the critical mass and "the crit­
ical moment of inertia do not manifest themselves in the far field.
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