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В рамках метода возмущений дан расчет звукового поля, рассеянного фрактальной поверхностью 
в виде ковра Серпинского, на квадратах которого последовательно уменьшающихся масштабов за
дана знакопеременная акустическая проводимость. Показано, что такой ковер Серпинского рассе
ивает звук достаточно равномерно по направлениям.

В архитектурной акустике представляет инте
рес получение в ряде случаев достаточно равно
мерного по направлениям рассеяния звука от стен 
помещения [1-3]. Это возможно, если рассеиваю
щая поверхность достаточно неоднородна из-за 
ее  неровностей или неоднородности акустичес
ких свойств. Такими свойствами обладают фрак
тальные поверхности. Рассеяние звука фракталь
ной поверхностью методом Кирхгофа было рас
смотрено в [4]. Отметим также работы [5, 6] о 
рассеянии звука на фрактальных структурах в 
океане.

Пространственный спектр поля, рассеянного 
неоднородной поверхностью, может быть доста
точно равномерным, если будут выполнены два 
условия.

Во-первых, на поверхности будут примерно 
поровну представлены неоднородности противо
положных знаков, например, неоднородности 
акустической проводимости противоположных 
знаков. Тогда вклады неоднородностей противо
положных знаков в зеркальное отражение будут 
взаимно почти скомпенсированы.

Во-вторых, в пространственном спектре неод
нородностей должны быть представлены мас
штабы всех волновых размеров представляюще
го интерес звукового диапазона частот, начиная с 
размеров порядка длины волны и кончая малыми 
волновыми размерами.

Указанными свойствами будет обладать ковер 
Серпинского, если на нем неоднородности после
довательно уменьшающихся масштабов будут 
иметь последовательно чередующиеся знаки.

Геометрическое построение ковра Серпинско
го таково. Исходный квадрат делится двумя лини
ями, параллельными одной паре сторон квадрата, 
и перпендикулярными им двумя линиями на 9 оди
наковых квадратов меньшего размера. Из них 
выделяется центральный квадрат. Остальные 8 
квадратов таким ж е образом делятся на 9 квадра

тов ещ е меньшего масштаба, из которых также 
выделяется центральные квадраты и так далее. В 
пределе образуется фрактальная структура, в ко
торой каждый выделенный квадрат данного ли
нейного размера оказывается окруженным восе
мью выделенными квадратами втрое меньшего 
линейного размера. В реальности дробление ква
дратов обрывается на некотором шаге N.

Акустически ковер Серпинского представляет 
набор неоднородностей в форме квадратов с по
следовательно уменьшающимися длинами сторон

п = 0, 1, 2 ..., причем Нп = 3~пН, где Я  -  сторона 
центрального квадрата. Число квадратов п-го 
масштаба равно 8", а общая площадь квадратов

этого масштаба составляет 8пН~ = Я2(8/9)". Отсю
да видно, что общая площадь квадратов п-го мас
ш таба убывает медленно с ростом я, составляя 
8/9 площади предыдущего масштаба, так что пер
вое условие равномерности пространственного 
спектра рассеяния можно считать достаточно хо
рош о выполненным. Медленность изменения об 
щей площади квадратов последовательных мас
штабов при наличии масштабов самых разных 
волновых размеров гарантирует и выполнение 
второго условия равномерности пространствен
ного спектра рассеяния. Покажем это на примере 
рассеяния звука на ковре Серпинского, на выде
ленных квадратах которого задана акустическая 
проводимость (-1 )”Г|0, чередующаяся по знаку при 
последовательном уменьшении размеров квадра
тов.

Рассмотрим дифракцию плоской волны звуко
вого давления р {- = exp[i(k°xx + k°yу  -  k°z z)i, где k°z =

,  2  ,  О2 , 0 2 ^к -  кх -  ку , на плоскости z = 0, характеризу
ющейся акустической проводимостью Т)(х, у). Ог
раничимся случаем \ц\ 1, когда можно приме-
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нять метод возмущении, полагая полное поле 
равным

p ( x , y , z )  =  2cos(k°.z) + P i ( x , y , z ) ,  b , | 1.

При этом граничное условие

dp/dz = -ikr\p  при г = 0 

в первом приближении сводится к виду

Эр,/Эг = -2ikT]exp[i(k°fx + к®у)] при г

к" = к cos90, к" =  /csin0ocos<po, 

k°v = &sine0sin<p0, 

г = R cosO, x  -  R sin 0coscp,

у  = KsinBsincp, R = x + у  + z  -

Отсюда, учитывая соотношения dk^iky = 
= |^2cos%sinx|^x^V|/, kxx  + kyy  + kzz  = 
= kR[sin xsin 0cos(v  -  (p) + cos^cosG], представим
( 1) в виде

о

= О

Подставив сюда разложения р  и Г] по пространст
венным спектрам Pi(x>y, z )  =

(к /2) +  iСО

с о  со

P i ( x , y , z )  =  J J А(кх, ку) х
=  -2 * '

(О

J exp[iMcos(x-0)]|sinxMxx
х  exp [/(&_,* + куу  + kzz)]dkxdky,

- (п/2) — /оо
( я / 2  )  +  / ~

(3)

СО ^0

л (х ,у )  = J J B(K„Kv) x
(2)

—о о  — с о

х  ехр[/(к Л* + куу  + кгг)]<Лсх<йся
где

где kz = J k 2 -  k] -  k2y , k. = V* 2 -  к* -  , и учиты
вая, что

- J J
r i(x ,y )e x p [/(^ x  +  ^ y ) ]  =

B( Kt - к -  ) exp[ i (Kvx + Kvy )]d x xdKy,

2k 0 , ,0

X J щ%, ¥> во, Фо) X
-  ( я / 2 )  -  / о * »

х  exp{/& /?sinxsin9[cos(\[/- ф ) -  1 ]}<Л|/,

W(x, ¥ ,  0О, Фо) =

= fi[£ (sin xcos\|/ -  sin 0ocos(po),

&(sin%sin\|/-  sin0Osin<p0)].

При kR >  1 для оценки двукратного интеграла 
в (3) удобно применить метод перевала [7]. В ок
рестности точки перевала % = V = Ф можно 
положить cos(x -  0) = 1 -  ( 1/2)(% -  б)2, cos ( у  -  ф) =

=  1 - ( 1/2)(\|/-<р)2. Учтя, что J ^ e x p ( - /p s 2)d$ = ,

получим Д(£Л, &v) = - — В(кх -  кх , ку -  ку ).
к.

В сферических координатах проекции волно
вого вектора в рассеянной волне и радиус-векто
ра точки наблюдения принимают вид:

kz = &cos%, кх = &sinxcosi|/,

ку = &sinxsin\|f,

после интегрирования найдем

Л (в, ф) = 4 Я / 2 Е Ш )  х

Х £ в [ £ ( 8 Щ 0 С О 8 ф -  8 Ш 0 о СО8фо) ,  

^ (в т О в т ф - sin6osin9 0)] .  

Таким образом,

Р,(0, ф) В[&(8Ш0СО8ф - 8Ш0оСО8фо), fc(sin0sn̂ - 8т0о8Шфо)]
P l(% ,  Фо) В (0 ,0 )

Координаты {*„, уп) центров квадратов л-го 
масштаба, окружающих квадрат (л -  1 )-го мас
штаба с координатами {*„ _ ,, . связаны соот
ношением хп- х п_ х + vHv - i , y„  = yn- i  +  ЦЙу - 1>где 
v и р -  целые числа, пробегающие значения { - 1, 
0, 1 }, но одновременно не обращающиеся в нуль. 
Всего есть 8 квадратов л-го масштаба, окружаю
щих квадрат (л -  1 )-го масштаба для соответству

ющих комбинаций У и ц , при которых |v| + |р| Ф 0. 
Имеем:

+К У л+К

д |  dx j е х р [- /(к хх + куу +  к ,г)]^у =

- К  У  л -  L n

=  ^„expL-iCK^x,, + Kvy„ + K,z„) J, 

где Ln = HJ2,
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/(0). дБ

Рис. 1. Выраженная в децибелах относительная ин
тенсивность /(0) рассеянной волны в зоне Фраунгофе
ра при 0q = 0 и кН = 9.24. Кривая 1 соответствует N = 
= 100 в формуле (4), кривая 2 -  N = 6.

/ ( 0 ) .  Д Б

/(0). дБ

Рис. 2. То же, что и на рис. 1, но при кН = 5.544. 

/(0), дБ

0°

Рис. 3. То же, что и на рис. 1, но при акустической Рис. 4. То же, что и на рис. 2, но при акустической
проводимости на центральном квадрате, равной проводимости на центральном квадрате, равной /t]q.

_  sin(KxL„) sin(Ky/„)

Отсюда видно, что сумма восьми таких вели
чин для восьми квадратов со стороной Н„, окру
жающих больший квадрат с центром в точке 
(*«-!> равна

СО ©о

В (к „ к у) =  ■ f f n ( * ,y ) x
4 п  J J—00—00

x  ex p [ - i (Kxx  + куу  + кZz)]dxdy

для заданной акустической проводимости, после 
интегрирования получим:

5" Х Х ех Р Н (КЛ  + к уу я + к.ги)] = С
Ц V

Й(КЛ, К ) =

где

С„ =  С(к:Нп_ и к уНп_ 1), 

С(а ,  (3) = 2 [c o s a  + cosP + 

+  c o s (a  + р) + c o s ( a -  р)].

причем

5 ( 0 , 0 )  =

Суммируя вклады всех квадратов в формуле для 
обратного по отношению к (2) преобразования 
Фурье

На рис. 1 в децибелах представлена относи
тельная интенсивность рассеянной волны /(0) = 
= 201g(|p1(6, 0 ) / р , ( 0 , 0 ) | )  при 0О = 0  и Ш  = 9.24,
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что для Я  = 1 м  соответствует частоте 500 Гц и 
нормальному падению исходной волны.

Кривая 1 соответствует значению N  =  100 в 
формуле (4), кривая 2 - N  =  6, то  есть учету квад
ратов вплоть до сотого и ш естого масштабов со
ответственно. Как видно из рисунка, рассеянное 
поле оказывается здесь довольно изотропным, за 
исключением направлений в узких диапазонах уг
лов 0 вблизи 32° и 68°. Н а рис. 2 представлена 
функция /(0) при 0О =  0 и к Н =  5.544, что для Я  =  1 м 
соответствует частоте 300 Гц. Здесь изотропия 
рассеяния существенно нарушается лишь в окре
стности угла 0 = 62°.

Хотя расчеты проведены для случая \r\\ 1,
следует ожидать, что качественно они останутся 
справедливыми и при |т)| ~  1, когда амплитуда зер
кально отраженной волны не будет доминиро
вать над рассеянным полем. В грубом приближе
нии знакопеременная акустическая проводи
мость мож ет быть реализована рельефом на 
стене в виде чередующихся выпуклостей и впадин 
различных масштабов.

Если несколько изменить акустическую про
водимость на центральном квадрате, то  можно 
радикально уменьшить провалы кривых интен
сивности /(0 ) по сравнению с представленными на 
рис. 1 и 2. Так, заменив на центральном квадрате 
х\0 на Г|0q, вместо формул (4) и (5) будем иметь

В(кх, ку) = Щ-
К

N т
C tv +  Х ^ м г П т

т = 1 k  = 1

При этом значению q  = i вместо кривых, пред
ставленных на рис. 1 и 2, соответствуют кривые, 
изображенные на рис. 3 и 4.
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Sound Diffraction at Sierpinski Carpet
L . M . L yam shevl an d  I . A . U ru sovsk ii

The sound field scattered by a fractal surface in the form of a Sierpinski carpet is calculated in the framework 
of the perturbation method. The Sierpinski carpet has an alternating acoustic admittance preset at its squares, 
which are sequentially scaling down. It is demonstrated that such a Sierpinski carpet scatters sound almost uni
formly in all directions.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 49 № 6 2003


