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Исследован простейший резонатор для изгибных волн в стержне, реагирующий не только на сме
щение, но и на наклон (производную смещения) оси этого стержня. Он представляет собой конст
рукцию из двух пружин с грузами, присоединенных общим жестким (неизгибающимся) стержень
ком к  упругому стержню, по которому бежит изгибная волна. Одна из этих пружин расположена 
перпендикулярно стержню, другая пружина расположена параллельно стержню. Показано, что при 
определенном трении этот одиночный резонатор монопольно-дипольного типа полностью погло
щ ает падающую изгибную волну резонансной частоты в упругом стержне.

На практике для создания виброизоляции из
гибных волн в стержнях и пластинах применяют 
резонаторы [1—4]. Простейшим резонатором яв
ляется пружина с грузом [5-7]. Такой резонатор, 
расположенный перпендикулярно стержню и 
присоединенный к нему пружиной, является резо
натором монопольного типа, он реагирует на сме
щение оси стержня. На резонансной частоте па
дающая изгибная волна полностью отражается 
от резонатора монопольного типа без трения, бе
гущая волна за резонатором отсутствует. Трение 
в резонаторе уменьшает эффективность работы 
этого резонатора как отражателя волн. Резона
тор с трением поглощает изгибные волны. Иссле
дование показывает, что одиночный резонатор 
монопольного типа с оптимальным трением по
глощает не более половины энергии падающей 
волны. Полностью поглотить изгибную волну ре
зонансной частоты можно при помощи комбина
ции резонатора без потерь и резонатора с опреде
ленными потерями, при этом расстояние между 
резонаторами должно быть равным нечетному 
числу четвертей длин волн [8].

Ниже исследован одиночный резонатор моно
польно-дипольного типа. Простейшим таким ре
зонатором является конструкция из двух пружин 
с грузами, присоединенных общим жестким (не
изгибающимся) стерженьком к упругому стерж
ню, по которому бежит изгибная волна. Одна из 
этих пружин с грузом расположена перпендику
лярно стержню и является монопольным резона
тором, реагирующим на смещение стержня, дру
гая пружина с грузом расположена параллельно 
стержню и является дипольным резонатором, ре
агирующим на наклон (производную смещения) 
оси стержня. На рисунке (а) изображен исследуе

мый резонатор, где 7 -  пружина с коэффициен
том упругости Kt( 1 -  /£ ,), 2 -  пружина с коэффици
ентом упругости к2(1 -  г£2)> 3 -  жесткий соедини
тельный стерженек длины L, 4  -  упругий 
стержень, по которому бежит изгибная волна. 
Можно ожидать, что при определенном трении 
одиночный резонатор монопольно-дипольного 
типа полностью поглотит изгибную волну резо
нансной частоты в тонком упругом стержне.

Направим ось л: декартовой системы коорди
нат вдоль оси невозмущенного стержня и будем 
считать, что он колеблется в плоскости ху. При
соединим к стержню в точке х = 0 резонатор мо
нопольно-дипольного типа. Пусть слева на резо
натор падает гармоническая изгибная волна со 
смещением

w0(x,t)  = exp[/(fo:-coOL (1 )

где к -  волновое число изгибной волны. Под дей
ствием этой волны резонатор колеблется и созда
ет на стержне точечную нормальную силу F { t )  и 
точечный изгибающий момент М(г). Уравнение 
движения стержня, соединенного с резонатором, 
можно написать в виде

~\2 ->4
+ = n t ) b ( x )  -  M ( t ) 8 - ( х ) ,  (2)

a t  дх

где р и D -  соответственно линейная плотность и 
изгибная жесткость стержня, Ь(х) и б'(-х) -  дельта
функция и ее производная.

Обозначим через ^(г) -  смещение груза т{ по 
оси у от положения равновесия и через ̂ 2(0 -  сме-
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(а) р

Резонатор монопольно-дипольного типа.

щение груза т2 по оси х от положения равновесия. 
Уравнения движения резонатора имеют вид

= -F(t) ,  т2Ы О  = - f i t ) ,  (3) 
где силы F(t) a fit) определяются по формулам

F(t) = Kj(l -ie,)[$,(f)-w(0, t ) ] ,  (4)

f i t )  = к2( 1 -  ie2) (5)
= - M ( t ) / L,

где w(x, t) -  полное поле в стержне, равное сумме 
падающего и рассеянного полей, е1ие2-  коэффи
циенты диссипации.

При гармонической падающей волне (1) нор
мальную силу и изгибающий момент можно пред
ставить в виде F(t) = F0exp(-/otf), M{t) = M0exp(-/cor), 
где?0иМ0-соответственно комплексные ампли
туды силы и момента. Согласно уравнению (2), 
рассеянное поле в стержне равно сумме моно
польного и дипольного полей, определяемых со
ответственно по формулам

wfix,t) = -Ц 2-{ехр(/*|х|) + 
4 к D

+ гехр(-/с|х|)}ехр(-г‘со/).

w •ix,t) = sgnx-^-{exp(/£|x|)-
4 k~D

-  exp(-fc|x|)} exp (-г(О?),
где к4 = рсо2 ID, sgnx = +1 при х > О, sgnx = -1 при 
х < 0. При х = 0 выполняются соотношения

♦ т->
1 0 ( 1  + i)exp(-i<df)>

4 ГО
М о
4 kD

(1 + i)exp(-/cof).

Амплитуды F0 и М0 подберем таким образом, 
чтобы удовлетворялись соотношения (4) и (5). 
Согласно уравнениям (3) смещения грузов будут

— е хр (—*со/),
т , со

Мо
Lm2 СО*exp(-icof).

Подставляя формулы (1), (6), (7) и (8) в соотноше
ния (4) и (5), получим искомые амплитуды силы и 
момента

Rey + £1(0_HiГ 1 _ ® + imy]К ,  _ Ь^со к, J

М0 =

со L2 £2®“ •X f 1 е S г- ГО
4 kD к2 _т 1_со т2 к2 4 kD_

'(Ю )

-гcow,(0, г) со(1 + г) дгде У  ----——---- = ■ .—- -  податливость бес-
Fit) 4k3 D

конечного стержня по отношению к точечной си
ле.

Рассеянные поля монопольного и дипольного 
типов получим соответственно по формулам (6) и 
(7) при подстановке амплитуд F0 и М0 в них. Резо
нанс монопольного рассеяния происходит при ча
стоте СО!, являющейся решением уравнения

— -  —+ 1тУ  = 0 . (1 1 )т ! со к.
Резонанс дипольного рассеяния наступает при ча
стоте сОо, удовлетворяющей уравнению

1__ со
со т2 к2

(12)
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Полное поле в стержне равно

wO, t) = exp (ikx) +

iF.
4 &3Z>

— [ exp (ik\x\) + i exp (-Ac| x\) ] + (13)

+ sgnx [ехр(Д|х| -  exp(-/c|x|)] 
4 к D

exp(-/cor).

где амплитуды силы и момента определяются по 
формулам (9) и (10).

Исследуем структуру полного поля (13) при 
некоторых значениях параметров. Пусть га2 = 0, 
г 1 = 0. Это означает, что колебательная система 
является резонатором монопольного типа и тре
ние в ней отсутствует. Тогда при частоте, равной 
соь падающая волна полностью отражается от ре
зонатора

w ( x < 0 9 t )  = {2 /sin(£x)-/exp(£x)}exp(-/cor), 
w(x> 0  9t )  = -/exp(-fcx-Zcor).

Пусть га, = 0, &2 = 0- Это означает, что колеба
тельная система является резонатором дипольно
го типа и трение в ней отсутствует. Тогда при ча
стоте, равной со2, падающая волна также полно
стью отражается от резонатора

w ( x < 0 9t) = {2  cos (for) -  exp (&х)} exp (-/cor), 
w(x>0, r) = exp(-fcx-icor).

Пусть г, = e2 = 0,со, = co2. Это означает, что тре
ние в колебательной системе отсутствует и собст
венные частоты со, и со2 совпадают. Тогда при со = 
= со, = со2 падающая волна не отражается от резо
натора, при прохождении она лишь изменяет 
свою фазу

w(x<0, t) = (ехр(/£х)- 
- ( 1  + /)ехр(£х)}ехр(-/сог), 
w(x> 0  ,t )  = {-exp ( i k x )  +

+ (1 -  i ) e x p ( - k x ) } exp(-fcor).
2

Пусть £, = к ,  k 2Z/

4 k^D
- £ 2  = 4 kD

, со, = сщ. Это озна

чает, что в монопольном и дипольном резонато
рах диссипативные потери равны потерям вслед
ствие излучения и собственные частоты сох и аь 
совпадают. Тогда при со = со, = а>> имеем поле

w(x < 0, г) =

ехр(/Ах) - ^ ( 1  + i)exp(kx) exp (-/cor),

vv(x>0, t) = - ( 1  - i ) e x p ( - k x - i m ) .

Следовательно, при этих значениях параметров 
одиночный резонатор монопольно-дипольного 
типа полностью поглощает падающую однород
ную волну в тонком стержне, за резонатором ос
тается лишь неоднородная (экспоненциально за
тухающая) волна. Отметим, что при помощи двух 
одинаковых симметрично расположенных (у > 0 и 
у < 0) монопольно-дипольных резонаторов можно 
поглотить изгибную волну и в достаточно тол
стом стержне. При падающей волне (1) в стержне 
с симметричными резонаторами не генерируется 
рассеянная продольная волна.

Исследуем более сложную модель резонатора 
(см. рисунок, б). Упругий цилиндрический стер
женек радиуса а и длины L (например, резиновый 
столбик) нагружен сверху массой га, распределен
ной равномерно по кольцу b < г < а, по кругу г < b 
он сверху не нагружен. Линейные размеры стер
женька малы по сравнению с длинами продоль
ной и изгибной волн в нем. Обозначим через £, и 
г  -  соответственно модуль Юнга и коэффициент 
диссипации упругого материала. Изгибная жест
кость стерженька равна £>, = £ ,5^, где г0 = а/2 и
S = Ксг — соответственно радиус инерции и пло
щадь круга радиуса а. В стерженьке по цилиндри
ческой поверхности г = b сделан разрез, так что 
упругая среда, находящаяся при г < Ь, не влияет на 
колебания массы га вдоль оси этого стерженька. 
Пусть резонатор (стерженек с массой) присоеди
нен к упругому стержню в точке х = 0 и пусть на 
него падает изгибная волна (1). Под действием 
этой волны резонатор колеблется и создает на 
стержне точечную нормальную силу £(/) = 
= £0ехр(-/сог) и точечный изгибающий момент 
M(t)= М0ехр(-/сог). Рассеянное поле в стержне 
равно сумме монопольного и дипольного полей, 
определяемых соответственно по формулам (6) и 
(7). Амплитуды Е0 и М0 получим из соотношений, 
выражающих равенство смещений и наклонов 
осей стержня и стерженька в точке их соедине
ния. Обозначая через и(у91) и v(y, t) -  смещения в 
стерженьке по осям у и (-х), граничные условия 
запишем в виде

w0(0, t) + w,(0, /) + w2(0, t) = u(0, 0 ,

^-(w0 + vv, + vv2
(14)

Смещения и и v b  стерженьке создаются соответ
ственно силой -£(/) и изгибающим моментом -M(t) 
и вычисляются стандартным методом [9]. При
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длине стер ж ен ьк а , м алой  по  сравн ен и ю  с дли н ам и  изгибной  во л н ы ) с тер ж е н ь к а  он о  вы п олн и м о  
п род ольн ой  и изгибной  волн , и м еем  вы р аж ен и я  л и ш ь при S.

Е  S 3D
где к , = — , к 2 =  — у  , =  п (а 2 -  Ь2). В еличины

к, и к 2 я вл яю тся  эф ф ек ти в н ы м и  к о эф ф и ц и е н т а 
ми упругости  “ перп ен ди кулярн ой ” и “ п ар ал л ел ь 
ной” пруж ин. П одставляя  ф о р м у л ы  (1), (6 ), (7) и
(15) в со о тн о ш ен и я  (14), получим  и ском ы е ам пли
туды  силы  и м ом ента. О ни о п р ед ел яю тся  п о  ф о р 
м улам  (9) и (10), где т х = т2 = тчг 1 = е 2 =  8 . П ол н о е  
поле в  с тер ж н е  получим  по  ф о р м у л е  (13) п ри  под
стан овке ам плитуд F 0 и М 0 в нее. Р езо н ан сн ы е ч а 
стоты монопольного и дипольного рассеяния оп
ределяются соответственно из дисперсионных 
уравнений (11) и (12), где т{ = т2 = т, К! = EXSJL<
к 2 =  3D J L ?. П р и  вы полнении  соотн ош ен и й  со =

к  к  /3
= 0), =  со->, г  =  — = ~гТг\ р е зо н а т о р  п олн остью4к D ^kD
п о гл о щ ает  п адаю щ ую  изгибную  волн у  ч асто ты  
со. В то р о е  и з эти х  соотнош ен ий , в ы р а ж а ю щ е е  р а 
венство  диссипативны х п о те р ь  и п о те р ь  вследст
вие и злучени я, м ож но п р е о б р а зо в ат ь  к  виду

Д л я  то н к о го  (по  сравн ен и ю  с длиной
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A Monopole-Dipole Resonator for Flexural Waves in a Rod
A . D . L a p in

For flexural waves in a rod, a simplest resonator responding not only displacements but also to the inclination 
(the derivative of the displacement) of the rod axis is studied. The resonator consists of two spring-mass sys
tems attached through a rigid (nonbending) bar to the elastic rod in which a flexural wave propagates. One of 
the springs is oriented perpendicularly to the rod, and the other is parallel to it. It is shown that, at a certain fric
tion, the single monopole-dipole resonator under consideration completely absorbs the incident resonance-fre
quency flexural wave, which propagates in the elastic rod.
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