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Система уравнений гидродинамики для плос
кой модели (л\ у), л* -  координата вдоль потока 
{/(у), у -  координата, нормальная к потоку, в ква
дратичном приближении имеет вид [1]:
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Система уравнений в линеаризованном пределе 
имеет вид:
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Псрнос уравнение системы (2) -  это модифициро
ванное уравнение Орра-Зоммерфельда, хорошо 
известное без двух последних членов в левой час
ти (2). Здесь мы приняли во внимание взаимодей
ствие вихревой и потенциальной компонент поля 
скоростей, возникающее благодаря сдвиговому 
течению U(y). Второе и третье уравнения в сово
купности эквивалентны уравнению Лайтхилла [3J 
с линеаризованной правой частью. Они написаны 
с учетом неоднородного в направлении у допле
ровского сдвига частоты. Неустойчивость возни

кает уже в случае линейного изменения течения в 
направлении у:

U(y) = U0 + ey9 и уу(у) = (). (3)
Учет потенциальной компоненты волнового по
ля. как будет проиллюстрировано ниже (уравне
ние (5)), является необходимым условием для воз
никновения неустойчивости в отсутствие точки 
перегиба профиля течения.

Пренебрегая вязкостью, получим:
£>Дф + Д<р(Уу = 0;
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Замкнутое уравнение для р(х,у, t) следует из (4):
0 Uу Э (  Э п ,.Э ^= Чш°р-и’гА

Наличие производных различной четности в (5) 
есть признак неконсервативности задачи.

Заметим, что из (4) следует уравнение Пуассо
на для функции тока:

Д ф  = E l
рс2

В соответствии с соотношением (3)

Систему уравнений (4) решим в первом порядке 
по £. что означает, что 0 , Uy мы предполагаем по
стоянными:

ф = с*, ехр[у (— со/ + кх + <7у ) ] .

(7)ф = с‘2ехр[у(“ со/ + кх + qy) |.
Положим

СО = С00 + £ СО,. (8)
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Из системы уравнений (4) получим дисперсион
ное уравнение:

(СО- U k2) - ( k 2 + q2)c2 =

_ — 2 у (со — U k)U ykc/ + 2кги1

к2 + q2
Из уравнения (9) находим:

со0 = и {)к + с(к2 + д")и2у
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( Ю )2 *

Мы пренебрегли последним членом в соотноше
нии (9), квадратичным но Ux. Заметим, что при

с*“— ► к — -  -  q^ и решение (10) не имеет
места.

Вернемся теперь к системе (1) и линеаризуем ее, 
не разделяя поле скоростей на потенциальную и ви
хревую части. В этом случае получим волновое 
уравнение для поля давления р(х. \\  /) в более про
стой форме, чем (5), даже для произвольного U(y):
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со,, = со - U ( y ) k .

В линеаризованном пределе:

со,, = corf0 -  U'у  к, (0М = со -  и 0к.

Здесь р , = ^  = -jP a)dvy

Найдем р(у) для нормальной волны в волноводе 
( ) < у <  Л, в первом порядке по LF (U0 = 0):
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По существу, мы используем два малых параметра

U'hk 
со. 1,

Леос/0 «= 1.
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Найдем решение при граничных условиях

v y = 0  при у = 0, 

р = Z (co )vy при у  = Л. 

Дисперсионное уравнение примет вид:

. 1 - 0 .[1 +Z |(c/„+  P )\(q 0- P )

(13)

Z, =
М/Р

Решая соотношение (14), можно получить:

Imco(c/0) < 0.

Характерные случаи:
а) когда для импеданса на границе

ImZ Ф 0.

(15)

Ь) когда Z = «>, ехр(2jq 0h) = 1, qu„ = — .
п

В первом случае имеются четыре решения со</0 
для последнего уравнения (12) и одно из них имеет 
мнимую часть типа (15).

Как было показано нами ранее [4), интеграл 
энергии для линеаризованной системы уравне
ний (1) в присутствии сдвигового течения U(y) 
принимает вид

Э/ + и дх
+

(16)

+ d I (pVi) = ~p v <v >u r

Поток энергии от сдвигового течения, являю
щийся причиной неустойчивости, описывается в 
терминах напряжений Рейнольдса в правой части 
соотношения (16). Его знак определяется знаком 
правой части (16). Обе компоненты нестабильной 
волны (\|/, (р) являются следствием этого процес
са. В изменении знака кривизны профиля течения 
нет необходимости.

В то же время изменение знака кривизны про
филя течения необходимо для возникновения не
устойчивости, если не учитывать потенциальную 
часть генерируемого поля.

Работа поддержана грантами -  РФФИ 02-02- 
17143 и научной школы НШ-1176-2003-2.
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