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Исследована проблема идентификации одиночной внутренней трещины, расположенной в анизо­
тропном упругом теле. На основе подхода теории дислокаций построена система граничных интег­
ральных уравнений (ГИУ) относительно функций раскрытия трещины, которая исследована на ос­
нове идей метода граничных элементов. Предложен метод идентификации, основанный на пара­
метризации трещины конечным числом параметров и последующим их определением из условия 
минимума некоторого неквадратичного функционала невязки. Решены задачи идентификации по­
перечной туннельной трещины в орготропном слое при плоской и антиплоской деформации.

отметить, что к настоящему времени методы рас­
чета дифрагированных полей в изотропных те­
лах, ослабленных трещинами, разработаны до­
статочно подробно и опираются либо на идеоло­
гию метода граничных элементов, либо на 
асимптотические методы. В то ж е время большое 
количество металлов и сплавов, подвергшихся 
технологической обработке, приобретают анизо­
тропию упругих свойств, и модель изотропной 
среды для них дает большую погрешность при 
расчете волновых полей. Поэтому изучение вол­
новых процессов в телах с анизотропией даже 
простейшего вида при наличии дефектов типа 
трещин весьма актуально и составляет первую 
часть настоящей работы. Вторая часть работы 
посвящена малоизученному классу обратных гео­
метрических задач теории упругости -  определе­
нию положения одиночной трещины в ортотроп- 
ной среде, если известно поле упругих смещений 
на часта границы тела, свободной от напряжений.

ПОСТАНОВКА ЗА ДА Ч И

Рассмотрим установившиеся колебания орто- 
тропного упругого тела V, ограниченного кусоч­
но-гладкой поверхностью S  = S { и  52. Колебания 
вызываются нагрузкой р1У приложенной на части 
границы 52о с  S2, часть границы S, защемлена. 
На части границы S2[ a  S2  заданы перемещения
и, |5 = #/, и 520 п  S2I = 0 .  Будем считать, что тело 
V ослаблено трещиной, ограниченной внутренни­

ми поверхностями Sq (рис. 1), на которой компо-

ВВЕДЕНИЕ

К наиболее эффективным эксперименталь­
ным методам неразрушающего контроля в упру­
гих телах относятся методы, основанные на ди­
фракции упругих волн на дефектах [1, 2]. В этом 
случае для правильного описания дифрагирован­
ного поля формулируются системы интеграль­
ных уравнений относительно скачков смещений 
на трещине. В последние годы для исследования 
дифракции упругих волн на внутренних и поверх­
ностных трещинах были разработаны различные 
аналитические и численные методы исследова­
ния этих уравнений. При этом все методы реше­
ния прямой задачи о расчете дифрагированного 
поля в среде с одиночным дефектом могут быть 
разделены на два больших класса по типу иссле­
дуемых ГИУ: гиперсингулярные, которым посвя­
щена обширная литература (см., например [3-6]), 
так и несингулярные [7] и использующие двойст­
венные формулировки [8, 9]. Кроме того, методы 
исследования построенных ГИУ можно также 
разделить на два класса -  высокочастотные и низ­
кочастотные. Достоинство высокочастотного ме­
тода состоит в том, что длина зондирующего им­
пульса имеет тот же или меньший порядок, что и 
длина трещины. Это приводит к регистрации ин­
терференционных явлений, которые легко обна­
ружить и использовать для идентификации. До­
стоинства низкочастотных колебаний состоят в 
возможности использования статических резуль­
татов теории трещин для решения динамических 
задач, а также позволяют сделать заключение о 
росте трещины или разрушении образца. Следует

4 5 6

mailto:vatulyan@aaanet.ru


О Б  О П РЕД ЕЛЕН И И  К О Н Ф И Г У РА Ц И И  ТРЕЩ ИНЫ 457

ненты вектора перемещений терпят скачки %i =
-  и л ; примем также, что в процессе коле-

1

баний берега трещины не взаимодействуют. В 
рамках подхода теории дислокаций краевая зада­
ча для тела с трещиной в случае установившихся 
колебаний имеет вид [6, 7]:

Ojj*j + Р&  u i + 1  i -  0 , Ojj -  CijkiUk, ly (1)

° u nj = ph причем отличны от нуля на S20,

и , = о,

° ijnJ * = О,

(2)
(3)

а фиктивные массовые силы выражаются через
скачки/ = -[cijktn+k X,5(Q],j. Здесь ст -компоненты
тензора упругих постоянных, удовлетворяющих 
обычным условиям симметрии и положительной 
определенности, щ -  компоненты вектора пере­
мещений, Су -  компоненты тензора напряжений,

пр п) -  компоненты единичного вектора внешней

нормали к поверхности 5, S i  соответственно, 5(Q 
дельта-функция Дирака, С, -  координата, отсчи­
тываемая по нормали к 5о , р -  плотность, со -  
частота колебаний.

Обратная задача об идентификации трещины 
ставится следующим образом. По полю смеще­
ний на части границы 521, свободной от нагрузок,

найти поверхность Sq •

СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ  
К ОПЕРАТОРНЫМ УРАВНЕНИЯМ

Наиболее эффективным методом исследова­
ния колебаний тел с трещиной является сведение 
краевой задачи теории упругости к системе ГИУ, 
позволяющей снизить размерность исследуемой 
задачи на единицу. При этом поле упругих смеще­
ний внутри V может быть найдено при помощи 
формул Сомильяны [8]:

" Л )  = j o y n j U  ? \ x , $ ) d S x -

5 (4)

-JoP (x ,Z ,)n jU id S x + j u i? \ x , t , ) f id V I , t ; e  V,
s v

где U)m) (x, 4), o[;m) (x, i;) -  соответственно фунда­
ментальные и сингулярные решения для анизо­
тропной среды, явные представления которых 
построить нельзя, однако возможно построить их 
интегральные представления в виде однократных 
интегралов (для плоской задачи в случае орто- 
тропного материала, например, в [10]).

Источник Приемник

Рис. 1. Колебания тела с произвольной трещиной.

Учитывая выражения д л я /, и выбирая в (4) в

качестве С/-т )(х, Q  фундаментальные решения
для оператора анизотропной теории упругости (1), 
удовлетворяющие граничным условиям

U)( т )

получим

и Л )  = u™(Z}) - \ u ? \ x ^ ) [ c iĵ a i m ) 4dVx =
V

= ulm( k ) - \ [ u \ m\ x ,  Л ц и п а Л Я Л ,  +
V

+ J {/«"’и  %)cijkln a M O dvx.

V

Применяя к первому интегралу последнего ра­
венства теорему Гаусса-Остроградского, и учи­
тывая, что трещина является внутренней, нахо­
дим, что он равен нулю, и формула для расчета 
поля смещений внутри V приобретает вид

ч Л )  = « Г Ю  + J $)&«* А .  (6)

где и*ж®  = | 5мР/(л)£/}")(д:, О А  -  поле в среде
без дефекта (эталонное поле), причем по (6) воз­
можно рассчитывать поле смещений всюду в об­
ласти V, если известны функции раскрытия Xi- 
Для определения функций раскрытия обычным в 
теории трещин способом формулируется система 
граничных уравнений путем вычисления компо­
нент вектора напряжений на Sq и выполнения 
граничного условия (3):

&Х = jkjg (x9y)Xt(x)dSx = Fj(y),
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Рис. 2. Колебания полосы с поперечной трещиной.

Ядра kj[(x, у) в (7) являются гиперсингулярными с 
особенностью порядка \х -  у\~2 и имеют вид:

кл(х,у) = cjimqn,nko {̂ q.
Соответствующие интегралы понимаются в смыс­
ле конечного значения по Адамару [11], а функ­
ции Ffy)  выражаются через эталонное поле:

Fj(y) = -cjimlnJuZ•
В обратной задаче на основании (6 ), (7) формули­
руется система нелинейных операторных уравне­
ний относительно Xi(x ) и So :

\ C M ) i tdsx = 8*т(%) = 8т(% )-и з: ^ ) ,

(8)

JM -*’ y)Xi(x)dSx = Fj(y) ,  у e  S+0, m = 1 ,2 ,3 ,

«0

причем k°ml (x, q) = <471 (x, %)nk.

Задача нахождения So из системы (8 ) является 
нелинейной и неустойчивой по отношению к ма­
лым возмущениям заданных функций gpc). Таким 
образом, обратная геометрическая задача об 
идентификации трещины является некоррект­
ной, и для ее решения необходимо использовать 
регуляризующие алгоритмы [12]. Одним из воз­
можных способов регуляризации является макси­
мально возможное сужение области поиска, в 
частности, сведение проблемы к конечномерной.
Способ нахождения S i  в настоящей работе осно­
ван на предварительной параметризации поверх­
ности при помощи введения конечного числа пара­
метров су, в частности, для плоской эллиптической 
трещины таковыми являются 7 параметров (коор­
динаты центра, компоненты вектора нормали и 
полуоси эллипса). Способ нахождения этих пара­
метров основан на дискретном представлении ин­
тегрального оператора (7) через узловые значе­

ния функций раскрытия и определение парамет-
п) из условия минимума• • • *ров ср (р = 1 , 2 . 

функционала невязки

Ф (с  ) = max
У* S2,

ът, ч
«т (У) +

J <4f ( x ,  y ) n k(x)Xi(x)dSx -  g j y )

$

(9)

который при такой параметризации представляет 
собой функцию п переменных.

Отметим, что эффективность предлагаемого 
подхода в значительной степени зависит от воз­
можности построения фундаментального реше­
ния, удовлетворяющего граничным условиям (5). 
Для некоторых классов областей и граничных ус­
ловий такие решения строятся эффективно (слой, 
бесконечный цилиндр и т.д.). Рассмотрим простей­
шие примеры реконструкции трещин.

ПРИМЕРЫ

Проиллюстрируем предлагаемый подход на 
примере решения задач идентификации трещины 
в ортотропном слое с вертикальной туннельной 
трещиной для случая плоской и антиилоской де­
формации.

Рассмотрим ортотропный слой толщины Н с 
жестко защемленной нижней гранью и попереч­
ной трещиной с вершинами а , /?, не выходящей на 
его поверхность (0 < а < b < Н ). Система коорди­
нат совпадает с осями упругой симметрии матери­
ала. Будем считать, что трещина находится на оси 
Охъ, а ось Ох{ совмещена с нижней гранью слоя 
(рис. 2). Колебания в слое вызываются сосредо­
точенной силой Р, приложенной к его верхней 
грани в точке с координатой (-L, Н). Замыкают 
постановку задач условия излучения, при фор­
мулировке которых использован принцип пре­
дельного поглощения [13]. В обратной задаче 
требуется определить координаты вершин а  и b 
но полю смещений на границе и(хь Н) = gtvj), х { € 
е  [с, d\. Приведем вид уравнений типа (7) для рас­
сматриваемых частных типов нагрузки.

АНТИПЛОСКАЯ ЗА ДА Ч А  ДЛЯ СЛОЯ 
С ВЕРТИКАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ

Пусть колебания вызываются касательной си­
лой, направленной вдоль оси дг2. Из компонент 
вектора смещений в этом случае отлична от нуля 
компонента и2 = и(х{, х3). Уравнения движения и 
граничные условия имеют вид

сбб“ >и + С4 4Щ33 + рС0 2м + /  = О,
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и ( х „ 0 )  =  0 ,  <32Ъ\Хг=н =  - Р 5 ( х ,  + L ) ,

/  = -[с«бХ8(0]м* X = Ъг-
Представление волнового поля в слое найдем, 
применяя преобразование Фурье по координате х х 
к  ( 1 0 )4 1 1 ) и решая краевую задачу для трансфор­
манты и ( а и хъ). В результате получим представ­
ление волнового поля

и(.c„xs) -  х3)ехр (-га1.С|)Да1, (12)
О

где контур а  выбирается в соответствии с принци­
пом предельного поглощения, и совпадает всюду 
с вещественной осью, за исключением особен­
ностей подынтегральной функции, которые он 
обходит, отклоняясь в комплексную плоскость, 
при этом положительные особенности огибаются 
снизу, а отрицательные сверху. Используя усло­
вие отсутствия напряжений на берегах трещины, 
приходим к граничному интегральному уравне­
нию с гиперсингулярным ядром 

ь

|х (£ зЖ (£ з -* з )^ з  = F(x2), х 3<в[а,Ь], (13)
а

v ' mпричем К(^ 3, х3) = —------- — + л'з), где К0( ^  х3) -
(£з ~ х з)

регулярная часть, представимая в виде однократ­
ного интеграла по контуру а:

*  о($з»*з)

e ^ ' c h ( X ( H - x  i ) ) - e  "iH ^ sh(Xx^)
ch(XH)  _

V “  C 66/ C 4 4 ’> V a -  k-

kr = pco2/c'44;

r sh('kx'i)
exp(-/aL )da,

(15)

P0 = Pic+4-

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СЛОЯ 
С ВЕРТИКАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ

Пусть колебания вызываются нормальной си­
лой, направленной вдоль оси ,х3. В этом случае из 
компонент вектора смещений отличны от нуля

компоненты и, = «,(*,, *з) и иъ =  иъ(х и  *з)> а уравне­
ния движения и граничные условия имеют вид:

СцИ1,п + ^55«1*зз+ (с 13 + cS5)u3tl3 + рсо 2и { + / ,  = 0;
Об)

С55ИЗМ1 + с33м3*33 + (С13 + C55)W1’13 + Р°° иЪ + / з  = 0»

M,Oi>0) = и3(х  1 , 0 ) = 0;

°эз|*3»л =  - P H x i + L ) ;  a 13|,je H  = 0; 

/ 1  = ~ (cn5CiS(0),i -  (̂ 55Хз5 ( 0 ) ,з;

/ з  =  “  ( С5 5 % 3 ^ ( 0 ) ч  “  ( c 1 3 % l S ( Q ) , 3 -

(17)

Как и в случае антиплоской задачи, применяя 
преобразование Фурье к (16)—( 17), удовлетворив 
краевым условиям на трещине, и полагая, что бе­
рега трещины не взаимодействуют, получим сис­
тему ГИУ, которая в рассматриваемом случае 
распадается на два независимых уравнения отно­
сительно скачков

\k jj(£ э. * з)хД з)< £з = ^ (* з ) . (18)
а

* з е  [a,b],  j  = 1 ,3 , 
причем их ядра представимы в виде

kjj(% з.*з) = М> + 4(^ 3 .-*з),
(5 з“ *з)

-*з) — £,3, x3)J a „

где Му -  константы, зависящие только от упругих 

постоянных материала, &”(£,3, х3) -  регулярные

при = х3 ядра, а функции К°- (а„ £,3, х3), фигури-
рующие в интегральных представлениях ядер, ме- 
роморфные по а , в комплексной плоскости, име­
ют конечное число полюсов на вещественной 
оси. Их число и взаимное расположение зависят 
от частоты колебаний и определяют число рас­
пространяющихся волн в слое. Функции F /x 3) 
представимы в виде интегралов по контуру о, 
имеют вид, аналогичный приведенному в конце 
пункта За, характеризуют компоненты вектора 
напряжений на линии трещины в слое без трещи­
ны от действия исходной нагрузки и ввиду гро­
моздкости не приводятся.

Решение интегральных уравнений вида (13) 
производится на основании метода граничных 
элементов [11], и для случая антиплоской задачи 
реализовано в [14].

Обратная задача состоит в отыскании вершин
. Оттрещины а и Ь по известным смещениям ик , за­

данным в точках х"1 на части слоя 2̂1 (позицион-
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к
Рис. 3. Относительная погрешность восстановления 
Rк вершин трещены в зависимости от номера итера­
ции к = 2.2; 0! -  0.1; 02  = 0.3.

ное зондирование), и сводится к совместному ре­
шению системы граничных интегральных урав­
нений типа (7), и минимизации соответствующего

функционала невязки Ф(д. Ь) = у.
тпричем величины ик

представлению вида (6).
вычисляются согласно

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Методом коллокаций граничные интеграль­
ные уравнения (18) были сведены к системе нели­
нейных уравнений относительно неизвестных па-

к

Рис. 4. Относительная погрешность восстановления 
Rk вершин трещены в зависимости от номера итера­
ции к = 2.2; 0, = 0.4; 02  = 0.6.

раметров трещины 0! = а/Н. 02 = ЫН и узловых 

значений р\  = %СП? H ) / J ( b 2 -  Л ■ Кл • -  0ц) вида
N

Х р У (02-Л ?)(Л ?-01)Д /*  = Fj(yk), и  = 1, 3)
/ = I

В\к = Mj\
1 1 0

Л/ -  Ук Л/+1"У* 

у = х г!Н,  п = $э/Я,

+ hkJj{T\i, y k), (19)

где {ц ,}? : ,1 и {>’*}*= , равномерные сетки на сег- 
менте [0,, 02] с шагом h = (02 -  0 ,)//V, (rj, = 0,, T]N+ j =

= 02), а п ?  -  середина сегмента [r\h T)J + J , причем
число граничных элементов N  выбиралось таким 
образом, чтобы их приходилось не менее 5 -7  эле­
ментов на длину волны зондирующего сигнала. 
Построен итерационный процесс определения 
значений 0, и 02, состоящий из решения получен­
ной системы уравнений и минимизации функцио­
нала невязки Ф°(0,, 02) = Ф(0j/У, 02Я). Для выбора

о .0начального приближения ( 0 , ,  0 2) был применен
поиск на равномерной сетке в треугольнике 0 <
< 0 , < 0 2 < 1.

Примеры решения обратной задачи обнару­
жения вертикальной трещины в слое толщины 
Н = 0.1 (м) из аустенитной стали с трещиной, име­
ющей координаты вершин 0,, 02 на частотах к =

= Ясо^/р/сзз = 2.2; 3.7; 4.9; где имеются 2, 3 и 4
бегущие волны, соответственно, приведены на 
рис. 3-9. на которых по горизонтали отложен но­
мер итерации £, а по вертикали -  велршина Rk =

Рис. 5. Относительная погрешность восстановления 
Rk вершин трещены в зависимости от номера итера­
ции к  = 2.2; 0, = 0.75: 02  = 0.95.
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Rk

Рис. 6 . Относительная погрешность восстановления 
Rk вершин трещены в зависимости от номера итера- 
циик = 3.7; = 0.4; 02  -  0.6.

Rk

к

Рис. 7. Относительная погрешность восстановления 
Rk вершин трещены в зависимости от номера итера­
ции к = 4.9; 0! = 0.4; 02  = 0.6.

Рис. 8 . Зависимость получаемых приближенных зна-
к  кчений вершин трещины 0 , и 0 7  от номера итерации 

к. К = 2 .2 ; 0 j  =  0 .7 5 ;  0 2 =  О.95.

Рис. 9. Относительные погрешности восстановле-
1г кния вершин трещины R и ее длины Я, =

е*-е*-(9г-е,)
02 - 01

в зависимости от номера итера­

ц и и  к. К =  2 .2 ; 0 |  =  0 .7 5 ; 0 2 =  0 .9 5 .

= - — — т а х ( |0 2  -  0* |, |0 i -  0 * |) относительной по- 
02- 0 ,

грешности идентификации вершин трещины. 
При этом рис. 3 соответствует придонной трещи­
не, рис. 4 -  трещине, находящейся в середине 
слоя, а рис. 5 -  приповерхностной трещине. Ре­
зультаты расчетов свидетельствуют, что для при­
поверхностной трещины сходимость процесса не­
сколько ухудшается. На рис. 4, 6, 7 показано, как 
меняется характер сходимости с ростом количе­

ства бегущих волн в слое. Рис. 4 соответствуют 2 
распространяющиеся моды в слое, рис. 6—3 рас­
пространяющиеся моды, рис. 7 -4  моды; с увели­
чением частоты колебаний скорость сходимости 
процесса идентификации увеличивается. Следует 
отметить, что во всех расчетах длина трещины 
реконструируется гораздо раньше, чем иденти­
фицируются ее концы, что иллюстрируют рис. 8, 9. 
На рис. 8 приведены результаты восстановления 
концов приповерхностной трещины, а на рис. 9 -
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восстановления концов (сплошная) и размера 
(штрихпунктирная линия) трещины при к = 2.2.

Изучена зависимость погрешности восстанов­
ления вершин трещины от частоты и погрешнос­
ти входных данных. Использовалось различное 
число точек позиционного зондирования. Во 
входные данные обратной задачи (амплитуды пе­
ремещений в точках позиционного зондирования) 
аддитивно вносилась равномерно распределенная 
случайная погрешность 8 (в процентах от ампли­
тудного значения поля смещений). Вычислитель­
ные эксперименты показали, что при небольшом 
(1-3) числе точек позиционного зондирования 
точность реконструкции вершин трещины на 
частотах, где имеется до 3-х распространяющихся 
волн, следующая: при амплитуде погрешности 
входной информации 5 порядка 1-2% погреш­
ность реконструкции вершин составляет 3-8%, а 
при 5 порядка 5% погрешность реконструкции 
вершин 15-32%.

Отметим, что с увеличением числа бегущих 
волн (при фиксированной погрешности входных 
данных) разрешающая способность метода улуч­
шается.

В целом можно отметить, что предлагаемый 
метод позволяет реконструировать трещины, 
длина которых составляет не менее 1/4 длины 
волны зондирующего сигнала. Приемлемыми с 
точки зрения задачи реконструкции являются 
частоты, на которых имеются 2-3 распространя­
ющихся волны (при погрешности входных дан­
ных обратной задачи 1-5%).

Работа выполнена при поддержке РФФИ, код 
проекта 02-01-01124 и гранта Президента Россий­
ской Федерации по поддержке ведущей научной 
школы НШ -  2113. 2003.1.
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Determination of the Crack Configuration in an Anisotropic Elastic Medium
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e-mail: vatulyan@mail.tp.ru

** Don State Technical University, pi. Gagarina l . Rostov-on-Don. 344010 Russia

Abstract—The problem of the identification of a single internal crack in an anisotropic elastic body is inves­
tigated. Using the dislocation theory approach, a system of boundary' integral equations for the crack opening 
functions is constructed and studied by the boundary' element method. A (Track identification method is devel­
oped on the basis of the crack parametrization by a finite number of parameters with their subsequent detenni- 
nation through the minimization of a certain nonquadratic residual functional. The problem of identifying a 
transverse tunnel crack in an orthotropic layer is solved for the cases of plane and an antiplane deformations.
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