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В работе [1] был исследован простейший ре
зонатор для изгибных волн в стержне, реагирую
щий не только на смещение, но и на наклон (про
изводную смещения) оси этого стержня. Он 
представляет собой конструкцию из двух пру
жин с грузами, присоединенных общим жестким 
(неизгибающимся) стерженьком к упругому 
стержню, по которому бежит изгибная волна. 
Одна из этих пружин расположена перпендику
лярно стержню, другая пружина расположена 
параллельно стержню. Показано, что при опре
деленном трении этот одиночный резонатор мо
нопольно-дипольного типа полностью поглоща
ет падающую изгибную волну резонансной час
тоты в упругом стержне. Можно ожидать, что 
цепочкой одинаковых монопольно-дипольных 
резонаторов удастся полностью поглотить плос
кую изгибную волну в пластине. Ниже выполне
ны необходимые расчеты и определены параме
тры резонаторов, обеспечивающих полное по
глощение этой волны.

Пусть пластина лежит в плоскости ху и к ней 
вдоль координатной оси х  в точках х  = xs = sL, где 
s = 0, ±1, ±2, ..., присоединены одинаковые резо
наторы монопольно-дипольного типа, горизон
тальные пружины этих резонаторов расположим 
параллельно оси у. На рисунке изображен такой 
резонатор, где /  -  вертикальная пружина с коэф
фициентом упругости Kj( 1 — /е,), 2 -  горизонтальная 
пружина с коэффициентом упругости к2( 1 -  /е2), 3 -  
жесткий соединительный стерженек длины Я, 4 -  
пластина, по которой бежит изгибная волна. Пру
жина 1 с грузом т х является монопольным резо
натором, реагирующим на смещение пластины; 
пружина 2 с грузом т2 является дипольным резо
натором, реагирующим на производную смеще
ния по координате у; £( и £2 -  соответственно ко
эффициенты диссипации монопольного и диполь
ного резонаторов. Из полупространства у  < 0 на

резонаторы падает гармоническая изгибная вол
на со смещением

^ o U v )  = ехр[гЦ"л- + &°у)]. (D

,0  ,0где кх и ку -  соответственно проекции волнового
вектора падающей волны на оси .х и у, временной 
множитель ехр(-/ам) опускаем. Под действием 
этой волны резонаторы колеблются и создают на 
пластине точечные нормальные силы и точечные 
изгибающие моменты. Цепочка нормальных сил 
создает монопольное рассеянное поле wx(x, у), це
почка изгибающих моментов создает дипольное 
рассеянное поле vv2(.v, у). Полное поле w в пластине 
равно w0 + w | + w2. Структура рассеянного поля оп
ределяется периодом рассеивающей решетки (це
почки резонаторов), величина w(x, у)ехр(-ik°xx) яв
ляется периодической функцией х  с периодом L. 
Обозначим через F и М  -  соответственно ампли
туду силы и амплитуду момента резонатора, нахо
дящегося в начале координат (я; = у = 0). Амплиту
да силы и амплитуда момента резонатора, находя-
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щегося в точке с координатами (х = xs, у  = 0), будут 
Fexp(/A:°.*;s) и Mexp{ik0xx).

Уравнение пластины, соединенной с резонато
рами, можно записать в виде

(—ico)2pvv + DA2w =

= X  {F S(y)-  МЬ'(у)}Ь(х -  xs)exp(ik°xx).
( 2)

S = -<•»

где р и D -  соответственно поверхностная плот
ность и изгибная жесткость пластины, Д = V2 -  
оператор Лапласа, 5(у) и 8'(у) -  дельта-функция и 
ее производная. Поскольку падающая волна w 0(.t , у) 
является свободной волной, то в левой части 
уравнения (2) можно заменить w на (w, + vr2). 
Уравнение (2) преобразуем к двум независимым 
уравнениям для смещений wl и vv2:

оо
. 2Д w - k Awx = - е х р ( /^ ) 5 ( > ')  Y j 8(* -•**)’

A2w2- k 4w2 = ~ e x p ( ik ° xx )b \y )  X  Ы .х-х5),
5 =

где к = (со2р/£>)1/4 -  волновое число изгибной вол
ны. Их решения получим методом Фурье, они 
имеют вид

w 1 (х,у) = X
iF

4k'LD  к
-nexp[i(knxx + k'‘,\y\)] +

(3)

+ -7,ехр[гА;"х- а"|у| J I, 
а

W
/ \ ■ 'sr' Мг(х ,у ) = Signy 2^773— х

/2 Лк LD (4)

х { exp[i(knxx  + О у |)]  -  exp [ ik"xx -  a"|yl J},

где к* = к°х + п2п/Ь, к" = J k l  -  (к"хУ , а" =

= [ к ’ + (кпхУ , signy = +1 при у  > 0, signy = -1 при
у  < 0, суммирование производится по всем целым п. 
В фигурных скобках первое слагаемое есть одно
родная плоская волна при \кпх\< к  и неоднородная

плоская волна при \кпх | > к, второе слагаемое все
гда является неоднородной волной.

Для улучшения сходимости рядов, дающих 
рассеянные поля, точечные силу и момент, созда
ваемые каждым резонатором, распределим по

площади контакта пластины и этого резонатора. 
Тогда для смещений vv, и w2 получим выражения

w 1 u y )  = X - £ - y W ) ,
п Лк LD

w , ч iM  д\\1
: ( Х , У ) =  “ У — j------- »

^ 4 k 'L D  оу

(5)

п

где

'|/<")(^.У) = ^ я |  77. е^Р [ «*"( JC — дс* ) + iky \у -у '\]  +

( 6)

+ - e x P[iknx(x - х ' ) -  а \ у  -  у’| ] \dxdy', 
а

а  -  площадь контакта пластины и нулевого ре
зонатора.

Величины F u M  получим из уравнений движе
ния резонатора, находящегося в начале коорди
нат. Обозначим через ^(r) = q10exp(-/co/) и §2(0 = 
= £20ехр(-/0)/) -  смещения грузов тх и т2 в этом 
резонаторе от их положений равновесия, груз тх 
смещается по оси г, груз т2 смещается по оси у . 
Уравнения движения этих грузов имеют вид

m,£i( t) = -F exp(-/a> 0 , т 2̂ ( / )  = —/ехр(/оэг),(7)

где

F = K1( l - i e 1)[^ ,o -w (0 ,0 )]f

/  = к2( 1 -  |’е2) = -M IH .
(8)

В формуле (8) под смещением пластины и произ
водной смещения по координате у в точке присо
единения резонатора следует понимать усреднен
ные значения этих величин по площади контакта 
пластины и резонатора. Из уравнений (7) полу
чим амплитуды смещений грузов

£ю - Ш] О)
’ £.20 “

м
Нт2 со2 *

(9)

Подставляя (1), (5), (6) и (9) в соотношения (8), по
лучим искомые амплитуды силы и момента
F = /со/( К, + Г,о). М = Н2/( Y2 + Y20), где

У \ = -/cowjCO, 0)1 F = f  —X ~ f  I y)dxdy,
4 k - L D ^ v ^

Yio = i■fJ_____ ®__ I
Lco/n, K [ ( l - / e , ) J
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Рассеянные поля монопольного и дипольного ти
пов получим соответственно по формулам (3) и (4) 
при подстановке амплитуд F и М  в них. Полное по
ле равно w = и’0 + w, + vv2. Резонанс монопольного 
рассеяния происходит при частоте соь являющейся 
решением уравнения 1т(У, + У,0) = 0. Резонанс ди
польного рассеяния наступает при частоте с 
удовлетворяющей уравнению 1т(У2 + У2о) = 0.

Пусть пространственный период цепочки не 
превышает половину длины изгибной волны. 
Тогда рассеянные поля w-j и w2 состоят из одной 
однородной плоской волны и бесконечного числа 
неоднородных плоских волн. Для этих полей по
лучим соотношения

ReF, = ©/(4 k2LDk°y), ReF, = (aH2k°y/(4k2LD). 

Сухммарное поле однородных плоских волн равно

W (x,y)  = exp[i(k°xx + к°у)]-

+
Re F2

( V  A- V
г  %  ■  ж  t exp [i(k°xx + k°s]y\)]

Согласно этой формуле амплитуды отраженной 
и прошедшей однородных плоских волн соответ
ственно равны

_ Re ̂  Re У2 

(^1 + ^ю) (^2 + ^2о)

ReKj ReT2

O', -Ь Кю) O W » ) ’

Пусть Re У, = Re У10, Re У2 = Re У20, Irn( Y{ + У10) = 0, 
1т(У2 + У20) = 0. Это означает, что в монопольном 
и дипольном резонаторах диссипативные потери 
равны потерям вследствие излучения и собствен
ные частоты coj и со2 совпадают. Тогда на резо
нансной частоте (со = сог = со2) получим соотноше
ние А~ = А+ = 0, и полное поле w не содержит отра
женной однородной волны перед цепочкой и не 
содержит прошедшей однородной волны за це
почкой. Это означает, что падающая волна vv0 
полностью поглощается цепочкой монопольно
дипольных резонаторов с трением. Полное поле 
перед цепочкой состоит из падающей однородной 
волны и бесконечного числа неоднородных волн, 
полное поле за цепочкой состоит из одних неод
нородных волн. Исключением является скользя
щие плоские волны. При к °у , стремящемся к ну
лю, величина Re У, неограниченно растет, а вели
чина Rey2 уменьшается до нуля. Это означает, 
что скользящие плоские изгибные волны погло
тить невозможно.

Поглощение изгибных волн монопольными 
резонаторами с трением было исследовано в ра
ботах [2-4].
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