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Разработана модель статистических характеристик поля турбулентных давлений в пограничном 
слое. Показано, что масштабы когерентности ограничены на низких частотах конечностью толщи­
ны пограничного слоя, а на высоких-действием сил вязкости в потоке. Продемонстрирована взаи­
мосвязь между поведением масштабов когерентности и частотных спектров мощности. Модель об­
ладает удобным свойством конвертируемости, которое позволяет с помощью преобразований 
Фурье переходить от взаимных спектров к частотно-волновым и обратно. Выполненные с помо­
щью этой модели расчеты свидетельствуют о хорошем согласии теоретических и эксперименталь­
ных результатов.
PACS: 43.20.4-g, 43.50.4-g

Д л я  р е ш е н и я  м н о ги х  п р а к т и ч е с к и х  зад ач  о  в о з ­
б у ж д е н и и  т у р б у л е н т н ы м  п о т о к о м  в и б р ац и й  ф ю ­
з е л я ж е й  с а м о л е т о в , к о р п у с о в  су д о в  и других а н а ­
л о г и ч н ы х  к о н с т р у к ц и й  т р е б у е т с я  и н ф о р м ац и я  о  
с т а т и с т и ч е с к и х  х а р а к т е р и с т и к а х  т у р б у л е н т н ы х  
п у л ьсац и й  д а в л е н и я , д е й с т в у ю щ и х  с о  с т о р о н ы  п о­
г р а н и ч н о г о  с л о я  н а  н а р у ж н у ю  п о в е р х н о с т ь  этих  
к о н с т р у к ц и й . Т а к а я  и н ф о р м а ц и я  с о д е р ж и тся  л и ­
б о  во  в з а и м н ы х  с п е к т р а х  Р ( ^ \9 %у9 со), л и б о  в ч ас ­
т о т н о -в о л н о в ы х  с п е к т р а х  E (k h k$f со), связан н ы х  
м еж д у  с о б о й  п а р о й  в з а и м н ы х  п р е о б р а зо в ан и й  
Ф у р ь е :
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З д е с ь  и д а л е е  /  =  * £ - [ ,  ^  и -  р а сс то я н и я  м еж ду 
д вум я  п р о и з в о л ь н ы м и  т о ч к а м и  н а  о б т е к а е м о й  
п о в е р х н о с т и  в п р о д о л ь н о м  (в н и з  п о  п о то к у ) и п о ­
п е р е ч н о м  н а п р а в л е н и я х  с о о т в е т с т в е н н о , и ку -  
в о л н о в ы е  ч и с л а  д л я  э т и х  ж е  н а п р а в л е н и й  и со -  
к р у г о в а я  ч а с т о т а .

М енее и н ф о р м а т и в н а я , н о  т а к ж е  и сп о л ьзу ем ая  
при р а с ч е т а х  с т а т и с т и ч е с к а я  х а р а к т е р и с т и к а  -  
ч аст о тн ы й  с п е к т р  м о щ н о с т и  Р(со) т у р б у л е н т н ы х  
п ульсац и й  д а в л е н и я , м о ж е т  б ы т ь  п о л у ч е н а  к а к  
ч астн ы й  с л у ч а й  (1 ) п р и  q , =  = 0:

о о  о о

Р(со) =  Р {0 , 0 , со) =  |  j  Е(ки кг, ^dkxdky  (3)
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И с п о л ь зу е м ы е  в р а с ч е т а х  а н а л и т и ч е с к и е  в ы ­
р а ж е н и я  дл я  ф у н к ц и й  (1 ) - (3 )  к о н с т р у и р у ю т с я  
р а зл и ч н ы м и  и с с л е д о в а т е л я м и  в ф о р м е  м о д е л е й , 
к о т о р ы е  о б ы ч н о  о с н о в а н ы  н а  а н а л и з е  и  о б о б щ е ­
нии э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  д а н н ы х .

К н а с т о я щ е м у  в р е м е н и  р а з н ы м и  а в т о р а м и  
п р ед л о ж ен о  б о л ь ш о е  к о л и ч е с т в о  м о д е л е й  в за и м ­
ного  и (и ли ) ч а с т о т н о -в о л н о в о г о  с п е к т р а  [1 -5 ]. 
Р а зл и ч н ы е  м о д е л и  о б л а д а ю т  с п е ц и ф и ч е с к и м и  
дл я  них д о с т о и н с т в а м и  и н е д о с т а т к а м и . О д н а к о  
о б щ и й  дл я  всех  м о д е л е й  н е д о с т а т о к  с о с т о и т  в 
т о м , ч то  ни о д н а  и з них н е  у ч и т ы в а е т  вл и я н и я  в я з ­
кости  ж и д к о сти . Э т о  о з н а ч а е т , ч т о  ни о д н а  и з м о ­
д ел ей  в б е з р а з м е р н о м  п р е д с т а в л е н и и  н е  зав и си т  
о т  ч и сл а  Р е й н о л ь д с а , ч т о  п р о т и в о р е ч и т  ф и зи к е  
о б р а зо в ан и я  т у р б у л е н т н ы х  п у л ь с а ц и й  в п о г р а ­
н и чном  с л о е  в я з к о й  ж и д к о сти .

Все и зв е с т н ы е  м о д ел и  м о ж н о  у с л о в н о  р а зд е ­
л и т ь  на две  г р у п п ы . К  п е р в о й  гр у п п е  о т н о с я т с я  
к о н в е р т и р у е м ы е  м о д ел и , к о т о р ы е  п о з в о л я ю т  
а н а л и т и ч е с к и м  п у т е м  п о с р е д с т в о м  п р е о б р а з о в а ­
ния Ф у р ье  п е р е х о д и т ь  о т  ч а с т о т н о -в о л н о в о г о  
с п е к т р а  к  в за и м н о м у  с п е к т р у  и о б р а т н о . К о н в е р -
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Р и с . 1. Частотный спектр мощности при числах Рейнольдса: /  -  = 1.4 х  К)3; 2 -  2 х  И)3; 3 -  3.4 х  К)3; 4 - 7  х  103; 5 -
2.9 х  104: 6  -  1.73 х  104; 7 -  2.93 х  105.

тируемость моделей очень удобна для использо­
вания разных методов расчета структурных виб­
раций и шумов обтекания. Вторую группу моде­
лей образуют те, которые не обладают этим 
удобным свойством. Предлагаемая модель отно­
сится к первой группе и. кроме того, ее парамет­
ры определенным образом зависят от числа Рей­
нольдса.

Влияние вязкости на частотный спектр мощ­
ности Р(со) было обнаружено во многих опытах, 
результаты которых показаны на рис. 1. Теорети­
ческий метод вычисления частотных спектров, 
зависящих от числа Рейнольдса, был предложен 
только в работе [6].

На рис. 1 представлены частотные спектры 
турбулентных пульсаций давления в погранич­
ных слоях, измеренные в лабораторных условиях 
Шеве [7], Эммерлингом [8]. Фараби [91, Баллом и 
Томасом [10] и Маноха [11], а также в натурных 
условиях на поверхности фюзеляжей самолетов 
Ефимцовым [3]. Как и следовало ожидать, ре­
зультаты для самых больших чисел Рейнольдса 
(кривые 6 и 7 на рис. 1) получены в натурных ус­
ловиях [3].

На рис. 1 в качестве нормирующих масштабов 
использованы “внутренние" масштабы погранич­
ного слоя, которые характеризуют силы вязкости 
в потоке, а именно: динамическая скорость 
м* = (т„Ур)1" в качестве масштаба скорости и ве­
личина v/w* в качестве масштаба длины. Здесь и 
на рис. 1 обозначено: р -  плотность жидкости, v -  
ее кинематическая вязкость, ти.-касательные на­
пряжения трения на обтекаемой поверхности. 
Rq = l/0/v -  число Рейнольдса по толщине потери 
импульса 0 и скорости натекающего потока U.

На этом же рисунке сплошными линиями по­
казаны результаты вычислений по формулам ра­
боты [6] для чисел Рейнольдса, соответствующих 
условиям лабораторных и натурных измерений. 
Несмотря на некоторый разброс данных, можно 
видеть, что вычисленные и экспериментальные 
результаты находятся в хорошем согласии.

В спектрах, показанных на рис. I, можно выде­
лить четыре основных диапазона частот. На са­
мых низких частотах наблюдается уменьшение 
уровней спектров при уменьшении частоты, по­
степенно переходящее в квадратичную зависи­
мость Р{со) ~ со2, теоретически предсказанную в 
работе [12]. Средний диапазон частот располо­
жен в области максимальных уровней спектров. 
Диапазон частот, следующий за средним, был на­
зван Брэдшоу [13] “универсальным". В этом диа­
пазоне спектры убывают приблизительно по за­
кону гиперболы Р(со) ~ со-1. Вычисления [6] пока­
зали, что спектр давлений в универсальном 
диапазоне обусловлен турбулентным движением 
в логарифмической зоне пограничного слоя и что 
ширина этого диапазона существенно зависит от 
числа Рейнольдса. При уменьшении числа Рей­
нольдса универсальный диапазон сокращается и 
при /?е ^  3.5 х 10' он исчезает совсем. И, наконец,

в диапазоне высоких частот cov/n* 0.2 вычис­
ленные и измеренные спектральные уровни при 
их нормировке “внутренними" масштабами обра­
зуют единую для всех чисел Рейнольдса кривую. 
Этот экспериментальный факт ниже будет исполь­
зован при построении модели взаимного спектра.
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Одна из первых моделей взаимного спектра 
была предложена Коркосом [ 1]. В терминах мас­
штабов когерентности

© О  О С

P (q ,,0 ? со) dti. А, = { Р(0, Ш)
Р(со)

“ И 3 J
0 Р{ 0»

она может быть представлена в форме: 

Р(5,Л„Ю) = /э(со)ехр(—1̂ ,|/А,) х
(4)х ехр(-|£з|/Л ,)ехр(^,(о/£/, ).

Здесь продольный и поперечный Л3 масштабы 
когерентности поля давлений выражаются зави­
симостями

Л,= £/Дсс/о), 7 = 1,3, (5)

где а ; -  безразмерные декременты затухания вза­
имного спектра в продольном / = 1 и поперечном 
/ = 3 направлениях. Через Uv обозначена конвек­
тивная скорость, с которой переносится поле тур­
булентных давлений и которая составляет при­
мерно (60-80)% от скорости натекающего на пла­
стину потока (см. формулу (13) и рис. 2).

Модель Коркоса, как известно, базируется на 
гипотезе однопараметрического подобия. В со­
ответствии с этой гипотезой взаимный спектр 
зависит не от двух параметров, частоты со и ин­
тервала |qy-| по отдельности, а только от одной их 
безразмерной комбинации а;<о|^|/Un  так как 
|q,|/A/ = a /0)|^,\/Uc. Из гипотезы подобия следует, 
что при (О — ► 0 масштабы когерентности (5) 
стремятся к бесконечности. Однако из экспери­
ментов Балла [14], Ефимцова [3], Смольякова и 
Ткаченко [4], Фараби и Казарелла [15] следует, 
что масштабы когерентности на низких частотах 
стремятся к ограниченным величинам. Физичес­
кое объяснение этого экспериментального факта 
состоит в том, что конечная толщина погранич­
ного слоя препятствует неограниченному росту 
масштабов когерентности. Это обстоятельство 
было учтено в более поздних моделях взаимного 
спектра [2, 3. 4. 16], которые отклоняются от ги­
потезы однопараметрического подобия (5) Кор­
коса на низких частотах и прогнозируют конеч­
ные величины масштабов когерентности при 
со — - 0.

Однако следует обратить внимание на то, что 
поведение масштабов когерентности (5) выгля­
дит с физической точки зрения противоестест­
венно не только на низких, но также и на высоких 
частотах. В самом деле, масштабы стремятся к 
нулю при увеличении частоты. А,- — 0 при 
со — -  со. Вместе с тем, хорошо известно, что в 
турбулентных потоках размеры наименьших вих­
рей ограничены силами вязкости. Например, в 
изотропной турбулентности [17] самые малень­
кие вихри имеют размеры, соизмеримые с мас-

UJU

Р и с . 2. Записимость конвективной скорости от часто­
ты: —  формула (13), //////// измерения |24|.

штабом Колмогорова [18] /̂  = (v7e) i/4, где г -  ско­
рость диссипации кинетической энергии потока.

Брэдшоу [19] предлагает приближенную оцен­
ку скорости диссипации энергии турбулентного 
потока со сдвигом средней скорости с помощью

—2̂ 3/2
зависимости г ~ (и ) /А. где А -  толщина слоя
сдвига и и -  флуктуация скорости. Для потока в 
пограничном слое силы вязкости доминируют в 
непосредственной близости к стенке. Здесь вели-

— 2  «/2
чина (и ') имеет порядок динамической скорости 
и* = (ти/р)1/2, а толщина слоя сдвига А пропорцио­
нальна “внутреннему” масштабу длины v/н*. Сле­
довательно, масштаб Колмогорова может быть 
оценен приблизительно как а = {v'V[//* /(v/м*)] J1/4« 
« v/м*. Это, конечно, очень грубая оценка, по­
скольку турбулентность пограничного слоя очень 
далека от изотропного состояния [20]. Здесь важ­
но только то, что размеры наименьших вихрей, 
создающих псевдозвуковые давления на стенке, 
пропорциональны “внутреннему” масштабу дли­
ны v/и* в пограничном слое. Поэтому можно с
уверенностью утверждать, что масштабы коге­
рентности поля давления не могут превышать не­
которой величины (A)min = S(v///*) даже на самых
высоких частотах, где S -  неизвестная пока посто­
янная.

Таким образом, масштабы когерентности по­
ля давления оказываются ограниченными как на 
низких частотах (вследствие конечности толщи­
ны пограничного слоя), так и на высоких часто­
тах (в результате действия сил вязкости). В пред­
лагаемой здесь модели взаимного спектра учиты-
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ваются оба этих фактора. Она выражена в 
терминах масштабов когерентности, которые 
могут быть непосредственно использованы в 
расчетах вибраций и шумов обтекания в качест­
ве готовых параметров площадок корреляции, 
за пределами которых возмущающие силы при­
нято считать независимыми [21, 22]. Модель 
описывается следующей совокупностью анали­
тических выражений:

Р($1, Ъ  СО) = Р(й>)(йуехр(/£,й>/С/,.)-
- ( / ? -  1) Дуехр (7т со/(/,.)],

? ,1/2

Y = e x p f -K ^ /A ,) -+  (£3/A s) ] '} .
1/2Ду =  е х р { - [ ( £ , / / )  +(i;,//)~l ' }  

Л, = и , . / { В ( й ) ,  Л3 = и Д / щ В с й ) ,

I = (U J(0)[n/(m tG)\ 1/2

(6 )

(7)

( 8 )

/??, = (1 + В~)/(5п- 4  + В'), 

G = 1 + В~ -  пт ,
(9)

h = \ \ -  т]В/(т0п~С]12)] \  

т0 = 6.45, /? = 1.005,
( 10)

В = AH\+SA((QV/U1)(U*/U)(U/UC)1  

А = 0.124(1 -0 .2 5  {/,./(о>8*) +

+ [0.25 ( / ,/(со8*)]2 }'/2,

( 11)

( 12)

U,/U = 1.6((о5*/(У)/| 1 -ь 16(со5*/С/)21 + 0.6. (13)

В этих формулах и далее 5* -  толщина вытес­
нения пограничного слоя.

Модель взаимного спектра (6)—(13) является 
обобщением и развитием ранее предложенной 
модели [4] и отличается от нее следующими че­
тырьмя признаками.

Во-первых, в формуле (6) используется частот­
ный спектр Р(со), явным образом зависящий от вяз­
кости (от числа Рейнольдса), как это показано на 
эис. 1 и описано формулами работы [6]. В модели
4] использовался частотный спектр, безразлич­

ный к изменению числа Рейнольдса.
Во-вторых, в данной модели отношение кон­

вективной скорости к скорости натекающего по­
тока U J U  не считается постоянной величиной, как 
это было принято в модели [4], а принимается в 
расчет зависимость (13) этого отношения от без­
размерной частоты со8*/(/. При этом функция (13) 
является аппроксимацией результатов измерений, 
выполненных Абрахамом и Кейтом [24], (рис. 2).

В-третьих, данная модель выражена в терми­
нах масштабов когерентности Л, и Л3, что делает 
ее более удобной для практических расчетов виб­

раций и шумов обтекания. Кроме того, введение в 
рассмотрение масштабов когерентности позволя­
ет, как будет показано ниже, установить интерес­
ную и полезную аналогию в поведении этих мас­
штабов и частотных спектров.

И. наконец, данная модель в отличие от моде­
ли [4] учитывает с помощью параметра 5 в фор­
муле (11) зависимость взаимных спектров от вяз­
кости. Формула (II) для функции В сконструиро­
вана таким образом, чтобы обеспечить на 
высоких частотах конечные величины масшта­
бов когерентности Л, и Л3, пропорциональные 
■'внутреннему*' масштабу длины v/ц*. При 5 = 0 (то 
есть без учета влияния вязкости) формулы (7)—(11) 
данной модели вырождаются в соответствующие 
формулы модели [4], если модель [4] тоже перепи­
сать в терминах масштабов когерентности.

Исходная формула (6), как и в модели [4], 
представляет собой разность двух членов, первый 
из которых является главным и который постро­
ен на основании результатов измерений взаим­
ных спектров [4]. а второй член является малой 
поправкой к первому члену. Поправочный член 
был введен для того, чтобы обеспечить согласие 
с результатами измерений [231 частотно-волново­
го спектра при малых волновых числах. Эти ре­
зультаты показаны ниже на рис. 4 вместе с ре­
зультатами расчетов с помощью модели (6)—(13), 
трансформированной по Фурье (2). В формуле (6) 
функции /? и (h -  1) являются весовыми множите­
лями для главного и поправочного членов соот­
ветственно. Поправочный член вносит очень ма­
лый вклад в общий баланс энергии турбулентных 
пульсаций давления, поскольку весовой множи­
тель h в формуле (10) при п = 1.005 мало отлича­
ется от единицы. На самых низких частотах отно­
шение (h -  1)//? составляет около 0.15. а на самых 
высоких оно стремится к нулю.

Роль декрементов затухания а ; и а 3 в модели 
Коркоса (5) здесь выполняют частотно-зависи­
мые функции В и которые входят в форму­
лы (8)—(11). При S = 0 функция В становится рав­
ной функции А (12), построенной по результатам 
измерений и выполнявшей в модели [4] роль дек­
ремента затухания а } в модели Коркоса. Величи­
на //?„ = 6.45 характеризует отношение поперечно­
го и продольного декрементов затухания в моде­
ли Коркоса, в модели [4| и в данной модели: 
a ?Ja [ =0.8/0.124 = 6.45. Зависимость (8) для мас­
штаба /. а также зависимости (9) и (10) получены 
из интегрального условия (3). Гипотеза перемно­
жения Коркоса (4). в соответствии с которой ли­
нии равных уровней |Р(£,, 0))| = const образуют
нереалистичные ромбические фигуры, здесь так 
же, как и в модели [4], заменена концепцией (7) 
"эллиптических окон".

Ограничения величины масштабов когерент­
ности на низких частотах, обусловленные конеч-

А К У С Г И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  т о м  5 2  №  3 2006



Н О В А Я  М О Д Е Л Ь  В З А И М Н О Г О  И  Ч А С Т О Т Н О - В О Л Н О В О Г О  С П Е К Т Р О В 397

Рис. 3. Частотные спектры и масштабы когерентности при различных числах Рейнольдса. 
Продольные масштабы: / -/?в = 3 х К)5; 2 -  105; 3 -3  х 104; 4 -  К)4: 5 -  3.5 х I(Г;
2а -  поперечный масштаб при = -  10*\

—О XX 9••• -  cov/н; = 49.35 /?е ' ; 000 cov/nj = 0.2, (— ) -  модель Коркоса.

ностью толщины пограничного слоя, описывают­
ся формулами (8)-(12), из которых следует, что

lim  А , —  3 2 .2 6 5 * , lim  А 3 —  5 5 * . (14)
со -> 0 со->0

Влияние вязкости на взаимные спектры учи­
тывается, как уже было отмечено, двояким обра­
зом. Во-первых, это делается с помощью частот­
ного спектра Р((0), который входит сомножите­
лем в основную формулу (6) и который в 
соответствии с работой [6] зависит от числа Рей­
нольдса (рис. 1). Во-вторых, влияние вязкости 
учитывается с помощью масштабов когерентнос­
ти, которые на основании тех же формул (8)—(12) 
на высоких частотах стремятся к значениям

lim  А , — -  S ( v / / /* ) ,  lim  А 3 — -  S (v /n * ) /m 0.(1 5 )
<0 —> со СО —>

Частотный спектр Р{со) представляет собой 
частный случай взаимного спектра P(q,, со) при 

= о, = 0 . Вероятно, по этой причине между 
формами частотного и взаимного спектров су­
ществует тесная взаимосвязь. Впервые на эту 
взаимосвязь обратили внимание Фараби и Каза- 
релла [15]. Анализируя результаты своих измере­
ний, они обнаружили, что отклонение взаимных 
спектров от гипотезы подобия Коркоса (5) проис­
ходит на той частоте, на которой частотный

спектр достигает своего максимума, стремясь 
затем перейти в квадратичную зависимость 
Р(со) ~ со2.

Другими словами, конечная толщина погра­
ничного слоя одновременно влияет и на форму 
частотного спектра, и на форму взаимного спект-

^sum^’h в* с°) 
*  2 0 * 3 , , ,

Рис. 4. Частотно-полковой спектр на частоте а>б*/С/ = 
= 2.1 в области чисел Рейнольдса = 3.5 х 10 -3 х 105 
с учетом и без учета сил вязкости: / -  S= 100. 2 -S  = 0: 
(•••) -  измерения [23|: (— ) -  модель Коркоса.
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ра. Наиболее наглядно эта взаимосвязь сейчас бу­
дет продемонстрирована с помощью совместного 
рассмотрения поведения частотных спектров и 
масштабов когерентности при разных числах 
Рейнольдса.

На рис. 3 показаны для очень большого диапа­
зона чисел Рейнольдса частотные спектры, вы­
численные по формулам работы [6], и масштабы 
когерентности модели (6)—(13). Здесь спектры, 
масштабы и частоты пронормированы “внутрен­
ними** масштабами пограничного слоя, зависящи­
ми от вязкости жидкости.

Сначала сосредоточим внимание на низких 
частотах, оставив пока без обсуждения высоко­
частотный диапазон. На рис. 3 отчетливо видно, 
что как только частотные спектры начинают в 
районе своих максимумов уменьшаться в сторону 
низких частот, то одновременно с этим масштабы 
когерентности начинают отклоняться от подобия 
Коркоса (от пунктирной линии). Происходит это 
в соответствии с работой [6] на частотах

cov/н 2* = 4 9 .3 5  Ле0'88. (16)

которые в спектрах разделяют низкочастотные ди­
апазоны, где Р(со) -  оу , и диапазоны, в которых спе­
ктры достигают своих максимальных значений.

При изменении показанных на рис. 3 чисел 
Рейнольдса /?е в 85 раз граничные частоты (16) из­
меняются в 50 раз. Однако, как показывает рас­
чет, граничные частоты со5/и*, соответствующие 
частотам (16). изменяются в этих же условиях ма­
ло (здесь 6 -  толщина пограничного слоя). Так, 
при наибольшем из показанных на рисунке числе 
Рейнольдса /?9 = 3 х 105 граничная частота со5/м* 
равна примерно 84. а при наименьшем /?н = 3.5 х 
х 103 она равна 53. Фараби и Казарелла в своих 
опытах [15] при Rе = 3.3 х 103 обнаружили, что от­
клонение от подобия Коркоса наблюдается при 
со5/м* ~ 50, что вполне согласуется с приведенны­
ми оценками.

На частотах, примерно в 5 раз более высоких, 
чем (16). начинается универсальный диапазон 
Брэдшоу [13], в котором частотные спектры убы­
вают с частотой приблизительно по гиперболи­
ческому закону Р(0)) ~ от1. На рис. 3 видно, что и 
масштабы когерентности в универсальном диапа­
зоне также имеют гиперболическую зависимость 
от частоты Aj ~ со-1, и это еще раз указывает на 
тесную взаимосвязь между поведением частот­
ных и взаимных спектров.

В высокочастотной области при соv///* 5= 0.2,
где доминируют силы вязкости, безразмерные

1 ■>
спектры Р(оо)г/7!: /(т~ v) перестают зависеть от чис­
ла Рейнольдса, которое, как известно, характери­
зует отношение сил инерции к силам вязкости в 
потоке. Вполне логично предположить, что в

этой области и масштабы когерентности также 
зависят только от вязкости жидкости.

На рис. 3 сплошной линией показаны мас­
штабы когерентности А, при S = 100, отклоняю­
щейся от пунктирной линии для зависимости (5) на
той же частоте cov/n* = 0.2, на которой частотный 
спектр перестает зависеть от сил инерции и стано­
вится зависимым только от вязкости жидкости. 
В соответствии с (15) это означает, что (A|)min = 
= 100(v/i/*).

В связи с полученной оценкой (A|)min = 
= 100(у/н*), может быть, интересно вспомнить о 
работе Клайна, Рейнольдса, Шрауба и Ранстедле- 
ра [25], в которой с помощью визуализации пото­
ка в вязком подслое и буферной зоне погранично­
го слоя были обнаружены более или менее упоря­
доченные вихревые структуры в форме полосок, 
вытянутых вдоль потока. Эти вихри (в русско­
язычной литературе их часто называют вихрями 
Клайна-Рейнольдса) какое-то время после своего 
образования ведут себя в потоке относительно 
спокойно, постепенно “всплывают", удаляясь от 
стенки, а затем взрывоподобно разрушаются, по­
сле чего процесс повторяется заново. Между про­
чим, физическое объяснение процесса образова­
ния полосок впервые было предложено Лайтхил- 
лом [26], хотя сделал он это вне всякой связи с 
турбулентным шумом или псевдозвуковыми дав­
лениями.

О вихрях Клайна-Рейнольдса мы здесь вспом­
нили только потому, что. как было обнаружено в 
опытах [25], масштаб этих вихрей колеблется в 
пределах от 70(v/m*) до 150(v/w*) при наиболее ве­
роятном значении А = 1 00(v/m;{s), что совпадает с 
нашей оценкой для поля давлений (A,)min = 
= 100(v/w*). Следует также упомянуть теоретиче­
скую работу [27], в которой с помощью численно­
го интегрирования уравнений Навье-Стокса по­
лучено, что в пограничном слое при очень малых 
числах Рейнольдса масштабы поля турбулентных 
давлений совпадают с размерами вихрей Клайна- 
Рейнольдса. Таким образом, на основании работ 
[25], [27] можно считать, что диапазон возможных 
изменений параметра S  лежит в пределах от 70 до 
150 при наиболее вероятном значении S  = 100.

На рис. 3 кроме продольных масштабов коге­
рентности А, также показан поперечный мас­
штаб А* для одного из чисел Рейнольдса /?0 = 10' 
(кривая 2а). В соответствии с формулами (8) и
(10), в которых т0 = 6.45. масштаб на всех час­
тотах лежит примерно на 8 дБ ниже масштаба А,. 
Можно видеть, что масштаб Л, отклоняется от 
масштаба Коркоса (5) на тех же частотах (16) и
cov/ h* = 0.2. что и продольный масштаб А,.

Аналитическое выражение для частотно-вол­
нового спектра турбулентных пульсаций давле-
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ния может быть легко получено путем преобра­
зования Фурье (2) конвертируемой модели взаим­
ного спектра (6):

£(*„*3,(0) =

_ Р(0))[ ____________/2А|А3_______________

2к  1 | 1 + ( Л 1а>/«/г - Л 1* ,)2 + (АзЛ3)2Г 2 (И)

_____________________________ ( / > - ! ) / - _____________________________

[1 +(lmi(0/Ul. - l k l)2 + (lk3)2]'n .

Ha рис. 4 показаны результаты вычислений 
частотно-волнового спектра по формуле (17) для 
достаточно низкой частоты соЬ '/U  = 2Л, для кото­
рой имеются результаты измерений Мартина и 
Лихи [23]. Спектр на рис. 4 нормирован комплек­
сом т^.6'к' /U и представлен как функция безраз­
мерного волнового числа А, 5* при *3 = 0. Это -  од­
носторонний спектр, в котором вся энергия скон­
центрирована в области только положительных 
волновых чисел, так что энергия при А, < 0 сумми­
руется с энергией при А, > 0:

£ SUII1(A|, 0, со) = £(А„ 0, о>) + £(-А „ 0, со). (18)

Вычисления выполнены для очень широкого 
интервала чисел Рейнольдса Re = 3.5 х 10̂ —3 х 
х 10\ Видно, что результаты вычислений по 
формуле (17) очень хорошо согласуются с ре­
зультатами измерений и что модель Коркоса за­
вышает уровни спектра в области малых волно­
вых чисел примерно на 30 дБ.

Видно также, что на частоте coS*/t/ = 2.1 разли­
чия в уровнях спектров при S = 0 и 5 = 100 для всех 
чисел Рейнольдса не превышает 2-3 дБ. Это еще 
раз указывает на то. что влияние вязкости прак­
тически не проявляется на низких частотах.

Значительно более сильного влияния вязкости 
следует ожидать на высоких частотах и при боль­
ших волновых числах. На рис. 5 представлены ре­
зультаты вычислений спектров при S  = 0 и S = 100 
для достаточно высокой частоты соб*Д/ = 80 и для 
нескольких чисел Рейнольдса. Односторонний
спектр (18), нормированный комплексом ч
представлен как функция безразмерного волно­
вого числа A|V/n*.

Можно видеть, что влияние вязкости на высо­
ких частотах проявляется наиболее сильно тогда, 
когда числа Рейнольдса малы и волновые числа 
велики. Можно также видеть, вязкость жидкости 
существенно увеличивает уровни частотно-вол­
новых спектров в окрестности их конвективных 
максимумов при А, = соЩс и уменьшает уровни на 
ниспадающих ветвях спектров в соответствии с 
интегральным условием (3).

Е шт( к „  0, со)
2 3, 4

ToV /И*

Рис. 5. Частотно-волновые спектры на частоте 
со8*/С/ = 80 при различных числах Рейнольдса: / =
= 10\ 2 -  3 х 104, 3 -  104. (--- ) -  без учета вязкости.
S = 0: (—) -  с учетом вязкости, S = 100.

Таким образом, влияние вязкости жидкости 
должно учитываться при решении тех задач, для 
которых характерны малые числа Рейнольдса /?9, 
высокие частоты саб*/U и большие волновые 
числа А.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Со гс о s G.M. Resolution of pressure in turbulence // J. of 

the Acoust. Soc. Amer. 1963. V. 35. № 2. P. 192-199.
2. Смольяков А.В О взаимном спектре псевдозвуко- 

вых турбулентных давлений в низкочастотной об­
ласти // Акуст. жури. 1970. Т. 16. № 2. С. 291-294.

3. Ефимцов В.М. Характеристики поля пристеноч­
ных турбулентных пульсаций давления при боль­
ших числах Рейнольдса // A kvct. журн. 1982. Т. 28. 
№ 4. С. 289-292.

4. Смольяков А.В.. Ткаченко В.М. Модели поля псев- 
дозвуковых турбулентных давлений и опытные 
данные // Акуст. журн. 1991. Т. 37. № 6. С. 1199- 
1207.

5. Ffowcs Williams J.E. Boundary-layer pressure and the 
Corcos model: a development to incorporate to low- 
wavenumber constraints/ / J. Fluid Mech. 1982. V. 125. 
P. 9-25.

6. Смольяков А.В. Вычисление спектров псевдозву- 
ковых флуктуаций пристеночных давлений в тур­
булентных пограничных слоях // Акуст. журн. 
2000. Т. 46. № 3. С. 401-407.

7. Schewe G.S. On the structure and resolution of the wall- 
pressure fluctuations associated with turbulent boundary

АКУСТИЧЕС КИЙ ЖУРНАЛ том 5 2  № 3 2006



400 с м о л ь я к о в

layer How //Journal of Fluid Mechanics. 1983. V. 134. 
P.31 1-328.

8. Emmerling R. The instantaneous structure of wall pres­
sure under a turbulent boundary layer How // Mitteilun- 
iien aus dem Max-Plank-lnst. fur Stromungsforschung. 
1973. №9. P. 1-25.

9. Farabee T.M. An experimental investigation of wall 
pressure fluctuations beneath non-equilibrium turbulent 
flow // David Tajlor Research Center. 1986. Tech. Rep. 
№ 86/047. P. 1-15.

10. Bull M.K., Thomas AS. High frequency wall-pressure 
fluctuations in turbulent boundary layers // Physics of 
Fluids. 1976. V. 19. №4. P. 597-599.

11. Manoha E. The wavenumbers-frequency spectrum of 
the wall pressure fluctuations beneath a turbulent boun­
dary layer // Proceedings AIAA of Aeroacoustic. Conf. 
1996. P. 96-98.

12. Blake W.K. Mechanics of flow-induced sound and vibra­
tion. V. I, II. Academic Pres. New York, 1986. 974 c.

13. Bradshaw P. Inactive motion and pressure fluctuations 
in turbulent boundary layer // Journal of Fluid Mecha­
nics. 1967. V. 30. P. 241-258.

14. Bull M.K. Wall-pressure fluctuations associated with 
subsonic turbulent boundary layer flow //Journal of Flu­
id Mechanics. 1967. V. 28.>. 719-754.

15. Farabee T.M.. Casarella M.J. Spectral features fluctua­
tions beneath turbulent boundary layers // Physics of 
Fluids. 1991. V. 3. № 10. P. 2410-2419.

16. Смольяков А .В., Ткаченко В M. И змерение турбу­
лентных пульсаций. Л.: Энергия, 1980. 263 с.
SmoTyakov А. V. and Tkachenko V. М. TheMeasure- 
ment of Turbulent Fluctuations, Springer Verlag. Berlin. 
Heidelberg, New York.l983

17. Бэтчелор Дж.К. Теория однородной турбулент­
ности. М.: Изд. иностр. литер., 1955. 197 с.

18. Колмогоров А.Н. Локальная структура турбулент­
ности в несжимаемой жидкости при очень боль­
ших числах Рейнольдса / / Докл. АН СССР. 1941. 
Т. 30. № 4. С. 299-303.

19. Брэдшоу П. Введение в турбулентность и ее изме­
рения. М.: Мир. 1974, 251 с.

20. Favre A.J. Review on space-time correlations in turbu­
lent fluids//Journal of Applied Mechanics. 1965. V. 32. 
P. 241-257.

21. Dyer /. Response of plates to decaying and convecting 
random pressure field // J. Acoust. Sos. Am. 1959. V. 31. 
P. 922-928.

22. Ефимцов Б.М. Влияние пространственных мас­
штабов корреляции случайных пульсаций давле­
ния на акустическое излучение пластины // Акуст. 
журн. 1980. Т. 26. №» 4. С. 560-568.

23. Marlin N.C.. Leehey Р. Low wavenumber wall pressure 
measurements using a rectangular membrane as a spatial 
filter // Journal of Sound and Vibrations. 1970. V. 52. 
№ l.P. 95-120.

24. Abracham B.M., Keith W.L. Direct measurements of tur­
bulent boundary layer wall pressure wavenumber-fre­
quency spectra // Journal of Fluid Engineering, 1998, 
V. 120. P.29-39.

25. Klaine S.J., Reynolds W.C., Schraub F.A.. Runsta- 
dlerPAV. The structure of turbulent boundary layers // 
J. Fluid Mech. 1967. V. 30. P. 741-773.

26. Lighthill M.J. Laminar boundary layers // Ed. L. Rosen- 
head. Oxford. 1963. P. 99-106.

27. Jeon S.. Choi H.. Yoo J.Y. Space-time characteristics of 
the wall shear-stress fluctuating in a low-Reynolds-num- 
ber channel flow//Physics of Fluids. 1999. V. 11. № 10. 
P. 3084-3094.

A New Model for the Cross Spectrum and Wavenumber-Frequency Spectrum
of Turbulent Pressure Fluctuations in a Boundary Layer
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Abstract—A model is developed for the statistical characteristics of the turbulent pressure field in a boundary 
layer. It is shown that the coherence scales are limited at low frequencies by the fmiteness of the boundary layer 
thickness and at high frequencies, by the effect of viscous forces acting in the flow. A relationship between the 
behavior of the coherence scales and that of the power spectra is demonstrated. The model is characterized by 
convertibility, which allows changes from cross spectra to wavenumber-frequency spectra and back via Fou­
rier transformations. Calculations performed by using the proposed model agree well with experimental results.
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