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На основе использования собственных непериодических решений уравнений движения цилиндричес­
кой оболочки решены задачи дифракции плоской волны на оболочках с различными условиями про­
дольных закреплений по одной из образующих. В качестве одного из условий берется условие жест­
кого закрепления, в качестве другого -  условие продольного разреза со свободными границами. Ди­
фракционное поле представлено в виде сходящегося ряда по цилиндрическим гармоникам. 
Проведены расчеты амплитуды рассеяния дифракционного поля для различных закреплений, частот, 
углов падения и параметров оболочек. Даются физические объяснения полученным результатам.
PACS: 43.30.Gv, 43.30.Jx

Упругие оболочки различной формы до сих 
пор представляют собой значимые объекты ис­
следования с точки зрения излучения и дифрак­
ции звуковых волн. Об этом свидетельствует 
большое число работ, опубликованных к настоя­
щему времени (см., например, [1-9]). Наряду с 
традиционными задачами, в которых рассматри­
вались, в основном, однородные оболочки, или 
оболочки с периодическим поперечным закреп­
лением. существуют работы, учитывающие их 
продольное закрепление, представляющее боль­
шой практический интерес. Так, в работе [9] бы­
ла рассмотрена модельная задача дифракции схо­
дящейся цилиндрической волны на цилиндричес­
кой оболочке с идеально жестким продольным 
(по одной образующей) закреплением ее поверх­
ности. Отличительной особенностью таких задач 
является использование для оболочки непериоди­
ческих решений [8].

В настоящей статье на основании работы [9] 
решены задачи дифракции плоской звуковой вол­
ны для двух типов цилиндрических оболочек: 1 -  с 
продольным идеально жестким закреплением (как 
в работе [9]) и 2 -  с продольным разрезом.

Формулировка рассматриваемой в статье зада­
чи дифракции заключается в следующем. На упру­
гую цилиндрическую оболочку перпендикулярно 
ее оси падает плоская звуковая волна вида

Ра = ехр (/A-0/ cos (0 -  0О) J =
оо

= У„(^,г) + 2 ^ /"J„(/;()/-)cos/7(0 -  е„).
/I = I

Здесь к0 = — -  волновое число плоской волны в

среде, окружающей оболочку, 0) -  круговая час­
тота, с -  скорость звука, 0() -  угол между осью х 
декартовой системы координат с осью г, совпада­
ющей с осью вращения оболочки, и направлени­
ем падения плоской волны, Jn(x) -  функция Бессе­
ля. Внутри оболочки находится вакуум.

Поскольку в поставленной задаче зависимость 
от координаты г отсутствует, колебания оболоч­
ки можно описать следующей системой двух диф­
ференциальных уравнений [10]:

L V  =  f ,  (2)

где U = (v. и)7 -  вектор смещения оболочки. L -  
матричный дифференциальный оператор, имею­
щий вид

1 Э
« 2Эе’

Здесь 0 -  полярный угол, v -  смещение по углу 0, 
w -  смещение, перпендикулярное к поверхности 
оболочки, и -  ее радиус, h -  толщина. Кроме того,
. 2 рОЗ ( I — 0~) рО)2кг -  ------ -------  = -----квадрат волнового чис-

Л |
ла продольных волн в пластине, р -  плотность ма-
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териала оболочки, Е -  модуль Юнга, а  -  коэффици­

ент Пуассона. Д=
а д в 2

Вектор f имеет значение

чески означают, что оболочка жестко закрепле­
на по этой образующей.

Второе условие имеет вид

<т = 0 при 0 = ±71.

f = (Е .й Л о .р Ц й Г , (3 ) Здесь согласно [10]. <т = (Сев'/u-, М) -  вектор обоб-

где р(а) -  звуковое давление на внешней поверх­
ности оболочки. Функция р(г, 0) удовлетворяет 
уравнению Гельмгольца

Лр + кцР = 0, (4)

А э- 1 э 1 а-
где Д =  — - +  - 5-  +

Эг‘ гЪг г-эе2
Решение уравнения (4) можно представить в 

виде

Р = Ро+Ри (5)

где /;0 и Р\ — соответственно звуковые давления в 
падающей и рассеянной волнах. При этом

Р I =  « 1 0 ^ 0  ( V )  +

+ ^  k(,„cosn0 + а211ятпО]Н(,Р(к{)г),
(6)

И = 1

где а и, и а1п -  неизвестные коэффициенты,
Я),1 \к{)г) -  цилиндрические функции Ганкеля перво­
го рода.

Решения уравнений (2) и (4) должны удовле­
творять граничным условиям

W = 1 др

РоЭ г
при /* = а (7)

Здесь р0 -  плотность акустической среды, окру­
жающей оболочку,

В качестве условий на образующей оболочки 
при 0 = ±тс будем рассматривать два различных ус­
ловия.

Первое условие состоит в равенстве

и = 0 при 0 = ±тс. ( 8 )

Здесь и = (v, vr, w'q ) -  вектор обобщенных смеще­

ний (w’e = Формула (8) описывает условия,
с/0

налагаемые на компоненты вектора смещений 
оболочки но образующей 0 = ±тс. которые физи-

щениых напряжений, где а,ев а \Э0
нор-

Dd'wмальное напряжение,/и. = — -— - -  перерезыва-
а Э0

ющая сила, М  = ~ изгибающий момент.

'У
К = £,/?. D = -уу . Поэтому имеют место равенства

Э v  Э"и- Э '\г  А А .— -vv = — - = — г = 0 при 0 = ±л.эе эо2 эе3
Эти условия означают, что рассматриваются ко­
лебания оболочки с продольным разрезом (сво­
бодные края при 0 = ±я).

Таким образом, мы будем параллельно решать 
две задачи дифракции.

Введя новые безразмерные параметры Y = кра, 

у = k{/i% Н = ^ , систему (2) можно переписать в сле­

дующей форме:

± Z + r \ - %  = 0,
clQ2 d0

2 ,4

(9)

сЫ H - d » _ (l Yi )w =  а
de  i2,/e- /?£, Jo(y) +

+ 2 ^  / ,7„(.v)(cos/i0()cos/70 + sin//0osin/i6) + (10)
/I = I

+ ^  H\x, \y ) ( a lncosnQ + ^2/|Sin/i0)
n =0

Решение системы (9Н Ю ) представим в вид* 
суммы векторов

и = и 0 + и,. (11
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Здесь U0-  собственное решение системы (9)-(10) 
(с правой частью, равной нулю). Составляющие 
вектора U(), определенного формулой (11), с уче­
том первого уравнения движения оболочки (9) бу­
дем искать в виде стоячих круговых волн, являю­
щихся частным случаем винтовых волн цилинд­
рической оболочки [8].

V
v 0 = —----- -(-A 2cosv0 + А | sinv0),

v " -  У '  (12)
vv*0 = A jcosv0 + A2sinv0,

Здесь А, и Л2 есть некоторые произвольные 
постоянные.

Подставив выражения (11) и (12) в формулы (9>- 
(10), получим однородную систему алгебраичес­
ких уравнений, которая приводит к дисперсион­
ному уравнению относительно величины V.

Д(у) = (v2- K 2) f ^ v 4+ 1 -  Г (13)

Величина A(v) является полиномом 3-й степе­
ни относительно v2 и. следовательно, решение 
уравнения (13) имеет три независимых корня. 
При этом до величин У < 1 имеется один действи­
тельный и два мнимых корня, а при У > 1 -  два 
действительных и один мнимый. (Значения кор­
ней и их физическая интерпретация приведены в 
работе [9].) Поэтому решения (12) уравнения (13) 
могут быть представлены в виде шести составля­
ющих, где каждому независимому корню отвеча­
ют два слагаемых:

v<> = X
v

— j (-y42/cosV;-6 + А | у sin v ̂ 0),

з
w0 = y ^ ( / ) | /co.svj8 + /42jsinv;8). 

i= i

(14)

В формуле (11) вектор U, = (v,, vv,)r  является вы­
нужденным решением системы (9)—(10). Это ре­
шение будем искать в виде

v, = ^  2( - c2„cos/i8 + <.-|„sin»8),
п = 1 П ~ Y

С О

vv, = ( r bfcos//0 + r 2„sin;?0).
// = 0

(15)

Для того чтобы состыковать решения И0 и U| 
между собой, разложим функции v() и vv() из фор­
мул (14) на отрезке [-я , я] по собственным (орто­
гональным) функциям решений (15). В результа­
те получим:

V: со

^о = X  - A2j X  w;ncosn6 + i41; X  v-y„sin/i9

ч (16)
j= \vj ~ y ‘ n = 0 II =

”•<> = X
j= 1

41 j X  lV'jllCOS"0 + A2j X  v;„sin" 6
II = о II = I

где

2 (-1 )я /I
K vj -  n

-s in v ^ .

v.
. .sinv.-ic.

7Г 1 1 JK Vj - n

(17)

Здесь 8,; = 1 при n = 0 и 8„ = 2 при n > 0.

Подставив формулы (15) и (16) в уравнение (10) 
и граничное условие (7), получим систему уравне­
ний, устанавливающую связь между коэффици­
ентами cijU и cjn. Решив эту систему и опустив про­
межуточные выкладки, определим неизвестные 
ajn и cjn в следующем виде:

«1и =
I Б -

0„(У)
К i"Т„(у)cos/г80 + а , z„ £  Л,}w,,,

i= i
п = 8, 1,2, ...

«2 п = Д,(У)
2/"7„(.v)sinn80 +

.1 =

п = 1,2,

<• i„ = 8,,'"a2C»(>')cos/70o -
Wl,u(y )v  (18)

2 И б н> ’D„(y) ‘7=1

п = 0, 1,2, . . .
м(1)/ ч *н „ (у)Vс2„ = 2/"«2C„(y)sin/78„- ” Y J A2jVi,n

j ~ 1

n = 1,2,...
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В формулах (18) приняты следующие обозна­
чения:

D,Xy) = —,z nH " \y )  + H ';\y ) , Zm =( 1 ) . pto li
Рос

U y )  -  ^ ’ M y )  + 7.0». c , w  = —

Здесь Zm -  модуль инерционного импеданса плас­
тины из материала оболочки.

Таким образом, мы нашли решение (18), опи­
сывающее движение оболочки, и рассеянное обо­
лочкой поле (6) как функцию шести произволь­
ных постоянных А ,у и А2/' которые пока остаются 
неизвестными. Причем каждая из задач дифрак­
ции обладает своим набором постоянных, кото­
рые мы будем определять из условий (8) или (9). 
Введем обозначения а :б 1; = А ,у, а 2В2) = A2j и под­
ставим выражения (18) в краевые условия (8). По­
сле несложных преобразований получим системы 
уравнений для определения неизвестных Bxj и B2j, 
входящих в решение задачи дифракции на обо­
лочке с продольным закреплением.

Для неизвестных, входящих в амплитуды чет­
ных по углу 0 гармоник, система уравнений име­
ет вид

VySinVyTi

3 00
£  B | / c o s v ; 7l +  Д |; ) =  - ] Г  § „ (-/)"  С„О0 c o s  л  0 О,(  19)
j  = I Ч = о

3
^  BtjVjs\nVjK = 0.
j  = 1

Для неизвестных, входящих в амплитуды нечет­
ных по углу 0 гармоник, имеет место система 
уравнений

= 1 v j - Г '2./) -

3
^  B 2 j ( v  j C o s v  j i t  +  A y )  =

7  =  1

a = ]
В системах (19) и (20) введены обозначения

п м И [ '\у )
Х<-‘> "5
и = 0 „ ( У )

я+1 п Н ^ \у )
‘2 j

_ V 1 /  |  I f l  1 л  п  V

= '  л2 -  г  а дW Vj-

X
/1 = 1

V

Аналогичным образом, используя условия (9), 
получим системы уравнений для определения не­
известных BVf и В2р  необходимых для решения за­
дачи дифракции плоской волны на оболочке с 
разрезом.

8„  C „ ( y ) C O S H 0 o ,

3
^ B iy(v;cosv>7C + Д5;) = 
j = 1

о о

= - 2 ^ ( - i ' ) ' ,H2Cl,(y )c o s n 0 o, 
/1 = 1
3

= 0,

£  B2/v}sinvyrc = 0, 
/= |

(22)

О О

= ;С„(у) sin Л 0 О,
/1 = 1

3
^ B 2ysinv;rc = 0, (20)
/= |

B2j(VjcosVjK + Abj) = 
У - |

о о

= - 2 ^(-/)V c„(.y)sirw ; 0

II = I
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Рис. 1. Диаграммы направленности рассеянного зву­
кового поля для У = 0.25, Н = 0.1,0() = 90°.

Решения систем (19), (20) и (21), (22) после под­
становки в формулы (18) и (6) дадут полные ре­
шения двух сформулированных выше задач ди­
фракции. Дальнейшее исследование может быть 
проведено только численными методами. В ка­
честве величины, используемой при расчетах, 
рассмотрим амплитуду и рассеянного поля р } в 
дальней зоне. С этой целью воспользуемся асимп­
тотикой функций Ганкеля:

р / V- ПК _ к 
2 4 I + OI -

-л  < arg у < 2 к

при стремлении у — -  °°. В результате для величи­
ны и получим выражение

з ' (23)

Н ) " - Z  I BijWjHcosnb + fi2yv;„sin«e) 1.

В формулах (21) и (22) мы приняли обозначения
ос (1)

>i = о

Г  Н)Г(у)
п2 -  Y2 ДД V)

W /»•

! ( - » ■
+ 1

п = 1

<х>

ПЛ "  (У)
О,Х у )

Сделаем несколько замечаний относительно 
систем уравнений (19>—(22). Определители этих си­
стем содержат величины v; и у = (да/с, зависящие от 
частоты со падающего поля (в нашем случае плос­
кой волны). Если падающее поле отсутствует, то 
правая часть систем равна нулю, и равенство нулю 
определителя каждой из систем есть дисперсион­
ное уравнение для определения собственных час­
тот колебаний оболочки (для четных или нечет­
ных по углу 0 гармоник) с соответствующими ус­
ловиями закрепления по образующей 0 = ±к  и 
погруженной в акустическую среду. Поскольку 
при колебаниях оболочки происходит излучение 
звука в среду, то резонансные частоты этой систе­
мы являются комплексными величинами. Если от­
сутствует внешняя среда, то все At(j = 0, и решения 
таких дисперсионных уравнений описывают соб­
ственные частоты четных или нечетных по углу 0 
колебаний оболочек в вакууме.

В формуле (23) первое слагаемое под знаком бес­
конечной суммы отвечает л-ой гармонике поля, 
рассеянного свободной от условий закрепления 
(8) и (9) оболочкой. Второе слагаемое описывает 
влияние на и-ую гармонику дифракционного поля 
оболочки с продольным закреплением (8) или (9). 
Величины B{j и В2р  являющиеся соответственно 
решениями систем (19) и (20), определяют вклад 
неподвижного закрепления оболочки в п-ую гар­
монику поля рассеяния (первая задача дифрак­
ции). Величины и В2р являющиеся решениями 
систем (21) и (22). соответственно, определяют 
вклад разреза оболочки в л-ую гармонику поля 
рассеяния (вторая задача дифракции).

Из формул (18) и (23) следует, что при стрем­
лении Н — -  0 (случай тонкостенной оболочки), 
поле />| носит характер рассеяния плоской волны 
на идеально мягком цилиндре. При р/р0 — -  со по­
ле р | представляет собой поле дифракции плос­
кой волны на абсолютно жестком цилиндре. Если 
условия закрепления (8) и (9) отсутствуют, то по­
ле /?, соответствует случаю дифракции плоской 
волны на “свободной" оболочке.

Расчеты величины \и\ по формуле (23) произ­
водились при различных физических и волновых 
параметрах оболочки, при различных условиях 
закрепления и различных углах падения плоской 
волны. Эти расчеты показали, что наиболее за­
метный вклад в диаграмму направленности усло­
вия закрепления вносят на низких частотах. Этот 
ф акт имеет простое физическое объяснение. При 
больших волновых размерах оболочек удельный 
вклад закрепления в диаграмму направленности ос-
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Рис. 2. Диаграммы направленности рассеянного зву­
кового поля для У = 0.25, Н = 0 .1 ,0() = 0°.

90 5

Рис. 4. Диаграммы направленности рассеянного зву­
кового поля для У = 0.625, Н = 0 .1 ,0О = 90°.

тается практически неизменным, в то время как 
вклад от “свободной" оболочки возрастает, по­
скольку существенно возрастает волновой размер 
ее поверхности. Кроме того, для не очень высоких 
частот падающего поля при падении плоской волны 
под углом в 180°, то есть со стороны, противопо­
ложной “закреплению", обратный лепесток диа­

Рис. 3. Диаграммы направленности рассеянного зву­
кового поля для У -  0.25. Н = 0.1.0() = 180°.

Рис. 5. Диаграммы направленности рассеянного зву­
кового поля для У = 0.25. Н = 0 .1.0О = 0°.

граммы направленности всегда больше для оболоч­
ки с жестким закреплением. Причем этот факт 
имеет место как по отношению к оболочке с раз­
резом, так и по отношению к оболочке без усло­
вий закрепления. С ростом частоты этот эффект 
маскируется увеличением числа дифракционных 
лепестков диаграммы направленности.
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Рис. 6 . Диаграммы направленности рассеянного звукового поля для У = 0.25. Н = 0.1, 0(> = 180°.

Рис. 7. Диаграммы направленности рассеянного зву­
кового поля для У = 1.22883. Н = 0.03, 0(| = 0°.

В качестве иллюстрации вышеизложенного на 
рис. 1-8 приведены результаты расчетов диаграмм 
направленностей “свободной" оболочки -  си обо­
лочки с жестким закреплением- б  и оболочки с раз­
резом -  в. Стрелками показано направление паде­
ния плоской волны. “Закрепления" соответствуют 
значению 0 = 180°. При расчетах предполагалось.

Рис. 8. Диаграммы направленности рассеянного зву­
кового ноля для У -  1.22883, / /  = 0.03. 0О = 180°.

что материалом оболочки является сталь, а окру­
жает оболочку вода.

Следует также отметить, что для низких час­
тот при углах падения, близких к 90° (или 270°). 
диаграмма направленности носит достаточно вы­
раженный асимметричный характер. С ростом 
частоты асимметрия убывает, а диаграмма на-
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правленности стремится к диаграмме направлен­
ности “свободной” оболочки.
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Diffraction of Plane Sound Waves by Elastic Cylindrical Shells 
with Different Types of Longitudinal Fixations

V. V. Tyutekin and A. I. Boiko
Andreev Acoustics Institute, Russian Academy of Sciences, 

id. Shvernika 4. Moscow, /17036 Russia 
e-mail: Tyutekin@akin.ru

Abstract—The problem of the plane wave diffraction by a cylindrical shell with a longitudinal fixation along 
one of its generatrices is solved for different fixation conditions with the use of the aperiodic eigensolutions to 
the equations of the shell motion. One of the conditions is a rigid fixation, and the other is a longitudinal cut 
with free boundaries. The diffraction field is represented in the form of a convergent series in cylindrical har­
monics. The scattering amplitude of the diffraction field is calculated for different fixations, frequencies, angles 
of incidence, and parameters of the shell. Physical explanations of the results of calculations are proposed.
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