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Приводятся результаты экспериментов по исследованию воли Лэмба конечной амплитуды в твердо­
тельной пластинке из поликристалл и ческого сплава алюминия с дефектами. Для регистрации и визуа­
лизации волн Лэмба использовался лазерный сканирующий виброметр. Исследованы зависимости амп­
литуд высших гармоник от амплитуды основной частоты, усредненных по поверхности пластинки, в 
точке, удаленной от дефекта, и в месте дефекта. Обнаружены пороговый характер генерации выс­
ших гармоник и степенная зависимость их амплитуд, не характерная для нелинейности, связанной с 
ангармонизмом кристаллической решетки материала. Экспериментально показана возможность 
локации распределения отдельных дефектов по измеренному пространственному распределению 
структурной нелинейности в исследуемом материале. Для объяснения экспериментальных резуль­
татов привлекается модель билинейной среды.
PACS: 43.25.Dc

ВВЕДЕНИЕ

Наличие надмолекулярных неоднородностей 
и дефектной структуры в твердых телах сущест­
венно влияет на их физические свойства, в том 
числе и на упругие свойсгва. Дефекты (дислока­
ции, трещины, полости, поры, межзеренные гра­
ницы и т.д.) заметно изменяют функциональную 
зависимость между напряжением и деформацией 
вследствие особенностей локального деформиро­
вания и сингулярного поведения внутренних на­
пряжений в их ближайшей окрестности (концент­
раторы напряжений). В результате такого влия­
ния дефектной структуры реальный материал в 
целом обнаруживает сильные нелинейные свой­
ства даже при относительно слабых действующих 
напряжениях. Нелинейность, связанную с дефек­
тами и нарушением сплошности материала, назы­
вают структурной или неклассической нелиней­
ностью, и она может существенно (на 2-3 порядка) 
превышать нелинейность, связанную с ангармониз­
мом кристаллической решетки, называемую по 
устоявшейся терминологии “физической'' нели­
нейностью. Гигантская структурная нелинейность 
открывает новые возможности для разработки 
точных методов акустической диагностики, позво­
ляющих получать более полную информацию о 
состоянии материала [ 1]. Одна из первых ключе­
вых работ, в которой исследовалось влияние де­
фектной структуры материала на его упругие не­

линейные свойства, была выполнена в 1963 г.
В.А. Красильниковым с соавторами [2]. Традици­
онные импульсные методы [2-51 или резонанс­
ные методы [6-11] позволяют исследовать интег­
ральное влияние дефектов на акустическую не­
линейность. В последнее время развиваются 
экспериментальные методы, позволяющие на­
блюдать отдельные дефекты [ 12]. Для исследова­
ния локальных свойств структурной нелинейнос­
ти более удобными оказались акустические вол­
ны (АВ) в тонких твердотельных пластинках [13]. 
Из большого спектра АВ в пластинах в последнее 
время наиболее активно исследуется нулевая мо­
да изгибной волны Лэмба, которая позволяет не 
только обнаружить наличие дефектов структуры 
в тонких пластинах и оболочках, но и дает воз­
можность локализировать и визуализировать от­
дельные дефекты [12. 14, 15].

Следует отметить, что, несмотря на большое 
количество публикаций, посвященных волнам 
Лэмба в твердотельных пластинах, работ, связан­
ных с экспериментальными исследованиями не­
линейного взаимодействия изгибных волн с де­
фектной структурой, мало. Целью данной рабо­
ты является экспериментальное исследование 
особенностей нелинейных явлений при распро­
странении волн Лэмба большой амплитуды в тон­
кой пластине из поликристаллического сплава 
алюминия, содержащей дефекты.
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ИЗГИБНЫ Е ВОЛНЫ ЛЭМБА 
И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 

ДЛЯ ИХ ИССЛЕДОВАНИЯ
В тонких пластинках со свободными граница­

ми распространяются АВ. называемые волнами 
Лэмба. Они существенно отличаются от АВ в не­
ограниченной среде [13. 16]. Решение волнового 
уравнения с учетом граничных условий на по­
верхности пластины является достаточно слож­
ной задачей. В случае, когда выполняется условие 
k ji <  2 (к, = I kJIV, -  волновой векто р ,/-  частота. 
V, -  скорость сдвиговой волны, h -  толщина плас­
тины), волновое уравнение для нзгибной волны 
Лэмба, в которой вектор смещения перпендику­
лярен к плоскости пластинки, сводится к диффе­
ренциальному уравнению четвертого порядка в 
частных производных [16]:

р0 +! л2?=о- (1)
здесь £(л\ у) -  смещение, перпендикулярное к пло­

скости пластинки, D = й3£ -  цилиндричес-
12(1 - а")

кая жесткость, Е -  модуль Юнга, а  -  коэффици­
ент Пуассона, Д -  двумерный оператор Лапласа. 
Из (1) можно получить выражение для фазовой 
скорости нулевой моды нзгибной волны:

12р( 1 -  о )
— л/сой =  Ал/соЛ.

Как видно из (2), фазовая скорость этой моды 
обладает дисперсией. Это приводит к тому, что 
спектр собственных колебаний пластины конеч­
ных размеров является неэквидистантным.

В случае точечного возбуждения в тонкой пла­
стинке распространяется цилиндрическая изгиб- 
ная волна. В круглой пластинке, свободной по 
внешнему контуру и возбуждаемой в центре, 
формы ее колебаний в полярных координатах оп­
ределяются следующим выражением [17]:

Ym(r, <р) = (cosm<pnAmJ J k r )  + Вт1т(кг)\, (3)

где Ym, Ат. Вт -  амплитуды, т = 0. 1. 2. 3...... Jjkr),
IJkr) -  функции Бесселя, г - радиус, ф -  полярный 
угол. Уравнение (3) с граничными условиями при 
г = а ( а -  радиус пластины) позволяет найти резо- 
нансные частоты колебаний пластинки. Система 
уравнений, определяющих частотный спектр соб­
ственных колебаний пластинки, имеет достаточ­
но сложный вид. Проведенный в [18| анализ этой 
системы показывает, что спектр собственных ко­

лебаний круглой тонкой пластинки является не­
эквидистантным.

Для экспериментального исследования волн 
Лэмба в тонких пластинках нами была разработа­
на автоматизированная экспериментальная уста­
новка (рис. 1). Она состоит из вибратора, к кото­
рому жестко прикрепляется исследуемый обра­
зец в виде тонкой круглой пластинки, усилителя 
мощности LM-102 и сканирующего лазерного виб­
рометра PSV-300 фирмы Polytec. Гармонический 
сигнал с внутреннего функционального генератора 
виброметра через усилитель мощности подавался 
на вибратор, который возбуждал в пластинке из- 
гибную волну. С помощью лазерного виброметра 
имелась возможность дистанционно измерить ко­
лебательную скорость пластинки в 512 х 512 напе­
ред заданных дискретных точках, провести спект­
ральный анализ поступившего сигнала и восстано­
вить форму колебаний поверхности на основной 
частоте и гармониках этого сигнала. Виброметр 
позволяет проводить измерения колебательной 
скорости в интервале 3 х КГ6- 10 м/с и в диапазоне 
частот до I МГц. При этом амплитуда колеба­
тельной скорости легко пересчитывается в амп­
литуду смещения или ускорения поверхности. Из­
мерение колебательной скорости в виброметре 
основано на эффекте Доплера. Выбор области 
сканирования значительно упрощен за счет 
встроенной видеокамеры. Работа всей системы 
управляется персональным компьютером. С по­
мощью программного обеспечения, поставляе­
мого вместе с виброметром фирмой Polytec, вы­
бирается исследуемая область сканирования об­
разца, задается форма и частота сигнала для его 
возбуждения. Далее измерения проводятся в ав­
томатическом режиме. Пакет программ позволя­
ет провести различные виды математической 
обработки сигнала с виброметра: усреднение, 
цифровую фильтрацию, спектральный анализ, 
визуализацию колебаний образца, обработку по­
лученного изображения и т.д. При этом имеется 
возможность найти как усредненный спектр ко­
лебаний по всей поверхности, так в любой точке 
образца.

Для учета возможной паразитной нелинейнос­
ти. вызванной вибратором, перед началом из­
мерений проводился спектральный анализ ко­
лебаний вибратора при его возбуждении гармо­
ническим сигналом. Амплитуда колебаний всех 
гармоник была более чем на 60 дБ ниже амплиту­
ды основной частоты во всем диапазоне амплитуд 
колебаний, используемых в экспериментах. Это 
позволило в дальнейшем при анализе экспери­
ментальных результатов не учитывать нелиней­
ность, связанную с негармоничностью колебаний 
вибратора.
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Рис. 1. Блок-схема экспериментальной установки.

Э ксп ери м ентальны е исследования п р о в о д и л и сь  
в  пласти н ке из пол  « к р и стал л и ч еск о го  сп л ав а  а л ю ­
миния д и ам етром  121 м м  и то л щ и н о й  1.17 м м , к о т о ­
рая крен и л ась  к  ви б р ато р у  в  г е о м е т р и ч е с к о м  ц е н ­
т р е .  Т а к  к а к  э л е м е н т ы  к р е п л е н и я  п л а с т и н к и  к 
в и б р а т о р у  и м ел и  к о н е ч н ы е  р а з м е р ы , т о  э т о  п р и ­
во д и л о  к  н е к о т о р о м у  и зм е н е н и ю  с о б с т в е н н ы х  ч а ­
с т о т  и д о б р о т н о с т и  м од п л а с т и н к и  н о  с р а в н е н и ю  
с  т о ч е ч н ы м  в о з б у ж д е н и е м . П р е д в а р и т е л ь н ы й  
в и зу а л ь н ы й  а н а л и з  п л а с т и н к и  не в ы я в и л  в  н ей  
п о в е р х н о с т н ы х  д е ф е к т о в .  Д л я  о п р е д е л е н и я  с о б ­
с т в е н н ы х  к о л е б а н и й  п л а с т и н к и  н а  в и б р а т о р  с 
ф у и  к ц и о н а л ь н о г о  г е н е р а т о р а  ч е р е з  у с и л и т е л ь  
м о щ н о сти  п о д ав ал ся  Л Ч М  си гн ал  с  д е в и а ц и е й  
ч а с т о т ы  в п р е д е л ах  о т  1(Х) Г ц  д о  25  кГ ц . Э т о  п о з ­
в о л и л о  в  э т о м  д и а п а зо н е  ч а с т о т  о п р е д е л и т ь  
с п е к т р  с о б с т в е н н ы х  м од п л а сти н к и  (р и с . 2) и в и зу ­
а л и з и р о в а т ь  ф о р м у  их к о л е б а н и й . П р и м е р  в и з у а ­
л и зац и и  н е к о т о р ы х  м о д  п р и в ед ен  н а  р и с . 3 . Ц е н т р  
п л асти н ы  с  э л е м е н т а м и  е е  к р е п л е н и я  к  в и б р а т о р у  
не с к а н и р о в а л с я . П о э т о м у  в ц е н т р е  всех  р и су н ­
к о в . д е м о н ст р и р у ю щ и х  ф о р м у  к о л е б а н и й  р а з л и ч ­
н ы х м од в п л а с т и н к е , н а б л ю д а е т с я  б е л о е  к р у г л о е  
п ятн о . Р ядом  с  к а ж д ы м  и з о б р а ж е н и е м  ф о р м ы  к о ­
л еб ан и й  м од ы  н а  ри су н ках  п о м е щ е н а  д и а г р а м м а .

у р о в е н ь  с е р о г о  н а  к о т о р о й  п о з в о л я е т  о п р е д е л и т ь  
а м п л и т у д у  к о л е б а н и й .

В и зу а л и за ц и я  с о б с т в е н н ы х  м од п л асти н к и  
(р и с . 3) п о з в о л и л а  о п р е д е л и т ь  д л и н у  в о л н ы , в ел и ­
ч и н у  с к о р о с т и  и зг и б н о й  в о л н ы , а  т а к ж е  п а р а м е т р  
А =  3 9 .5 6  ±  0 .7 3  (м /с  )05 в в ы р а ж е н и и  д л я  с к о р о ­
с т и  и зг и б н о й  в о л н ы  (2 ). Р а с с ч и т а н н а я  п о  т а б л и ч ­
н ы м  з н а ч е н и я м  м о д у л е й  у п р у го с ти  и п л о тн о сти  
(Е =  7 2  Г П а , а  =  0 .3 1 , р  = 2.7 х  103 к г /м 3) [ 19] в ел и ­
ч и н а  э т о г о  п а р а м е т р а  б ы л а  р а в н а  39 .6  (м /с)05, и 
н а х о д и л а с ь  в х о р о ш е м  со гл аси и  с  р е зу л ь т ат а м и  
э к с п е р и м е н т а . И зм е р е н н о е  зн а ч е н и е  п а р а м е т р а  А 
п о з в о л и л о  с  п о м о щ ь ю  (2 ) п о с т р о и т ь  д и сп ер си о н ­
н у ю  к р и в у ю  д л я  н у л ев о й  и зги б н о й  м о д ы  в и ссле­
д у е м о м  м а т е р и а л е  (ри с. 4).

Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Х  
И С С Л Е Д О В А Н И Й  Н Е Л И Н Е Й Н О Г О  

В З А И М О Д Е Й С Т В И Я  И З Г И Б Н Ы Х  В О Л Н

И ссл ед о в ан и е  н ели н ей н ы х  акусти чески х  я в л е ­
ний в о б р а зц е  п р о в о д и л о сь  н а  двух модах пластинки  
с  р е зо н а н с н ы м и  ч асто там и : 2.528 к Г ц  и 11.9 кГц. Н а 
э т и х  м о д ах  н е  н а б л ю д а л а с ь  у гл о в а я  зав и си м о сть  
а м п л и т у д ы , ч т о  у п р о щ а л о  в д а л ь н е й ш е м  а н а л и з
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Л, м/с2

Рис. 2. Спектр собственных колебаний пластинки в диапазоне от 100 Гц до 25 кГц (единицы измерения амплитуды -  м/с2).

к о л е б а н и й  п л а с т и н к и  н а  в ы с ш и х  г а р м о н и к а х  эти х  
м од . Н а  ч а с т о т е  11.9 к Г ц  б ы л а  с н я т а  з а в и с и м о с т ь  
у с р е д н е н н ы х  п о  п о в е р х н о с т и  о б р а з ц а  а м п л и т у д  
к о л е б а н и й  в т о р о й  и  т р е т ь е й  г а р м о н и к  о т  а м п л и ­
ту д ы  о с н о в н о й  ч а с т о т ы . Е с л и  п р е д п о л о ж и т ь  с т е ­
п ен н у ю  за в и с и м о с т ь  а м п л и т у д  в ы с ш и х  г а р м о н и к  
Дтш (т =  2, 3) о т  а м п л и т у д ы  о с н о в н о й  ч а с т о т ы

( 4 )
З̂со = £*3^0)’

т о  п о с т р о е н и е  в д в о й н о м  л о г а р и ф м и ч е с к о м  м ас ­
ш т а б е  за в и с и м о с т и  у  =  /их +  b (гд е  у  =  1п(Л2(1Х За)), х = 
=  1п(Аш), b =  1п(С2 з), C 2t з -  п а р а м е т р , х а р а к т е р и з и -  
р у ю щ и й  н ел и н ей н ы е  а к у с ти ч е с к и е  св о й ств а  о б р а з ­
ца) п о зв о л я е т  п о  углу  н а к л о н а  п рям ой  у(х) н а й т и  п =  
=  / ь  v  Д л я  ср ед н его  п о  всей  п о вер х н о сти  п л асти н ки  
ам п л и ту д н о го  с п е к т р а  и з  зави си м о сти  л о г а р и ф м а  
ам п л и туд  в то р о й  и  т р е т ь е й  га р м о н и к  о т  л о г а р и ф м а  
ам п л и ту д ы  о сн о в н о й  ч а с т о т ы  (рис. 5 а ,б ) б ы л и  о п р е ­
д ел ен ы  в е л и ч и н ы  п2 =  2 .12  ±  0 .09 , и пъ =  1.55 ±  0.11. 
Т а к а я  степ ен н ая  за в и си м о с т ь  ам п л и ту д  г а р м о н и к  
у к а з ы в а е т  н а  т о , ч т о  п о м и м о  к л а с с и ч е с к о й  н е л и ­
н ей н о сти . д л я  к о т о р о й  п2 =  2 , п3 =  3 [20 ), в о б р а з ц е  
и м е ю т с я  м е х а н и зм ы  н е л и н е й н о с т и , о т л и ч н ы е  о т  
к л а с с и ч е с к о г о  м е х а н и зм а . П р е д с т а в л я л  и н т е р е с  
в ы я с н и т ь , х а р а к т е р н а  л и  т а к а я  а м п л и т у д н а я  з а в и ­
с и м о с т ь  г а р м о н и к  д л я  у с р е д н е н н о г о  с п е к т р а , или 
о н а  и м е е т  т а к о й  ж е  х а р а к т е р  и в л о к а л ь н о й  т о ч ­
к е . А н а л и з  с п е к т р а  к о л е б а н и й  в р а з л и ч н ы х  л о ­
к а л ь н ы х  т о ч к а х  п л а с т и н к и  п о зв о л и л  н а й т и  т а к и е .

в к о т о р ы х  н а б л ю д а л а с ь  п р а к т и ч е с к и  к в а д р а т и ч ­
ная  з а в и с и м о с т ь  ам п л и т у д ы  в то р о й  га р м о н и к и  
(п2 =  2 .0 6  ±  0 .1 3 ) и к у б и ч е с к а я  з а в и с и м о с т ь  а м п л и ­
ту д ы  т р е т ь е й  г а р м о н и к и  (л3 = 2.9 ±  0 .0 2 ) о т  а м п л и ­
ту д ы  п е р в о й  га р м о н и к и  (рис. 6в ,г). Н а  н а ш  взгл яд  
э т о  с в я за н о  с о  сл ед у ю щ и м и  о б с т о я т е л ь с т в а м и . 
К а к  у ж е  о т м е ч а л о с ь  в ы ш е , о б р а з е ц  б ы л  п р и го ­
т о в л е н  и з  п о л и к р и с т а л л и ч е с к о г о  с п л а в а  а л ю м и ­
ния. В н у тр ен н я я  с т р у к т у р а  п о л и к р и с т а л л и ч е с к и х  
м е т а л л о в  п р е д с т а в л я е т  соб ой  п р о и з в о л ь н о  о р и ­
е н т и р о в а н н ы е  к р и с т а л л и ч е с к и е  з е р н а  с  р а з в и т ы ­
ми м е ж з е р е н н ы м и  гр ан и ц ам и , м н к р о т р е щ и н а м и  
и т .д . [10 , 21 , 22). В т о ч к а х , у д ал ен н ы х  о т  м е ж зе -  
р ен н ы х  гр ан и ц , н а б л ю д а е т с я  с т е п е н н а я  за в и с и ­
м о сть  а м п л и т у д  в ы сш и х  гар м о н и к , п р а к т и ч е с к и  
х а р а к т е р н а я  д л я  к л асси ч еск о й  н е л и н е й н о с т и . У п ­
р у ги е  с в о й с т в а  м е ж зе р е н н ы х  гр ан и ц  о т л и ч н ы  о т  
уп руги х  с в о й с т в  зе р е н . К о н т р а ст  у п р у ги х  свой ст в 
на гр а н и ц е  з е р е н  в ы з ы в а е т  и зм ен ен и е  л о к а л ь н ы х  
и, к а к  с л е д с т в и е , и н т е гр а л ь н ы х  н е л и н е й н ы х  
св о й ств  т а к и х  м а т е р и а л о в  [23], и м о ж е т  п р и в ест и  
к и зм е н е н и ю  с т е п е н н о й  зави си м о сти  м е ж д у  ам п ­
л и ту д ам и  п е р в о й  и вы сш и х  гар м о н и к .

Г ар м о н и к и  в ы ш е  т р е т ь е й  дл я  о с н о в н о й  ч а с т о ­
т ы  11.9 к Г ц  н е  н а б л ю д а л и с ь  и з-за  м а л о й  а м п л и т у ­
д ы  к о л е б а н и й  в и б р а т о р а  на э т о й  ч а с т о т е . П о э т о ­
му б ы л а  и ссл ед о ван а  генерация гар м о н и к  м одой  с 
резонансной  ч асто то й  2528 Гц. А м п л и ту д а  к о л е б а ­
ний в и б р ато р а  на это й  частоте  в 4 .7  р а за  в ы ш е  ам п ­
литуды  е г о  колеб ан и й  н а  частоте 11.9 кГ ц  п ри  одной  
и той  ж е  ам п ли туде эл ек тр и ч еск о го  н ап р яж ен и я , 
п одаваем ого  н а  ви б р ато р . У величение ам п ли туды
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Рис. 3. Форма колебаний некоторых мод тонкой круг­
лой пластинки.

к о л еб ан и й  п л асти н к и  н а  ч асто те  2528 Гц п р и в е л о  к 
з н а ч и т е л ь н о м у  (д о  2 0 0  р а з )  у в е л и ч е н и ю  в л о к а л ь ­
н ой  т о ч к е  п о  с р а в н е н и ю  с о  ср ед н и м и  п о  п л асти н ­
к е  а м п л и т у д а м и  в ы сш и х  га р м о н и к  (ри с. 6). В это й

Сао, т /с

Рис. 4. Дисперсионная кривая для изгибной волны 
Лэмба в образце из пол и кристаллического сплава 
алюминия.

т о ч к е  б ы л и  с н я т ы  за в и с и м о с т и  а м п л и т у д  2 -5  г а р ­
м о н и к  о т  а м п л и т у д ы  о с н о в н о й  ч а с т о т ы  (р и с . 7). 
Х а р а к т е р н ы м  д л я  э т и х  за в и с и м о с т е й  я в л я е т с я  
м о н о т о н н о е  у в е л и ч е н и е  а м п л и т у д  г а р м о н и к  при 
у в ел и ч ен и и  а м п л и т у д ы  о с н о в н о й  ч а с т о т ы  в д и а ­
п а зо н е  0 - 9 .5  м к м  и их р е з к и й  р о с т  (б о л е е  ч е м  на 
два  п о р я д к а )  п ри  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  а м п л и ­
ту д ы  в о зб у ж д е н и я . П р и  а м п л и т у д е  о с н о в н о й  ч а с ­
т о т ы . р а в н о й  10.2 м к м . г а р м о н и к и  д о с т и г а л и  м а к ­
си м ум а, а  п р и  д а л ь н е й ш е м  у в е л и ч е н и и  а м п л и т у ­
д ы  в о зб у ж д е н и я  н а ч и н а л и  р е з к о  у м е н ь ш а т ь с я  
п р и м е р н о  д о  у р о в н я , п р е д ш е с т в о в а в ш е г о  их р е з ­
ком у  р о с т у . И з  а м п л и т у д н ы х  з а в и с и м о с т е й  г а р м о ­
н и к  ви д н о , ч т о  их р е з к о е  у в е л и ч е н и е  н а с т у п а е т  
при п р е в ы ш е н и и  н е к о т о р о г о  п о р о г а  п о  а м п л и т у ­
де в о зб у ж д е н и я , ч т о  х а р а к т е р н о  д л я  н е к л а с с и ч е с ­
кой  н ел и н ей н о сти  [12, 24]. М ы  п р ед п о л агаем , ч то  
ген ерац и я вы сш и х  гар м о н и к  п р о и сх о д и л а  н а  л о ­
кал ьн ом  д е ф е к т е  в виде п о д ж а то й  м и к р о т р е щ и н ы  с 
величи ной  и о д ж ати я  9.5 м к м  и л и  т о ч е ч н о г о  гер - 
ц е в с к о го  к о н т а к т а  н а  м е ж з е р е н н о й  г р а н и ц е , к о ­
т о р ы е  я в л я ю т с я  и с т о ч н и к а м и  н е к л а с с н ч е с к о й  н е ­
л и н е й н о ст и  [ I]. (Н е л и н е й н о с т ь  о т к р ы т о й  м и к р о ­
т р е щ и н ы  к о н е ч н ы х  р а з м е р о в  н е  и м е е т  п о р о г а  п о  
а м п л и т у д е  в о з б у ж д е н и я .)  В  [ 1 2 ,2 4 | п р о в е д е н о  ф е ­
н о м е н о л о г и ч е с к о е  о п и с а н и е  н е к л а с с и ч е с к о й  н е ­
л и н е й н о ст и , гд е  б ы л о  с д е л а н о  п р е д п о л о ж е н и е , 
ч т о  д л я  о п и с а н и я  д в и ж е н и я  к о н т а к т н ы х  г р а н и ц  в 
тв е р д о м  т е л е  и о д  в о зд е й с т в и е м  н о р м а л ь н ы х  и 
т а н г е н ц и а л ь н ы х  к г р а н и ц е  с м е щ е н и й  м о г у т  б ы т ь  
и с п о л ь зо в а н ы  м о д ел и  б и л и н е й н о й  и г и с т е р е зн с -
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Рис. 5. Зависимость средней по поверхности амплитуды а) второй, б) третьей гармоники от амплитуды основной частоты 
в двойном логарифмическом масштабе (средний по поверхности спектр), в), г) соответственно (в локальной точке).

ной с р ед  с о о т в е т с т в е н н о . О б щ и м  д л я  э т и х  м о д е ­
л е й  я в л я е т с я  п о р о г о в ы й  х а р а к т е р : н е к л а с с и ч е с ­
к ая  н е л и н е й н о с т ь  п р о я в л я е т ся  п ри  п р е в ы ш е н и и  
ам п л и т у д ы  к о л е б а н и й  в в о л н е  в е л и ч и н ы , зав и ся ­
щ ей о т  р а зм е р о в  и со сто ян и я  л о к а л ь н ы х  д е ф е к т о в . 
О д н а к о  с п е к т р  гар м о н и к , ген ер и р у ем ы х  А В  в сл у ­
чае  б и л и н ей н о й  и ги стер ези сн о й  н е л и н е й н о с т е й , 
р а зл и ч е н . В сл у ч ае  б и л и н ей н о й  с р е д ы  в во л н е  
п р и с у т с т в у ю т  все га р м о н и к и , в т о  в р е м я  к а к  в 
с л у ч а е  ги с т е р ези сн о й  н ел и н ей н о сти  о т с у т с т в у ю т  
ч е т н ы е  га р м о н и к и . В о п и сан н о м  в ы ш е  э к с п е р и ­

м е н т е  н а б л ю д а л и с ь  к а к  ч е т н ы е , т а к  и н е ч е т н ы е  
г а р м о н и к и . Э т о  д а е т  н ам  о с н о в а н и е  п р е д п о л о ­
ж и т ь , ч т о  о с н о в н ы м  м е х а н и зм о м  с т р у к т у р н о й  н е­
л и н е й н о с т и  в д а н н о м  с л у ч а е  я в л я е т с я  м ех ан и зм  
б и л и н е й н о й , и л и  х л о п а ю щ е й , н е л и н е й н о сти . 
У р а в н е н и е  с о с т о я н и я  а  =  о (£ ) д л я  б и л и н ей н о й  
с р е д ы  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  к у со ч н о -л и н ей н у ю  
ф у н к ц и ю  с  р а з р ы в о м  п р и  £  =  О (ри с. 8 ). Е сл и  ам п ­
л и т у д а  д е ф о р м а ц и и  £т  в в о л н е  м е н ь ш е  н а ч а л ь н о ­
г о  п о д ж а т и я  £о м и к р о т р е щ и н ы  и ли  м е ж зе р е н н о й  
г р а н и ц ы , т о  с р е д а  я в л я е т с я  л и н е й н о й , а  п ри  £т  > £<,
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Рис. 6 . Формы колебаний пластинки на первых пяти гармониках моды с резонансной частотой 2528 Гц. (Внизу для каждой гармоники изображена амплитуда 
смещений пластины вдоль диаметра, проходящего через центр дефекта).
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Л2(0, Ю-8 м Лзш. 10-* м

Рис. 7. Зависимости амплитуд 2-5 гармоник от амплитуды основной частоты.

упругие свойства среды различны для фаз сжатия 
и разрежения, что приводит к так называемой 
“хлопающей” нелинейности и искажению профи­
ля АВ (рис. 6). Рассмотренный механизм “хлопа­
ющей” нелинейности на качественном уровне хо­
рошо описывает резкое пороговое увеличение 
амплитуд гармоник (рис. 7). Однако, как видно на 
этих рисунках, дальнейшее увеличение амплиту­
ды основной волны приводит к резкому уменьше­
нию амплитуд высших гармоник. По нашему мне­
нию, это связано со следующим. Как известно,

приложение к поликристаллическим металлам 
внешних воздействий, таких, например, как все­
стороннее сжатие [251 или больших амплитуд 
смещений в области дефекта [26], может вы­
звать изменение состояния дефектов в поликрис- 
таллическом металле и привести к исчезновению 
(“залечиванию”) отдельных дефектов. В нашем 
случае упругие смещения большой амплитуды в 
области локального дефекта вызвали его “зале­
чивание”. Это привело к исчезновению источни­
ка хлопающей нелинейности и значительному

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 52 № 5 2006
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Рис. К. Нагрузочная кривая о = а(е) для билинейной 
среды [12].

уменьшению амплитуд гармоник при дальней­
шем увеличении амплитуды основной частоты.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
В работе проведены экспериментальные ис­

следования особенностей распространения изгиб- 
ных волн Лэмба конечной амплитуды в тонких 
пластинках. Разработана экспериментальная ав­
томатизированная установка для исследования и 
визуализации колебаний поверхности твердых 
тел. Экспериментально измерен спектр и визуа­
лизированы формы собственных колебаний тон­
кой пластинки цилиндрической формы из поли- 
кристаллического сплава алюминия. Спектр этих 
мод был неэквидистантным. Измерена дисперси­
онная кривая изгибных волн Лэмба в исследуе­
мом образце. Проведено измерение усредненных 
по поверхности пластинки амплитуд второй и 
третьей гармоник изгибной моды частоты 11.9 кГц 
в образце. Обнаружено, что усредненная ампли­
туда второй гармоники пропорциональна ампли­
туде основной частоты в степени 2.12 ± 0.09, а 
третьей гармоники -  в степени 1.55 ± 0.11. Это 
указывает на то, что кроме физической нелиней­
ности связанной с ангармонизмом кристалличес­
кой решетки, в поликристаллическом сплаве

имеется дополнительный механизм нелинейнос­
ти. Анализ спектра колебаний пластинки в раз­
личных областях показал, что имеются точки, в 
которых наблюдается характерная для физичес­
кой нелинейности степенная зависимость ампли­
туд гармоник номеров 2 и 3 от амплитуды основ­
ной гармоники. Проведены исследования формы 
колебаний пластинки из сплава алюминия для 
высших гармоник для моды с частотой 2528 Гц, на 
которой имелась возможность создавать ампли­
туды колебаний значительно выше, чем на часто­
те 11.9 кГц. Обнаружены аномально высокие зна­
чения амплитуд гармоник, начиная со второй в 
одной локальной точке. В этой точке были про­
ведены измерения зависимости амплитуд высших 
гармоник от амплитуды основной частоты. Было 
обнаружено аномальное увеличение амплитуд 
гармоник номеров 2-5 при превышении амплиту­
ды основной частоты величины 9.5 мкм. При амп­
литуде основной частоты 10.2 мкм они достигают 
максимума, и при дальнейшем ее увеличении на­
блюдалось их резкое уменьшение до уровня, 
предшествующего резкому увеличению их амп­
литуд. Пороговый характер увеличения генерации 
гармоник объясняется с привлечением билинейной 
модели среды. Источником аномальной нелинейно­
сти, на наш взгляд, являлся локальный дефект в ви­
де поджатой микротрещины с величиной поджа­
тая ~9.5 мкм или точечного герцевского контакта 
на межзеренной границе в поликристаллическом 
образце. Повторное увеличение амплитуды основ­
ной частоты не вызвало ранее наблюдаемого ано­
мального увеличения гармоник. Резкое уменьше­
ние амплитуды высших гармоник при увеличении 
амплитуды основной частоты связано, по нашему 
мнению, с “залечиванием’' дефекта в поле интен­
сивной акустической волны. Полученные в работе 
результаты подтвердили ранее высказанное в [1] 
предложение о возможности локации распределе­
ния отдельных дефектов по измеренному прост­
ранственному распределению структурной нели­
нейности в исследуемом материале.

Авторы выражают благодарность дипломиро­
ванному инженеру Свену Франку за консультации 
по методике измерений с использованием лазерного 
сканирующего виброметра фирмы Polytec PSV-300.

Работа была выполнена в Центре коллектив­
ного пользования физического факультета МГУ 
им. М.В. Ломоносова по нелинейной акустичес­
кой диагностике и неразрушающему контролю 
при поддержке гранта Президента Российской 
Федерации № НШ-1575.2003.2 и гранта РФФИ 05- 
02-16327, а также при частичной поддержке Гер­
манского общества ДААД.
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Nonlinear Lamb Waves in a Metal Plate with Defects
A. I. Korobov and M. Yu. Izosimova

Faculty of Physics, Moscow State University, Voroh'evy gory, Moscow, 119992 Russia
e-mail: akor@acs465a.phys.msu.ru

Abstract—Experimental results on the propagation of finite-amplitude Lamb waves in a solid plate made of 
polycrystalline aluminum alloy with defects are presented. The Lamb waves are recorded and visualized using 
a scanning laser vibrometer. The dependences of the higher harmonic amplitudes, both averaged over the plate 
surface and measured at a point far from the defect and at the site of the defect, on the fundamental frequency 
amplitude are studied. A threshold character of the higher harmonic generation and a power-law behavior of 
their amplitudes are revealed, the latter feature being unconventional for the nonlinearity associated with the 
anharmonicity of the crystal lattice of the material. The possibility of locating the distribution of individual de­
fects from the measured spatial distribution of structural nonlinearity in the material under study is experimen­
tally demonstrated. The results of the experiments are explained in terms of the bilinear medium model.
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