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Рассмотрена задача о рассеянии нулевой осесимметричной моды кольцом одинаковых равноуда
ленных друг от друга монопольно-дипольных резонаторов, установленных в сечении широкой круг
лой трубы. На основе полученного решения сформулированы требования к системе резонаторов, 
обеспечивающих полное поглощение нулевой моды в этой трубе.
PACS: 43.20.Mv

В работе [1] было исследовано рассеяние и по
глощение звука резонатором монопольно-ди
польного типа в узкой трубе. Он представляет со
бой сферический сосуд с горлышком (резонатор 
Гельмгольца), присоединенный стерженьком к 
стенке трубы. Радиус сферического сосуда и дли
на стерженька малы по сравнению с длиной зву
ковой волны. Фактически этот резонатор пред
ставляет собой комбинацию монопольного и ди
польного резонаторов, расположенных в одной 
точке. Рассеянные поля монопольного и диполь
ного типов, создаваемые этим резонатором, ор
тогональны. Показано, что при определенном 
трении (сопротивление трения равно сопротивле
нию излучения) одиночный резонатор монополь
но-дипольного типа полностью поглощает звук 
резонансной частоты в узкой трубе. Отметим, 
что при оптимальном трении одиночный моно
польный резонатор (неподвижный резонатор 
Гельмгольца [2, 3]) и одиночный дипольный резо
натор (жесткая сфера, прикрепленная стержень
ком к стенке трубы [4]) поглощают не более по
ловины энергии падающей волны. В работе [5] на 
основе решения вспомогательной задачи о рассе
янии плоской волны от безграничной решетки 
монопольно-дипольных резонаторов с трением 
получены заключения о поглощении звука этими 
резонаторами в широкой трубе с прямоугольным 
сечением. Показано, что при определенном тре
нии монопольно-дипольные резонаторы полно
стью поглощают нулевую моду резонансной час
тоты в этой трубе (многомодовом волноводе). 
Количество требуемых резонаторов можно мини
мизировать путем определенного расположения 
их в сечении трубы. Представляет интерес иссле
довать вопрос о поглощении звука монопольно-ди
польными резонаторами в широкой круглой тру
бе. Его нельзя решить методом, использованным

в работе [5], так как структуры полей в трубах с 
круговым и прямоугольным сечениями совер
шенно различны. Ниже дано решение задачи о 
рассеянии нулевой осесимметричной моды коль
цом одинаковых равноудаленных друг от друга 
монопольно-дипольных резонаторов, установ
ленных в сечении широкой круглой трубы, и на 
его основе сформулированы требования к систе
ме резонаторов, обеспечивающих полное погло
щение нулевой моды в этой трубе.

Рассмотрим круглую трубу радиусом г0 и абсо
лютно жесткими стенками, совместим ось z ци
линдрической системы координат г, cp, z с осью 
трубы. В сечении z = 0 на окружности г = гх < /*0 
разместим N  одинаковых монопольно-дипольных 
резонаторов |1, 5], угловые координаты точек 
размещения этих резонаторов равны = 2тш/М 
где /2 = 0, 1, 2, ..., N -  1). Слева на резонаторы па
дает гармоническая волна с давлением p0{z) = 
= exp(ikz), где k -  волновое число, временной мно
житель ехр(-/о)г) опускаем. Под действием этой 
волны рассеиватели (резонаторы Гельмгольца на 
стерженьках) совершают пульсирующие и осцил
лирующие колебания и создают рассеянные поля 
монопольного (/?,) и дипольного (р2) типов. Поле 
кольца монополей и поле кольца диполей полу
чим по формулам

оо
kpcNV

р , ( г ,  ф ,  z )  =  £

/1. Ч = О
х Л«Л') ( cos (nNy) exp (it,

J (nN) (t>{nN)qr l ) X  . . .  
nN) q (  1 )
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ikpcNM
, ( C <p 2(r, (p,z) = -signz £
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где Jn(C>nqr) -  функция Бесселя, C,nq -  q-й корень 

уравнения J n (^ nqr0) = 0, ^  -  J k 2- £ q , y0q =

2 1 2
-  ^ 0  (Co<?r()X In q  -  2 (Cv'o) “  Л -  l(Cw<7roVrt+ l(Ca?ro)]

2
при n 0, 5 = 7 1 -  площадь поперечного сечения 
трубы, У -  объемная скорость монополя (резона
тора Гельмгольца), М  -  момент диполя (осцилли
рующей сферы), ось диполя совпадает с осью z, р, 
и с -  соответственно плотность среды и скорость 
звука в ней, signz = +1 при z > О, signz = -1 при 
z < 0. Приведем некоторые значения величины 
Мщ -  £>nqro: Poo = 0, Цо, = 3.83, |Х()2 -  7-02, р 10 -  1.84, 
Ри = 5.33, |112 = 8.54, |120 = 3.05, р21 = 6.7, р22 = 9.96.

Полное поле равно р = р0 + р х + р2. В общем 
случае рассеянные поля р х и р2 состоят из одно- 
родных (С(„м<, <к) и неоднородных (Q(nN)q > к) мод. 
Изменяя радиус кольца и число резонаторов в 
нем, можно уменьшить число рассеянных одно
родных мод. Если в рассеянных полях р, и р2 от
сутствуют другие однородные моды, кроме нуле
вой осесимметричной моды, то монопольно-ди
польные резонаторы с определенным трением 
полностью поглотят падающую волну р0 резо
нансной частоты. При кг{) < щи = 3.83 это можно 
сделать одним резонатором, поставленным на оси 
трубы (г, = 0, N  = 1). При Д01 < кг0 < д02 это можно 
сделать резонаторами, поставленными на узло
вой окружности первой осесимметричной моды 
(У0(С01Г1) = 0), число этих резонаторов должно быть 
таковым, чтобы в рассеянных полях р , и р2 отсут
ствовали несимметричные однородные моды.

Пусть Но, < krn < Ц„2, /п(Со!П) = о, N  > N0 + 1, где 
А0 -  наивысший угловой номер несимметричных 
однородных мод в трубе без резонаторов. Тогда 
из формул (1) и (2) получим выражения

/ ч Р CNV Pl(r, (р, г) = ~ 2 5 ~ e xp (i* |z |)- i£  -

п. q
(п!\')дУ

X

X j ( nN )(t,(nN )4r i ) J ( nN )( .^ nN)4r )C O S (n N < p )  X  (3 )

х ехр(-ос(яДГ)9|г|)

р 2(г, ф, г) = -signz ikpcNM  
2 S exp(/fc|z|) -

l ( n N ) q
J ( n N ) V b { n N ) q r  1 ) J \ n N ) ( ^ ( n N ) q r ) X

где <xnq = - k * ,- штрих над суммой означает,
что суммирование производится по всем неодно
родным волнам.

Объемную скорость монополя и момент дипо
ля получим из уравнений движения (пульсаций и 
осцилляций) резонатора, расположенного в точ- 
ке г = гь ср = 0, z = 0 (все резонаторы колеблются 
синфазно). Уравнение вынужденных пульсаций 
имеет вид

mjTji + tfifU  + K,!!, = [/o  + / i + / 2]e x p ( - io 0 ,  (5)

где т , -  масса воздуха в горле резонатора, 4 ,(0  -  
смещение этой массы, Rx -  коэффициент трения, 
к, -  коэффициент упругости,/0, / , , / 2 -  соответст
венно комплексные амплитуды результирующих 
сил, обусловленных действием звуковых полей р0, 
Р\,Р2 на горло резонатора. Для малого (по сравне
нию с длиной звуковой волны) резонатора имеем 
приближенно

/о  -  -0,/?о(0) -  -С7,,

-0
р cNV 

2 S ‘ - ' Г а
п. q (niV)^Y {nN)q

X

f2 = 0, где а , -  площадь поперечного сечения гор
ла, а -  радиус сферического сосуда. Объемная 
скорость монополя равна V = a,Vj, где v, =
= 4 , (7)ехр(+/со7) -  комплексная амплитуда коле
бательной скорости.

Уравнение вынужденных осцилляций резона
тора на стерженьке под действием звукового по
ля имеет вид

m24 2 +  /?2i l 2 +  K24 2 =  [F 0 +  F , + /А  I exp (-/со/), (6)

где т2 -  масса сферического сосуда, ч 2(/) -  смеще
ние этой массы, R2 -  коэффициент трения, к2 -  ко
эффициент упругости, /-'о, Fh F2 -  соответственно 
комплексные амплитуды результирующих сил, 
обусловленных действием звуковых полей /?0, р ь 
р2 на жесткую сферу [6]. Для малой (по сравне
нию с длиной звуковой волны) сферы они равны

приближенно

Fo = -ка
р c o ~2 N  

12 S
к а  -  i 1 +

х c o s ( /7 /V (p )e x p ( -a {#ljV)̂ |z |)  к
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где а 2 = 47ха2 -  площадь сферы, v2 = Т|2 (Оехр(га)Г) -  
комплексная амплитуда колебательной скорости. 
Момент диполя (осциллирующей сферы) равен 
М = 2яa3v2.

Из уравнений (5) и (6) получим комплексные 
амплитуды колебательных скоростей v, = /(/Z, =

= -G |/Zh v2 = Fq/Z2 = -ikaGoJZZi, где Z, = \ (/?, + /?',) +

T K i
+ i — -  03(m, + w ,) ’ Z2 =

- c o (m 2 +  m 2) l  ,г д е  R\ - - R e —  =  ^  - c o n p o -
J v  j 2o

1 r / l•ги влен и е и зл у ч е н и я  м о н о п о л я , mx =  — Im —  =

p C<5\N
I '2.SC0 U-(nN)4y(nMq
n , q

k Anm (£(*v>/1 )exp(-a(̂ k/a) -

присоединенная масса монополя, R2 = -R e— =
v-

p cC2N
= (ka y—- —-----сопротивление излучения диполя.

1 Z j

, 1 , Fim2 =  — Im  —
03 V  2

pcG~->kaN r% ^ ' , 2
[ 1  +  2 ^  J ( n N )

1 2 ^ 0 3
X

x exp(-a(/IiV)̂ ) ]  -  присоединенная масса диполя. 
Полное поле равно

г/?1 R-, 1
р  =  e x p ( / f o ) - ^  + ^ s ig n z J e x p ( /A : |z |)  +

n,q

ik R\ _ ̂  sion 71
-^(nN)q^] z2slgnzj iN) г |)Х

(7)

x J(n N )(^ nN)4r )cos(nN q>)exp(-a lnN)q\z\).

Рассеянные поля монопольного и дипольного ти- 
пов, создаваемые кольцом резонаторов, ортого
нальны. Собственные частоты резонаторов при 
пульсациях и осцилляциях соответственно равны

со, = + т\) и оз2 = jK 2/(m 2 + т2) .

Пусть /?, = R\ , R2 = R2, оз, = со2. Это означает, 
что при пульсациях и осцилляциях сопротивление 
трения равно сопротивлению излучения и собст
венные частоты со, и оз2 совпадают. Тогда
-R\ R\ . i  l
—  + signz = -  [ 1 + signz ] и полное поле (7) не 

_Z, Z 2 J 2

содержит прошедшей нулевой однородной моды 
за резонаторами и не содержит отраженной нуле
вой однородной моды перед резонаторами. Это 
означает, что падающая волна полностью по

глощается кольцом из (/V0 + 1) монопольно-ди
польных резонаторов. Полное поле перед коль
цом состоит из падающей однородной моды и бес
конечного числа неоднородных мод, полное поле 
за кольцом состоит из одних неоднородных мод.

При kr0 > р02 одно кольцо резонаторов не 
может полностью поглотить нулевую моду в тру
бе. Это можно сделать при помощи (Q -  1) колец 
резонаторов, где Q -  число осесимметричных мод 
в трубе. Каждое кольцо состоит из N  одинаковых 
равноудаленных друг от друга резонаторов, 
N> N0+ 1. Резонаторы в разных кольцах могут от
личаться друг от друга, но у всех из них параметры 
Gh а 2, /?,, R2 одинаковые. Радиусы этих колец опре
деляются из требования, чтобы в рассеянном по
ле отсутствовали другие однородные моды, кро
ме нулевой осесимметричной моды. Поле всех 
колец монополей и поле всех колец диполей по
лучим по формулам

Q- 1 со

Л - 1  #  -  I
kpcN

х

S = I

Гб-1
У ,  ^  J(nN)(£>(nN)qrs)

-s  =  1

X

*J(nN)( (̂nN)qr) Х
( 8)

х cos(n/Vcp)exp(/<;(,ljV)</|z|),

Q- 1

p 2 = X  p,-s) = _si§nz X
s = 1 П. q  = 0

ikpcN
2 - ^ У  ( nN) q

X

Q-
]J\nN)(£>{nN)qrs)

s  =  1

J(nN)('9 (nN)qr ) X

x cos (/7 /V(p) exp (/^(niV)(? |z|),

где Vs) и M(s) -  соответственно объемная скорость 
монополя и момент диполя из .v-ro кольца радиу
сом г5. При падающем поле pQ(z) объемная ско
рость \л" выражается через следующие величи
ны: Z|o‘ = [/?, + /(к,/со -  0)m,)](j) -  механический им-

Z  (.?.?) о, -  комплексный импеданс

излучения монополя. Z\sl) = z \h) -  взаимный им
педанс монополей. Аналогично, момент диполя
М[я) выражается через величины: Z2q = [R2 + 
+ i(k2/co -  озш2)) -  механический импеданс диполя,
Z2's) -  комплексный импеданс излучения диполя,

Z 2l) = Z2b) -  взаимный импеданс диполей. Резо
нанс в s-м кольце монопольных рассеивателей
происходит при частоте сз(,л), определяемой из

уравнения Im[Z,o + Z(,w> ] = 0. Резонанс в
.v-м кольце дипольных рассеивателей происходит
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при частоте со2 > определяемой из уравнения

Im| Zjo + Z (f  ] = 0. Выберем радиусы колец 
таковыми, чтобы выполнялись соотношения

Р = Ро+ Р 1 + ^2 = ехр(гДг) -

R f . R$ 
----------— + sig iu--------- —
(Я,+ /?,*•) (R2 + Rt)

exp(/£|z|) +

£-i
Х Уо(СогО  =  0, * =  1 , 2 , 3 , . . . , ( 6 - 1 ) .  (10)

S =  1

Подбором параметров резонаторов в кольцах 
можно совместить резонансные частоты оУ,4 = (ои

(02л> = оь. При со = со, = о>2 и при выполнении соот
ношения (10) имеем выражения

+ ij/(r, (p,z),
где \|/(г, ср, z) -  сумма рассеянных неоднородных 
мод. При /?, = R ’{ , R2 = /?2 полное поле р  не со
держит прошедшей нулевой моды за резонато
рами и не содержит отраженной нулевой моды 
перед резонаторами. Это означает, что падаю
щая нулевая мода р{) полностью поглощается 
системой из (N0 + 1 )(Q -  1) монопольно-диполь
ных резонаторов.

R e ^ ' z ^  =
/ = 1

v (sl =

R? = Re £  Z<s,) = ^ k a y o \ N { Q -  1),
l = 1

M<s) = - i k a c l / 6 (R 2 + R?).

Подставляя V5) и Л/(5) в формулы (8) и (9), получим 
рассеянные поля Р, и Р2 Согласно соотношениям
(10), при одинаковых объемных скоростях V s) и 
при одинаковых моментах MKS) эти поля не содер
жат других однородных мод, кроме нулевой моды 
(п = q = 0). Полное поле равно
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A bstract—The problem on the scattering of a zero-order axisymmetric mode by a ring of equally spaced iden
tical monopole-dipole resonators positioned in the cross section of a wide circular pipe is considered. The so
lution to the problem is used to formulate the requirements for a set of resonators that provide a complete ab
sorption of the zero-order mode in the pipe.
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