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Рассмотрена задача о рассеянии рэлеевской волны цепочкой одинаковых близко расположенных 
друг от друга монопольно-дипольных резонаторов с трением. Определены значения параметров ре­
зонаторов. обеспечивающих непропускание рэлеевской волны. Сформулированы условия, при вы ­
полнении которых дипольные резонаторы значительно эфф ективнее отраж аю т рэлеевскую  волну, 
чем монопольные резонаторы.
PACS: 43.20.Gp, 43.35.Pt

Простейшим резонатором для рэлеевской вол­
ны является пружина с грузом. Такой резонатор, 
расположенный перпендикулярно границе звуко- 
провода и присоединенный к нему пружиной, яв­
ляется резонатором монопольного типа, он реа­
гирует на смещение границы звукопровода. В ра­
ботах [1-4] была решена двумерная задача о 
рассеянии рэлеевской волны монопольным резо­
натором и было показано, что на резонансной 
частоте модуль коэффициента отражения может 
достигать значения ~0.5. Представляет интерес 
исследовать закономерности рассеяния рэлеев­
ской волны монопольно-дипольными резонато­
рами. Простейшим таким резонатором является 
конструкция из двух пружин с грузами, присоеди­
ненных общим жестким (неизгибающимся) стер­
женьком к звуконроводу, по которому бежит рэ- 
леевская волна. Одна из этих пружин расположе­
на перпендикулярно границе звукопровода и 
является монопольным резонатором, реагирую­
щим на смещение границы звукопровода, другая 
пружина с грузом ориентирована по направле­
нию распространения рэлеевской волны и явля­
ется дипольным резонатором, реагирующим на 
наклон ( производную смещения) границы звуко­
провода [5]. Ниже решена задача о рассеянии рэ­
леевской волны цепочкой одинаковых близко 
расположенных друг от друга монопольно-ди­
польных резонаторов с трением. Показано, что 
дипольные резонаторы значительно эффектив­
нее отражают рэлеевскую волну, чем монополь­
ные резонаторы. Определены значения парамет­
ров резонаторов, обеспечивающих непропуска­
ние рэлеевской волны.

Рассмотрим однородное твердое полупро­
странство z > 0 со свободной поверхностью z = 0.

К ней на оси у присоединены одинаковые близко 
расположенные друг от друга монопольно-ди­
польные резонаторы. “Размажем” эти резонато­
ры по оси у  и будем характеризовать резонанс­
ную систему параметрами, отнесенными к едини­
це длины по оси у. На рис. 1 дано сечение 
твердого полупространства с резонаторами плос­
костью xz, на нем изображено: /  -  вертикальная 
пружина с погонным коэффициентом упругости 
к,(1 -  /£|), 2 -  горизонтальная пружина с погон­
ным коэффициентом упругости к2( 1 -  /е2), £| и £2 ~ 
погонные коэффициенты диссипации, т ,  и т2 -  
погонные массы монопольного и дипольного ре­
зонаторов. 3 -  жесткий соединительный стерже­
нек длины L и толщины 2а, 4 -  твердое полупро­
странство. Поле в твердой среде будем характе­
ризовать скалярным и векторным потенциалами 
ф и ц/ [6]. В двумерной задаче, когда движение не

Р и с . 1. Монопольно-дипольный резонатор для рэле­
евской волны.
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зависит от координаты у, у векторного потенциа­
ла будет отлична от нуля только компонента по 
оси у; эту компоненту обозначим просто через ф. 
Пусть на резонаторы падает гармоническая по­
верхностная рэлеевская волна с потенциалами

V о =  ~ i A

<Ро = Лехр[-$ог + «(5о*-юО).
2̂ о<?о

(£о + л'о)
e x p [-5 0z + ( 1)

где -  корень уравнения Рэлея

Z)(£) = 4 £ V - ( £ 2 + s2) = 0, (2)

q = -  к] , Req > 0, \mq < 0,s=  Jc,2 -  к] , Res > 0,
Ims < 0, q0 и s0 -  значения величин # и s при ^ = J;0, 
к I = со/с/, A'r = co/t*,, с, и c, -  скорости продольной и 
поперечной волн, со -  круговая частота. Под дей­
ствием волны (<р0, \(/0) резонаторы колеблются и 
создают в твердом полупространстве рассеянное 
поле (<р, у), полное поле равно {(ф + ф0), (ф + ф0) ).

Обозначим через ux(t) -  смещение груза тх по 
оси z от положения равновесия и через и20) -  сме­
щение груза т2 по оси х от положения равновесия. 
Уравнения движения грузов имеют вид

= -F ( t ) 9 m2u2(t) = -/(Г ), (3)

где силы F(t) иfit)  определяются по формулам 

F(t) = к,(1 -/e,)[w ,(/)-V K (r)],

Э W ( t y  (4)
П О  = К2(1 - /£ , ) u2{ t ) - L

дх

W(xy z, 0  -  смещение частиц среды по оси z в пол- 

ном поле {(Ф + Ф„), (Фо + ¥) К W (г) = W (х, 0,

. d\V(t) 1 fa dW (x, 0, /) , t)dx и = — J ^------у----- '-ах -  усредненные

смещение и наклон границы на площадке соеди­
нения жесткого стержня и твердого полупро­
странства (z = 0, \х\ < а < 1 /kt). На верхний конец 
стержня действует по оси z сила F(t) и по оси jc си­
ла fit). Сила F(t) равномерно распределяется по 
площадке \х\ < а границы, сила Д/) создает изгиба­
ющий момент МО) = Lfii) на этой площадке. При 
гармонической падающей волне (1) нормальную 
силу и изгибающий момент можно представить в 
виде F0) = F0exp(-icorX МО) = M0exp(-i(Ot), где F0 и 
М() -  соответственно комплексные амплитуды си­
лы и момента.

Рассеянное поле в твердой среде удовлетворя­
ет уравнениям Дф + к] ф = 0, Дф + к] ф = 0 и гра­
ничным условиям {g~I- = o = -p(x)F0) -  p 2(x)M 0\

Ia ^th = o = гДе с">ik -  компоненты тензора напря-
1 3  V Гажений,р,(х) = — ,р 2(х) = —  . |х| < а; Г x p 2{x)dx = 1;

Аа 2 a J
Р\{х) = р2{х) = 0, \х\ > а. Его получим методом 
Фурье [7, 8]. Оно равно сумме рассеянных полей, 
создаваемых монопольными и дипольными резо­
наторами ф = ф} + ф2, ф = ф, + ф2, где

оо

Ч>1
pc,

о о

Vi = - п Щ
pc ,

D& )

j  7 к м ехр(_ s z +

ехр(- cjz + iqx)dx,

(5)

D&)
—ОО

Ф2 = J ^ехр(- qz + i& )dx,
^   ̂ — о о

(6)

V 2 =  - | 2 ^ J * 2( 0
pc,

exp{ - sz +i^x)di,.

р -  плотность среды. Величины #,(£) и #2©  опре­
деляются по формулам

а

s , ( «  = P,(x)c*p(-Hi*)dx =
-а

u

8г(&) = 2~ | / ь ( * ) ехp(-it,x)dx =
-а

3 (/<;) Г r s in (ta )  ---------v- ^  c o s (^ a ) -  7
м У  L2 к ы m  J ’

При (qa) 1 имеем приближенно #,(^) =
2 k  9

*>® - ^
Смещения по оси z при z -О в  нолях (ф0, ф0), (ф,, 

Ф1), (ф2. ф2) получим по формулам

w0(x, 0, /) = Вехр[г(^0х-сог)1,

В = k]q0A ! { ^  + sl),

vt, ( x, 0, 0  =  J g , ( q ) ^ ^ e x p ( ^ x ) < / q ,

2 00

n’2(.v, 0, /) = \  g2( $ ) j fh e * P (*&)&>•
р С, J
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Смещение по оси г при г = 0 в полном поле (ф0 + 
+ ф, + ф2, ф„ + ф| + ф2) равно W(.v, 0, 0 = w0(x, 0, г) + 
+ и',(х, 0, г) + w2(x, 0, t). Усредненные по площадке 
Ы < а смещения и их производные равны

щ  = Вехр(-г'сог). г^0Вехр(-г(О/),

Эх Рс, D& )

W = h'o + h'j. Э W
Эх

Э VV*0 Эи*2 
Эх Эх

Амплитуды F0 и А/() подберем таким образом, 
чтобы удовлетворялись соотношения (4). Соглас­
но уравнениям (3) смещения грузов будут

=
F(t)

/77, СО
и2( О = М(П

Lm, со2’

поля ортогональны. Резонанс монопольного рас­
сеяния происходит при частоте со,, являющейся 
решением уравнения Im(K10 + Ku) = 0. Резонанс 
дипольного рассеяния наступает при частоте со2> 
удовлетворяющей уравнению Im(2^0 + Z22) = 0. Ве­
личины Re К,, и ReZ22 характеризуют средние за 
период мощности рассеянных монопольного и ди­
польного полей. При kfCi <  1 эти величины равны 
приближенно Re Ки = Yv + YK, ReZ22 = Z v + ZR, где

•/ з ‘

2npc, J D($) S
> 0 ,

k 3,q Q
P cO ’(^o)

.,3 *' t 2

2rtPc, J D ( ^
Л

P cO ’C^o)
>0.

Подставляя величины W, y y , и,(0, Иг(0 в соотно­

шения (4), получим искомые амплитуды силы и 
момента
F0 = /соВ/(У10 + Гп), Л/0 = -о >̂ 0£ /(Z 20 + Z22), (7) 

где обозначено

_______ ® _______ ]

K , ( l  - i £ , ) J ’

Y20 = L Z ,„  = i20 . ( - ELoom, k2( 1 - is2)J

К
= -ixow ./Fd) =

3w2 e
-ico^r—VM(/) = 2tc—  

Эл- pc,

K|0 и K20-  проводимости монопольного и диполь­
ного резонаторов. При kfi <  1 вещественные 
компоненты величин К,, и Z22 практически не за­
висят от толщины жесткого соединительного 
стерженька, мнимые компоненты этих величин 
существенно зависят от его толщины.

Рассеянные поля монопольного и дипольного 
типов получим соответственно по формулам (5) и 
(6) при подстановке амплитуд F0 и М0 в них. эти

Мощности, уносимые объемными и рэлеевскими 
волнами монопольного и дипольного полей, по­
лучим по формулам

Q w  = \ y v\f £ ,  q ir =

Q2v = \ z v\m 0\2, q ir = l- z R\MQ\2.

Мощности, поглощаемые монопольным и ди­
польным резонаторами, соответственно равны

Qid = \  W -  Qid = \ z d\Mn\2, где Yd = Re F,0, 

z„ — ReZ20.
В формулах (5) и (6) интегралы вычислим ме­

тодом перевала. Интегралы но перевальному 
пути дают объемные цилиндрические волны, 
вычеты в полюсах £ = и s  = -so, где So -  корень 
уравнения D(^) = 0, дают рэлеевские волны, бе­
гущие соответственно в положительном и отри­
цательном направлениях оси х. Скалярный по­
тенциал рэлеевских волн в полном поле получим 
по формуле

{фо + (ф, + ф 2)к} ехр(/£0л-)- г у к
иУ ю + У п)

+ signx R
(Z20 + Z22)_

ехр(-*У х|) >ехр(- q0z -  icor),
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Рис. 2. Зависимости Yj (□) и Y2 (о) от коэффициента 
Пуассона v.

Рис. 3. Зависимости — Vj(со() (о) и V2(io2) (о) от коэф­
фициента Пуассона v для резонаторов без диссипа­
тивных потерь.

где |а*| > а , sign* = +1 при * > О, sign* = -1 при * < 0. 
Коэффициенты отражения и прохождения рэле- 
евской волны соответственно равны

V«o) = - [  

Г(со) = 1 - [

R R

(^10 + ^11) (^20 + ^ 22)]•
(8)

R

( К . О + У , , )  ( Z 20

___ I
+ Z22)J

Для монопольных (m2 = 0) и дипольных (т , = 0) 
резонаторов эти коэффициенты получим по фор­
мулам

V,«o) = Yr
(У.0 +У1 1 )<0,

7,((0) = 1 + V,(G>) = 1 -
(Т10 + Уп)п

(9)

V2(co) = (Z2 0  + Z22)>0,

Г(со) = 1 -  V2(co) = 1 - к
(Z20 + Z22) ‘

(10)

Для монопольно-дипольных резонаторов коэф­
фициенты отражения и прохождения (8) можно 
представить в виде V(co) = V,(co) + У2(со), 7(со) = 1 + 
+ V|(G>) -  V2(co). На резонансных частотах форму­
лы (9) и (10) можно преобразовать к виду

V,(co,) = ~ [ l + ( Y d+ Y v)/YRr l =

= - [ l + ( G i d + e ,v ) /G i* r '< 0 ,

ГДсо,) = 1 + V,(<»,),

V2(co2) = -[1+(Z„ + Zv)/Za 1 =
-  -n + (G 2 *  + G 2 „ y & * r‘ >0,

T2( 0)2) = 1 + V2(w2).

При (о = со, = (X>2 коэффициенты V и T  равны соот­
ветственно [V,(co,) + ^2(о>2)] и [1 + У,(со,)-  V2(uh)]-

Величины у, = YJYr = Q J Q XR и у2 = Z JZ R = 
= Qi JQ ir зависят только от коэффициента Пуас­
сона v, эти зависимости даны на рис. 2. Они дают 
отношение мощностей, уносимых рассеянными 
объемными и рэлеевскими волнами. Для диполь­
ных резонаторов это отношение существенно 
меньше, чем для монопольных резонаторов. По 
этой причине дипольные резонаторы значитель­
но эффективнее отражают рэлеевскую волну, 
чем монопольные резонаторы. На рис. 3 даны за­
висимости -^(со,) и У2(со2) от коэффициента 
Пуассона v для резонаторов без диссипативных 
потерь (Yd = Zd = 0). На резонансной частоте ко­
эффициент V2 значительно превосходит (—V,) при 
любом v, V2 > 0.8 при v < 0.17. Для резонаторов 
без диссипативных потерь разность коэффициен­
тов отражения V2 и V, всегда больше единицы, 
трение в резонаторах уменьшает эту разность. 
При выполнении соотношения (yj + YJYR)(у2 + 
+ ZJZR) = 1 имеем (V2-  V,) = 1 и коэффициент про­
хождения Г = 1 + V, -  У2 обращается в нуль, резо­
наторы не пропускают падающую рэлеевскую 
волну.

Пусть (Yj + YJYr) = (у2 + ZJZR) = 1. Тогда V2 = 
= -V \ = 0.5 и коэффициенты V и Т  одновременно 
обращаются в нуль. Резонаторы не отражают и 
не пропускают падающую рэлеевскую волну. 
Энергия этой волны частично уносится рассеян­
ными объемными волнами и частично переходит 
в тепло. Согласно графикам, приведенным на 
рис. 3. это можно реализовать только при v < 0.2.

Потенциалы рассеянных объемных цилиндри­
ческих волн от монопольных и дипольных резо­
наторов представим в полярных координатах

(г, 0), г = Jx~ + z , х  = rcos6, г = rsin0. При ktr >  1 
получим следующие выражения
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<р lv f o e .o  =
(Z20 + Z22)(p2v(/'- 6. ?) 
(Е,о+ Уп ) kfc0cos6

Jik,B

72псор(У10+ У,,)

[1 - 2 ( c(cos0/c, ) '] i4 .
D(A:,cos0)

kt sin0 x

x je x p f/X ^ r-  со/)].

v|/lv(r, e ,o  =
(Z2Q -f Z22)VK2v(r t Q> 0  
(У10+ Уп ) A:^ocos0

7 2 тшр(У10+ Fn )

1

D (k.c  os0)
x

x -ex p [/(£ ,r-co r)] .

В этих формулах выражения в фигурных скобках 
характеризуют угловую зависимость полей <plv. и 
\|/Iv, модули этих выражений дают диаграммы на­
правленности объемных продольной и попереч­
ной цилиндрических волн от монопольных резо­
наторов. Модули этих выражений, умноженные 
на |cos0|, дают диаграммы направленности объ­
емных продольной и поперечной цилиндрических 
волн от дипольных резонаторов.

При расчете дипольного поля (ф2, ф2) было 
учтено действие только момента M(t) = Lf[t) тан­
генциальной силы ДО- Сформулируем условия, 
при выполнении которых поле, создаваемое 
тангенциальной силой/(0 , мало по сравнению с 
полем, создаваемым моментом этой силы. Со­
гласно [9], амплитуды смещений частиц по осям х 
и z в рэлеевских волнах, возбуждаемых одинако­
выми тангенциальной (=) и нормальной (_1_) сила­
ми, удовлетворяет соотношениям | =

= | W(xq7  \V\fy' | = ~ 0.6. Отношение ам­
плитуд смещений в рэлеевских волнах, возбуж­
даемых моментом M(t) = Lf(t) и нормальной си­
лой fit), равно \W{£ ]/  \ = ^(>L. Следовательно.

|И # / И # |  = ~ 0.6/(§oL). При
выполнении соотношения 0.6/(^0L) 1. т.е. при

L >  0.1 л*. поле тангенциальной силы мало по 
сравнению с полем момента этой силы и им мож­
но пренебречь.

Вопрос о преобразовании и поглощении упру­
гих волн в твердом теле при отражении от нагруз­
ки импедансного типа был исследован в работах 
[ 10- 12] .
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Scattering of a Rayleigh Wave by Monopole-Dipole Resonators
A. D. Lapin
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Abstract—The problem of scattering of a Rayleigh wave by a chain of identical closely spaced monopole- 
dipole resonators with friction is considered. The values of resonator parameters that provide the rejection of 
the Rayleigh wave are found. The conditions under which the Rayleigh wave is much more efficiently reflected 
by the dipole resonators than by the monopole ones are detennined.
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