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Приводятся результаты разработки модели формирования динамической жесткости биологиче
ских тканей, регистрируемой в экспериментах по вдавливанию в ткани перпендикулярно поверхности 
круглого плоского колеблю щ егося диска при наличии контакта с поверхностью не только диска, но 
и неподвижного корпуса измерительного устройства. Записаны аналитические выражения в виде 
квадратур для динамической жесткости тканей в модели полупространства, на поверхности которо
го заданы смещения. Выполнены численные расчеты и установлено соответствие эксперименту 
эффектов, связанных с фиксацией поверхности тканей корпусом измерительного устройства.
PACS: 43.80.-n, 43.40. Yq, 87.19.Rr.

В связи с активным развитием в последние го
ды ультразвуковых и ЯМР способов визуализа
ции сдвиговых упругих параметров биологиче
ских тканей 11, 2] наблюдается повышенный 
интерес к различным контактным способам из
мерения модулей сдвиговой упругости и сдвиго
вой вязкости тканей, в том числе, к способам их 
определения на основе регистрации механиче
ских передаточных (импедансных. жесткостных) 
характеристик методом вдавливания колеблю
щегося штампа (диска) [3, 4]. Для определения 
вязкоупругих модулей тканей по их импедансным 
характеристикам необходима физическая модель 
взаимодействия колеблющегося диска с тканями, 
воспроизводящая экспериментально наблюдае
мые свойства. К настоящему времени можно вы
делить три основных подхода к разработке таких 
моделей. Первый подход [3-6] основан на при
ближенной замене импеданса тканей при взаимо
действии с круглым, плоским в плане поршнем, 
колеблющимся на поверхности, на импеданс тка
ней при взаимодействии с эквивалентной сферой, 
колеблющейся внутри безграничной среды. Вто
рой подход [7-9] основан на строгой постановке 
динамической контактной задачи о колебаниях 
диска на поверхности тканей со смешанными гра
ничными условиями на поверхности. Третий под
ход [4, 10-14] связан с постановкой этой динами
ческой контактной задачи в приближении сило
вого источника.

поверхности объекта но кругу фиксированного 
радиуса, вне которого поверхность является сво
бодной. В экспериментах возможна ситуация, ко
гда тканей касается не только колеблющийся 
диск, но и окружающий его неподвижный корпус 
измерительного устройства. Такая измерительная 
схема дает определенные преимущества, так как 
позволяет крепить датчик не на внешние коорди
натные устройства, а непосредственно на исследу
емый объект (тело человека). При этом снижают
ся ограничения на движения человека, и легче 
обеспечивается стабильность контакта штампа с 
тканями. Данная работа посвящена теоретическо
му рассмотрению такой измерительной схемы.

Если модели с силовым источником колеба
ний |4, 10-14] основаны на задании на поверхнос
ти тканей граничных условий по напряжениям 
(нулевые вне диска и ненулевые под ним), то опи
сание измерительной схемы с контактом корпуса 
устройства вне диска может быть проведено при 
задании на поверхности тканей граничных усло
вий по смещениям (нулевые вне диска и ненуле
вые под ним).

Общее выражение для силы реакции тканей, 
действующей на диск радиуса я, может быть запи
сано в виде

а <■>

F  = ^  a zz( г, 0 ) 2 п  г  d r  = 2 n ^ o zz( k , 0 ) k d k x

о о (1)
а «*»

х j j {)(kr)rdr = 2na jczz(k, 0 ) J l(ka)clk.
о о

Все перечисленные выше модели соответству
ют экспериментальной ситуации, когда колеблю
щийся поршень с плоским основанием касается
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З д есь  А — п ар ам етр  п р ео б р азо ван и я  Х ан келя; У0(Аа) 
п J }(k a ) - ф у н кц и и  Бесселя; 6 :_ (А .О )-о б р аз  Х анке- 
ля о т  н ап ряж ен и я  o ;:(r, z) на поверхности  г = 0.

О б щ и е  со о тн о ш ен и я  д л я  о б р а зо в  Х ан келя  от 
см ещ ен и й  в м н о го сл о й н о й  упругой  среде приве
дены  в  р а б о т е  [15]. С и стем а  гр ан и ч н ы х  условий 
на п о вер х н о сти  п о л у п р о стр ан ств а  г  =  0  из них за 
п и сы вается  в след у ю щ ем  виде:

- к :Л 2( к ) - к , В 2( к )  = U°z( k , 0 ) ,  ^

- k K , A 2( k ) - k B 2( k )  =  U'r( k ,  0 )  = 0.

Зд есь  Д 2(А) и В2(А) -  п р о и зв о л ь н ы е  ф ун кц и и , к о то 
р ы е  вх о д ят  в о б щ е е  р е ш е н и е  во л н о во го  у р авн е

ния: п а р а м е т р  к , =  J k : -  А," о п р ед ел я ется  во л н о 
вым ч и сл о м  волн о б ъ е м н о й  сж и м аем ости  к::

и "  {к, 0) и и \  (А. 0) =  0 -  о б р а з ы  Х ан к ел я  0 -го  и 
1-го п о р я д к а  о т  о сев ы х  и р ад и ал ьн ы х  ком п он ен т 
см ещ ен и й  п оверхн ости . О с е в ы е  к о м п о н ен ты  бу
дут п р и н и м аться  о т л и ч н ы м и  о т  нуля под диском, 
а р ад и ал ьн ы е  см ещ ен и я  б у д у т  сч и таться  равны м и 
нулю  н а всей  п оверхн ости .

О б щ и е  со о тн о ш ен и я  д л я  о б р а зо в  Х ан келя  от 
н ап р яж ен и й  в м н о го сл о й н о й  уп ругой  среде та к ж е  
при веден ы  в р а б о те  [15). В ы р а ж е н и е  д л я  о б р аза  
н ап ряж ен и я  на п о вер х н о сти  п олуп ростран ства  
отсю да зап и сы в ается  в виде

о :.(А%0) =  2рА 2к ,Л 2(А) +  ц(А 2 +  к 2)В 2(А), (3)

где р  -  м одуль сдвига среды ; п а р а м е тр  к г = J k “ -  А," 
о п р ед ел яется  в о л н о в ы м  ч и сл о м  волн  сдвига Аг. 
П о д ставляя  в (3) р еш ен и е  си стем ы  уравнени й  (2) 
и п од ставляя  р е зу л ь т а т  в ф о р м у л у  (1), получаем  
для си л ы  р е ак ц и и  сл ед у ю щ ее  вы р аж ен и е :

27U /|iJ

о

К/(К/ к  ) , /х ч 77°( I г \ \ л— ------------./ ,(А я )£ /г(А, 0 ) а к .
А" -  К/К,

О с е в ы е  см ещ ен и я  п о вер х н о сти  п ол у п р о стр ан 
ства м о гу т  б ы т ь  зад ан ы  ан ал и ти ч еск и , наприм ер, 
в след у ю щ ем  виде

U о, г < а .

и Л г ,  0 ) = Ч1 + С1<Г< I) ,
(б)

0 , г >  Ь.

Т ак ая  ф у н к ц и я  о б е с п е ч и в а е т  п лавн ое  со п р яж е
ние ам п л и ту д ы  к о л е б а т е л ь н о г о  см ещ ени я U{] в 
о б л асти  под д и ско м  радиуса а  с нулевы м  к о л еб а 
т е л ь н ы м  см ещ ен и ем  иод н еп о д ви ж н ы м  корпусом  
с внутренним  радиусом Ь.  З о н а  сопряж ения а  < г < Ь  
с о о т в е т с т в у е т  воздуш н ом у за зо р у  м еж ду к о л еб 

лю щ имся ди ском  и корпусом , к о то р ы й  бу д ет  счи 
таться м ал ы м  по сравнению  с радиусом  а.

Расчеты  ди нам и ческой  ж естко сти  тк ан ей  К  = 
= F /U {) п роведен ы  по ф о р м у л е  (4) численно, вк л ю 

чая вы чи слен и я  о б р азо в  Х ан келя  (/"(А. 0) от  
ф ункции (5). Р езу л ьтаты  при веден ы  на рис. 1а. 16 
вм есте с р езу л ьтатам и  ан ало ги ч н ы х  р асч ето в  в 
модели с си ловы м  и сточн и ком  колебани й . В рас
см атриваем ой и зм ер и тел ьн о й  схеме п редсказы 
вается увеличени е дей стви тельн ой  части ж ест 
кости (R e/ 0  в н и зко ч асто тн о м  ди ап азон е, увели 
чение крути зн ы  частотн ой  зави си м ости  Rс К  и 
сниж ение дем п ф и рован и я  (ImK/co).

Д ля соп оставлен и я , на рис. 1в, 1г приведены  
результаты  со о тветству ю щ его  эксп ер и м ен та  на 
бицепсе средствам и ап п ар атн о -п р о гр ам м н о го  
ком плекса, оп и сан н ого  в р а б о те  [14]. И сп о л ьзо 
вался датчи к  им педансны х х ар ак тер и сти к  с плос
ким основани ем  в виде к о л ь ц а  с внутренним  ди а
метром 8.5 м м  и внеш ним  ди ам етром  40 м м . В 
центре о твер сти я  в основани и  имелся к о л е б л ю 
щийся диск д и ам етр о м  8 мм, к о то р ы й  в одном  
случае зн ач и тел ьн о  вы ступал  из корпуса, а в  дру
гом имел к о н тактн у ю  поверхн ость  на уровн е по
верхности основания. В обои х  случаях о бесп еч и 
валась оди н аковая  стати ч еск ая  сила давления 
диска на тк ан и , равн ая  0.2 Н  и задавали сь е г о  ш у
м оподобны е ко леб ан и я  ам п ли тудой  о к о л о  0 . 1 мм 
со спадаю щ им  сп ектр о м  см ещ ений, л еж ащ и м  в 
диапазоне ч асто т  о т  30 д о  300  Гц. Р еги стри рова
лись сп ектр ы  ускорени я ди ска  и силы  со п роти в
ления его  дви ж ен и ю  со  сто р о н ы  тк ан ей , по  к о то 
ры м находились ч асто тн ы е  зависим ости  динам и
ческой ж естко сти  ткан ей .

Видно хо р о ш ее  кач ествен н ое  со ответстви е  
рассчитанны х и эксп ер и м ен тал ьн ы х  э ф ф е к т о в . 
У величение дей стви тельн ой  части  ж естк о сти  на 
низких ч астотах  м ож но и н тер п р ети р о вать  к ак  за 
труднение д еф о р м и р о ван и я  среды  при н ал о ж е
нии ограничени й  на см ещ ен и е ее  поверхности  вне 
диска. У величение крути зн ы  частотн ой  зави си 
мости R eA \ со о тветству ю щ ее  увеличени ю  при со
единенной к  диску к о л еб л ю щ ей ся  м ассы  тк ан ей , 
является н еско л ьк о  н еож и дан н ы м , но  н аб л ю д ает
ся и на тео р ети ч еск и х , и н а  эксп ери м ен тальн ы х  
граф иках . У м ен ьш ени е дем п ф и рован и я  на т е о р е 
тическом  гр аф и к е  м о ж н о  и н тер п р ети р о вать  как  
ум еньш ение п о тер ь  эн ерги и  на излучен и е волн 
колеблю щ им ся диском , по-видим ом у, за  сч ет  по
верхностны х волн, к о то р ы е  гасятся при п о яв л е
нии к о н так та  корпуса с ткан ям и . И злу ч ен и е  волн 
объем н ой  сж и м аем ости  здесь  не м о ж ет  б ы т ь  су
щ ественны м , п оскольку  д л и н а  их волны  в ди ап а
зоне ч асто т  ЗО-З(К) Гц и зм ен яется  о т  50 д о  5 м, что  
сущ ественно п р евы ш ает  не т о л ь к о  р азм е р  и сто ч 
ника колебан и й , но и всего  исследуем ого  о б ъ е к 
та. Д лина волн ы  сдвиговы х и поверхностны х 
волн в поверхностны х ткан ях  т е л а  ч ел о в ек а  при-
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Динамическая жесткость тканей при взаимодействии с колеблющимся диском на поверхности, (а), (б) -  расчет в мо
дели полупространства с заданием напряжений (/) и смещений (2); (в), (г) -  соответствующие экспериментальные за
висимости.
Параметры модели, принятые при расчетах: р = 1100 кг/м3; С/ = 1570 м/с; ц = р0 + нор. где = 1.945 кПа. г) = 1.906 Па с: 
а = 4 мм; b = 4.2 мм.

м ер н о  на 3 порядка м еньш е, т о  есть  изм еняется от 
50 д о  5 мм. Э то  уж е сопоставим о с разм ерам и  ис
следуем ого  о б ъ е к т а  и источника колебани й , что  
о б есп еч и вает  возм ож н ость  их излучения. П р и м е
ним ость м одели  полупространства к бицепсу 
м ож но ож и дать  постольку , поскольку  сдвиговы е 
во л н ы  сильно затухаю т и их п ереотраж ен и с  от 
границ  о б ъ е к т а  не д о л ж н о  играть сущ ественную  
роль . Н а эксп ери м ен тальн ы х граф и ках  э ф ф е к т  
ум еньш ения дем пф ирования проявляется  на низ
ких частотах , но  его  частотн ая  зависим ость о к а 
зы вается  б о л ее  крутой. П о-видим ом у, за  сч ет  
торм ож ен и я  поверхности рядом  с источником  ко
лебаний все-таки происходит не то л ьк о  гаш ение 
поверхностны х волн, но и улучш ение условий из
лучения других типов волн (возм ож но, слоевы х 
мод), не учиты ваем ы х в модели полупространства.

Т аким  образом , при изм ерении динам ической  
ж есткости  ткан ей  датчи кам и  с колеблю щ и м ся 
ш там пом , не вы ступаю щ им  из корпуса, сущ еству
ю т зн ач и м ы е э ф ф е к т ы , связанны е с влиянием  
корпуса. Д ля оценок м одулей упругости и вязкое- 
in  по результатам  таки х  изм ерений необходим о 
и сп ользовать  модели, учи ты ваю щ и е э т о  влияние. 
В частности , м ож ет б ы т ь  использована и модель, 
предлож ен н ая в данной работе .

П рограм м ное обеспечение аппаратн о-п рограм 
много к о м п л екса , средствам и к о т о р о го  п олучен ы  
приведенны е эк сп ер и м ен тал ьн ы е  д а н н ы е , р азр а 
ботан о  Е .В . Е р ем и н ы м .
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A bstract—The results of developing a model that describes the formation o f the dynamic stiffness 
cal tissues are presented for the case where the dynamic stiffness is measured by pressing a circular 
ing disk into the tissue normally to its surface while both the disk and the stationary frame of the 
device are in contact with the tissue surface. Analytical expressions in quadrature form are derived 
namic stiffness of tissues by using the model o f a half-space with preset displacements of its surface, 
calculations are performed, and the agreement with the experiments is demonstrated for the effects 
the tight contact of the tissue surface with the stationary frame of the measuring device.
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