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Приводятся результаты исследования распространения волн в слабо связанных акустических слоях 
с жесткими границами. Используется метод согласования асимптотических разложении решений 
краевых задач. Построены диаграммы направленности для различных положений отверстий связи 
и направлений падения волны.
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ВВЕДЕН И Е

Задача создания акустических полей заданной 
конфигурации в слоистых структурах активно 
изучаются в последние годы в связи с практиче
скими потребностями (см. напр., II]). Следует от
метить, что больш ое влияние на характеристики 
поля, на рассеяние и поглощение звука оказыва
ют имеющиеся неоднородности, даже локализо
ванные в малой пространственной области. Ис
следованию акустического рассеяния на таких 
препятствиях при наличии границ посвящено 
много работ [2, 3, 4 , 5]. Большой интерес пред
ставляет разработка методов расчета нолей (см., 
напр. 16]), описание возможной локализации [ 1 ] и 
способов управления структурой поля. Один из 
важных случаев локальной неоднородности -  на
личие малых отверстий в границе. К этому классу 
систем относятся, в частности, волноводы с под
соединенными через малые окна резонаторами 
(резонаторами Гельмгольца), которые использу
ются для поглощения звука определенных (резо
нансных) частот [7]. Для расчета подобных си
стем используют разнообразны е методы (числен
ные, методы интегральных уравнений, Римана- 
Гильберта и др.) и различные математические 
модели (см., напр., 18]). Однако резонансные эф 
фекты в слоистых структурах наблюдаются не 
только при подсоединении резонатора, но и про
сто при наличии отверстия. Анализу такой задачи 
об акустических слоях, связанных через малые 
отверстия, и посвящена данная статья. В частно
сти, в работе получена асимптотика квазисоб- 
ственной частоты, изучена задача рассеяния 
плоской волны, найдены диаграммы направлен
ности при различных положениях отверстий свя
зи. Используется метод согласования асимптоти
ческих разложений решений краевых задач 19],

модификация которого для случая возмущения 
непрерывного (а не дискретного, как в [9]) спек
тра разработана авторами [10]. Рассмотрен слу
чай граничного условия Неймана, для которого 
ранее не имелось ни асимптотик, ни оценок ква- 
зисобственных частот. В случае условия Дирихле 
уже были получены оценки 111 ] и асимптотики
[12] собственных частот.

КВАЗИСОБСТВЕННЫ Е ЗНАЧЕНИЯ
Рассмотрим систему двух акустических слоев 

12- шириной d t  с жесткими границами, связанных

через п малых отверстий различной формы со‘( =
= асof/ (преобразование подобия с коэффициентом а 
из набора оУу, q -  1, ..., /г), область со'1' радиуса 1, 
центры отверстий в точках л*'', хЗ е  {(л,, дг2, 0), л*, е  
е  R |, расположенных на границе слоев. Форма от
верстий определяет гармоническую емкость

(коэффициент при г"1 в асимптотике на бесконеч
ности решения уравнения Лапласа, обращающе
гося в 1 на площадке со') [13].

Для определения квазисобственного значения 
необходимо решить уравнение Гельмгольца с 
граничными условиями Неймана в соответствую
щей области:

Д\|/ + Г \ |/  = 0 , ^  -  0. (1)
дп  ап

Нижняя граница непрерывного спектра операто
ра Лапласа (-А) с граничными условиями Нейма
на равна нулю (для условий Дирихле она больше 
нуля). Мы рассмотрим квазисобствеиные значе
ния к~, близкие ко второму порогу n2d~J (для 
остальных порогов анализ аналогичен). Точнее,
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найдем коэффициенты т, и т2 в следующем  
асимптотическом разложении, где малый пара
метр а  (то. что вид разложения выбран удачно, 
выясняется при проведении согласования асимп
тотических разложений):

In 1 — k ad +  = т ,а  + т2д “ + . . . .  (2)

Функция Грина для уравнения Гельмгольца с гра
ничным условием Неймана для слоя в трехмер
ном пространстве известна:

G ((.v,, х 2, дг3), (v 1 ? у2 » У г \  к )  =

с о

= 1
о^ (5 , ,о+1) d ±

X^Kfl У3 Л/ 1  
COS—:—COS'—:— X

X 4“11  H \l]( i J k :n2d~±2 -  к 2 x { -  у  | )2 +  ( x 2 -  у2)2),

где 8,ю -  символ Кронекера (8,ю = 0. при п = 0, в 
остальных случаях 8/Ю = 0), точка х  задается свои
ми декартовыми координатами л* *,, х2> л> Асимп
тотики функций Грина в окрестности особенно
сти для спектрального параметра, близкого к 
порогу, запишем следующим образом, учиты
вая, ЧТО d + >  d j

G*(x, 0, к) = - n ' d l ' \ n j K 2- k 2d l  +

+ (2 n\x\-') + g+(x ,k ) . (3)

G (x, 0, к) = (2 jcU |)"’ + g"(.v, к),

где g*(x\ к) и g~(xy к) -  функции, не имеющие осо
бенностей при х  € £i+ u  Q  и для к2 из окрестности
n 2/ d ; .

Выберем вид асимптотического разложения 
для квазисобственной функции Ч'Дл) следующим 
образом:

Ч Л * ) =

________  п \
± b 0I n '1 J n 2 -  k ] d l  а ;С /(х , х ,  ка) + £  a qG \x ,  х ч, ка) \+ х е  OrVS’̂ ,

q=\.q*i
• • • 

u \ ( x /a )  + u 2(x la )a  + ..., x e  S ‘

где S[ -  шар радиуса t с центром в центре /-го от
верстия, /;(), a q -  некоторы е коэффициенты. Сде
лаем замену переменных .v = | |̂ = р, и выделим
в полученных выражениях члены одинакового 
порядка. Процедура склеивания асимптотических 
разложений заключается в выборе функций
Uj(x/a), удовлетворяющих уравнению Лапласа с
граничными условиями Неймана и таких, чтобы  
члены соответствующих порядков в асимптоти
ческих разложениях были равны. Для согласова
ния членов старш его порядка (чтобы найти х {)

можно взять функцию //', (£) в виде:

Для нахождения т2 выбирается обеспечивающая 
согласование коэффициентов при первой степе
ни а  функция и2 (х/а) в окрестности каждого из 
отверстий:

- ( С \я ) ~ 1т: + (2 7 ф )'1т2 + Л', 

— (27ср)'т2 +  А 1, ^ < 0,

где А 1-  некоторая константа, определяемая в про
цессе вычислений. Процедура согласования пока
зывает, что т*. является собственным числом мат-л»

рицы Г = I у,,()

- (С ш,л)'Ч, +(2 тгр)''х 

- ( 2 л р ) 'Ч 1, q< 0 .

I * $ > 0

Здесь С , -  емкость /-го отверстия. В результате для
случая п соединяющих отверстий х, дается выраже
нием (случай d+ = (L -  d  рассмотрен аналогично):

/1

i = 1

i = I

d +>d_, 

d +=  d _ -  d .

У = —T,7хСш,(5+(0, к )  +  g ~ ( 0 ,  k ) ) \ k  = K/,i',

y iq  = - x iKC(o,(G *(x, xq, k) + (n d +y ] \ n jn ~ - k 2d \  +

+ G~(x,x4,k ) ) \к = ш,.

В случае одинаковых волноводов данная матрица 
имеет вид:

У и  = - 2х1кСш‘в ( ° ’ к)\кяк1(1,

У;., = - t  [n C J G ( x \ x ' , k )  +

+ M J ~ '  In J iC  -  k 2d l  ) |t = nW(.
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З А Д А Ч А  РАССЕЯНИЯ 
В АКУСТИЧЕСКИХ СЛОЯХ

Особо интересно исследовать задачу рассея
ния плоской звуковой волны в акустических сло
ях при наличии малых дефектов (отверстий) в 
разделяющей границе. Ее изучение при помощи 
асимптотических методов имеет специфические 
черты. Если волновое число падающей волны  
фиксировано (пусть даже и близко к резонанс
ной величине ка), то  при достаточно малом а  рас
сеяния практически не будет. Поэтому соответ
ствующий член асимптотического разложения 
решения задачи рассеяния будет равен нулю, а 
значит, не содержит полезной для нас информа
ции. Чтобы обойти это  математическое преият- 
ствие, мы предполагаем, что к близко к резонан
су. и отклонение от ка характеризуется разно
стью между с и т2:

-1 / * * 7  *>
In * jn ~ -k~ d l = Тха + са~ + . . . .  (7)

При таком подходе удается использовать описан
ный выше метод согласования. Характеристикой 
рассеяния на локальной неоднородности является 
аналог обычной амплитуды рассеяния. Из-за

ограничений в поперечном направлении (ширина 
волновода) задача реально сводится к набору дву
мерных задач для каждой моды. Роль плоской

XyKll V-Kll
волны играет exp(-/A'(Vi, x)cos——  c o s -1- —, здесь

к  -  волновое число рассматриваемой акустиче
ской среды, V|| -  компонента единичного волново
го вектора, параллельная плоскости .v3 = 0. Рассе
янные волны для каждой моды на больших рас
стояниях от локального возмущения (отверстия в 
точке (у \9 js , 0)) имеют асимптотики:

х ,к п  i
Р«(У||, w„)cos — -X

где V|| и \V|| волновые векторы падающей и рассеян
ной ВОЛН В ПЛОСКОСТИХз = 0 (W|| = |Х|||_ |Х||, Xj| = (х[чх2, 0)).

Суммируя по всем модам, получаем следую
щую асимптотику решения вдали от неоднород
ности:

X  P«(yi’ w n)
e\p(i{Jn'n̂ k V  1 -  1)(i Jnln2d 1 ~ k ~ J ( x , - ) !\У  + (x 2 -  v2)2)) .v37in  у гКп

>1 = 0
2 2.-2 »-2 , ,к n k d -  1 -  1 cos

(U
cos

d.

В рассматриваемом диапазоне волновых чисел 
вклад в амплитуду рассеяния (коэффициент в 
асимптотике решения при |хц| — -  <*> перед

"1 2Ч ХЪТ1П
jc. + ,v->)cos—:— ) дает только нулевойd±

член ряда. Амплитуда рассеяния плоской волны 
на одном соединяющем отверстии имеет круго
вую симметрию и квадрат ее абсолютного значе
ния а  равен:

а  = 11 + ( / -  1 )(4nJkcT+) а , | ,
< . _ с  v 1 (g)

где а ,  = -  g  (0 , k )  + g  (0. к) + -------- .
 ̂ Kd+T]'

В случае двух соединяющих отверстий ампли
туда рассеяния имеет вид:

/ ( v ,  w ,k )  = a ,  + a 2e'k,v w)L, (9)

L = х2 -  х 1, L = |L| -  расстояние между отверстиями 
связи.

а ,  = (16 l cnd+ + С ) ехр (—/ А: (V,., L )) + ( 16 {c n d + + g*(Q ,k) + g  (0  ч к))

(8"1 cnd+ + g*( 0 ,к)  + ^ '(0 , к) + G ) (g +(0. к)  + £ ’ (0 , k ) - G ) к = к 1,1̂

(16 'сяс/+ + £ +(0 Д )  + g  (0 , Л:))ехр(—/A:(v.|, L ) ) - (1 6 " c 7 td + + G)ou =
(8- ' c n d + + g \ 0 , к) + g ~ ( 0 ,  к) + G )(^+((), к)  + g - ( 0, к) -  G ) к = Kid.

G  = G+( x \ x 2.k )  + (Kd+) ] \ n J n ‘' - k 2d l  + G ~ (x \x % k )\k  = K/d.-

ОБСУЖ ДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Для случая двух соединяющих отверстий по

строены диаграммы направленности (графики 
модуля амплитуды рассеяния в зависимости от на

правления), вид которых сильно меняется при из
менении параметров системы. Изучена зависи
мость диаграмм от расстояния между отверстия
ми связи. Результаты (для расстояний, заданных в
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Рис. 1. Зависимость диаграмм направленности от расстояния между отверстиями в системе из двух соединяющих от
верстий.

единицах ширины волновода d+) представлены на 
рис. 1, угол падения волны -  л/6. На графиках 
волна надает справа под заданным углом, а отвер
стия находятся в центре графика вдоль горизон
тальной линии рисунка.

Зависимость вида диаграммы от направления 
падающей волны при расстоянии между отвер
стиями, равной ширине волновода, показана на

90

Рис. 2. Зависимость диаграмм направленности от уг
ла падения волны на систему из двух соединяющих 
отверстий.

рис. 2 (график 1 -  угол падения 0, график 2 -  угол 
падения 7г/6. график 3 -  угол падения л/4, гра
ф ик 4  -  угол падения л/З).

Работа поддержана грантами РФФИ 05-03- 
32576 и Санкт-Петербурга.
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L. V. Gortinskaya and I. Yu. Popov

Abstract—Wave propagation in weakly coupled acoustic layers writh rigid boundaries is studied. The method 
of matching the asymptotic expansions of the solutions to boundary-value problems is used. Directional pat
terns are constructed for different positions of the coupling windows and different directions of wave incidence.
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