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С помощью метода конечных элементов рассчитаны дисперсионные кривые объемных акустиче­
ских волн в системах круглых отверстий, расположенных в соответствии с законом квадратной и 
гексагональной симметрии в изотропном упругом материале. П оказано наличие полных зон ненро- 
пускания акустических волн, а такж е наличие обратных квазипоперечных мод первого порядка. В 
гексагонально-симметричной системе отверстий обнаружены полные зоны непропускания, распо­
ложенные среди мод высоких порядков. Для волн с чисто сдвиговой поляризацией рассчитана мни­
мая часть волнового числа внутри первой зоны непропускания.
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Термин “фотонные кристаллы" появился при­
мерно в начале 90-х годов [1] для сред, в которых 
имеется периодическая система диэлектрических 
неоднородностей, приводящая к возникновению 
зон непропускания в широком диапазоне частот 
для световых или электромагнитных волн. Нали­
чие широких зон непропускания влечет за собой 
возможность эффективной локализации элек­
тромагнитных полей вблизи точечных или линей­
но расположенных дефектов, представляющих 
собой просто отсутствие неоднородностей в пери­
одической структуре. Такая локализация откры­
вает широкие возможности для применения в во­
локонной и интегральной оптике и оптоэлектро­
нике.

Для композитных материалов, в которых име­
ется периодическая система акустических неод­
нородностей, по аналогии с названием фотонные 
кристаллы появился термин “фононные кристал­
лы” [2]. В настоящее время проводятся интенсив­
ные исследования характеристик распростране­
ния акустических волн различных типов, как о б ъ ­
емных. так и поверхностных в искусственных 
двумерных и трехмерных композитных материа­
лах. В таких фотонных кристаллах как синтети­
ческие опалы [3] были обнаружены особенности 
поведения теплопроводности при низких темпе­
ратурах, связанные с прохождением акустиче­
ских фононов в таких структурах. Обнаружены  
полные зоны непропускания для объемных аку­
стических волн |4]-[5J, для поверхностных аку­
стических волн [6], продемонстрирована возмож­
ность локализации акустических волн в системах

дефектов периодической структуры [7], а также 
предсказано существование поверхностных аку­
стических волн специального типа -  волн Гуляе­
ва -  Блюштейна в искусственных композитных 
средах [8].

И нтерес к исследованию характеристик рас­
пространения акустических волн в композитных 
материалах связан с возможностью использова­
ния этих материалов в системах неразрушающего 
контроля, в ультразвуковой диагностике, в систе­
мах стабилизации и фильтрации частоты, а также 
в датчиках физических величин -  в устройствах и 
приборах, которые уже широко используются на 
практике [9 ] - [1 1].

Как правило, в расчетах характеристик рас­
пространения волн в системах “сильных" перио­
дических неоднородностей используются числен­
ные методы, такие как метод разложения по 
плоским волнам (PWE) [2] для решения задачи на 
нахождение собственных волн, или метод конеч­
ных разностей во временной области (FDTD) [41 
для решения нестационарных задач о возбужде­
нии и прохождении волн. В настоящей работе 
нами исследовано распространение объемных 
акустических волн в системе двумерных перио­
дических отверстий кругового сечения, изготов­
ленных в изотропном упругом материале, с помо­
щью метода конечных элементов (FEM, МКЕ). 
Метод конечных элементов позволяет решать за­
дачи на нахождение собственных волн наиболее 
естественным образом, поскольку все граничные 
условия сводятся к границам элементарной ячей­
ки. так что возможно решать задачи для компо-341
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зитных материалов типа упругое твердое тело -  
жидкость или газ.

В настоящей работе рассчитаны дисперсион­
ные кривые объемных акустических волн в си­
стемах круглых отверстий, расположенных в со­
ответствии с законом квадратной и гексагональ­
ной симметрии в материале плавленого кварца. 
Технология вытягивания кварцевых волокон из 
заготовок с заранее проделанными отверстиями 
позволяет изготавливать подобные фононные 
кристаллы с симметрией расположения отвер­
стий, их диаметром и периодом следования, изме­
няющимися в достаточно широких пределах, что 
делает такие структуры перспективными для 
применения в акустооптических оптоволоконных 
устройствах. Показано наличие полных зон не- 
пропускания объемных акустических волн в 
квадратно симметричной системе круглых отвер­
стий достаточно большого диаметра, а также на­
личие обратных квазипоперечных мод первого 
порядка. В гексагональной системе отверстий об ­
наружена полная зона непропускания. располо­
женная среди мод высших порядков. Рассчитана 
мнимая часть волнового числа внутри зоны не­
пропускания. Показано, что мнимая добавка до­
стигает максимума вблизи центральной частоты 
зоны непропускания, а частотная зависимость 
мнимой добавки аналогична таковой для случая 
брэгговского отражения в системе малых неодно­
родностей.

Метод конечных элементов (М КЕ) относится 
к численным методам, позволяющим рассчиты­
вать волновые поля и их характеристики в слож­
ных областях с неоднородными свойствами сре­
ды, их заполняющей. Рассмотрим вывод системы 
уравнений МКЕ из основных уравнений акустики 
упругого тела. Уравнение движения упругой сре­
ды имеет вид
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здесь р -  плотность, и, -  смещения частиц среды 
по координатным осям л*,,х2,  соответствующих 
координатам л, у  и £, Tik -  тензор напряжений. В 
уравнении (1), как и в последующих выражениях 
по повторяющимся индексам, подразумевается 
суммирование. Предполагается, что упругая сре­
да является однородной и бесконечной по оси -, и 
все волновые поля зависят только от координат л* 
и у. Считается также, что все величины зависят 
от времени как ехр(-/(Щ). так что уравнение (1) 
можно записать как

d]jk
д хк

+ рсо ~н, = 0.

В соответствии с процедурой Галеркина [I2J,
[13] для численного решения уравнения (2) поле

внутри некоторой замкнутой области представля­
ется в виде суммы ряда по линейно независимой 
системе непрерывных аппроксимирующих функ­
ций N n(x, у)

Ч„, = “У н а( х ,у ) ,  а  = 1,2, 3 , . . . .  п. (3)

Здесь множители и ,^  являются коэффициен- 
тами разложения. Умножая уравнение (2) на ап­
проксимирующую функцию с номером а  -  Na(x, у) 
и подставляя выражения для упругих смещений в 
виде (3), после интегрирования по замкнутой об ­
ласти получаем следующ ие уравнения:

s

п 2 гсЭ(Л'а7’rt)
г “ э ^ - рш “ 'ЛЧ Г  =

(4)
S

В линейном приближении тензор напряжений 
связан с тензором деформаций посредством зако­
на Гука:

Tik ~  c ikjtuji'

\ ( д  Uj ЗиЛ
где Uj/ = + — J -  тензор деформаций, a cikjl -

тензор упругих модулей. Подставляя выражение 
для тензора деформаций в уравнение закона Гука
(6) и пользуясь симметрией тензора упругих моду­
лей по перестановкам в первой и второй паре ин­
дексов, можно выразить тензор деформаций че­
рез упругие смещения

Далее с помощ ью  соотнош ения (6) выражаем 
компоненты тензора напряжений Tik посред­
ством ряда по аппроксимирующим функциям (3) 
и подставляем в уравнения (4). Заметим, что под 
интегралом в правой части (4) стоит выражение, 
которое представляет собой полную диверген­
цию некого вектора, поэтому оно может быть 
преобразовано в интеграл по границе области от  
компоненты этого вектора, направленной вдоль 
внешней нормали к границе. В результате полу­
чаем следую щ ую  систему уравнений

pco2« fJ } (y V ayVpV/5 = \ ( N aT J c ir .

Система уравнений (7) позволяет определить 

коэффициенты разложения волнового поля
внутри замкнутой области, если известны компо­
ненты тензора напряжений, направленные вдоль
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Рис. 1. Элементарные ячейки в квадратной и гексагональной симметрии расположении отверстий вместе с треуголь­
ными конечными элементами.

внешней нормали к границе этой области. В ме­
тоде конечных элементов вся область задачи раз­
бивается на достаточно больш ое количество ма­
лых областей, и система уравнений (7) записыва­
ется для каждой из этих областей. Чаще всего 
отдельные малые области имеют форму тре­
угольников. вершины которых являются узловы­
ми точками, в которых рассчитываются величи­
ны упругих смещений. Далее, путем комбинации 
всех уравнений с учетом равенства упругих сме­
щений и нормальных компонент напряжений на 
границах между областями записывается одна 
большая система уравнений относительно упру­
гих смещений во всех узловых точках области за­
дачи. В качестве аппроксимирующих функций 
Na(x, у) используются полиномы специального 
вида такие, что в каждом из узлов отдельного ко­
нечного элемента отличен от нуля только один из 
полиномов [12]. Это свойство позволяет напря­
мую интерпретировать коэффициенты разложе-

(В)
ния Uj как упругие смещения в узлах области за­
дачи. Если среда во всей области задачи неодно­
родна, то разбиение на конечные элементы  
производится для каждой из однородных подоб­
ластей с узлами на их границах. При этом каждый 
конечный элемент будет расположен в подобла­
сти со своими значениями материальных кон­
стант в уравнениях (7). В силу равенства нормаль­
ных к границам компонент напряжений на внут­
ренних границах между конечными элементами 
после комбинации всех элементарных уравне­
ний (7) в результирующей системе уравнений в 
правой части будут стоять интегралы аналогич­
ные правой части, но взятые по внешней грани­
це области задачи. В настоящей работе мы ис­
пользуем в качестве аппроксимирующих функ­
ций полиномы первого порядка -  линейные 
функции от X  и Y.

Мы рассматриваем распространение объем­
ных акустических волн в бесконечной упругой 
изотропной среде, в которой изготовлена двумер­
ная периодическая система цилиндрических от­
верстий кругового сечения с периодом а. Предпо­
лагается, что волновой вектор расположен в 
плоскости X Y  прямоугольной системы координат, 
а оси отверстий расположены вдоль оси Z, то есть 
акустические волны распространяются в направ­
лениях, перпендикулярных осям отверстий. На 
рис. 1 показаны выбранные для расчетов элемен­
тарные ячейки для квадратной и гексагональной 
симметрии, а также сетки треугольных конечных 
элементов, разбивающие элементарные ячейки.

Плавленый кварц относится к числу изотроп­
ных упругих материалов, которые характеризу­
ются всего двумя отличными от нуля упругими 
модулями с и и с44 в двух индексном обозначении. 
Нетрудно показать, что в рассматриваемой гео­
метрии в изотропном материале упругие волны 
распадаются на два независимых набора. Один из 
них составляют сдвиговые волны со смещениями 
вдоль оси Z, это  так называемые волны с верти­
кальной поляризацией. Второй набор составляют 
связанные сдвиговые и продольные волны со сме­
щениями. лежащими в плоскости ХУ, это волны с 
горизонтальной поляризацией. В расчетах ис­
пользовались следующие значения модулей упру­
гости с , | = 0.785, с ,2 = 0.161, с44 = 0.312 х 1014 Н/м2 
и плотности р = 2.2 х 106 кг/м2.

В соответствии с теоремой Блоха [ 14] в беско­
нечной двумерной периодической структуре вол­
новое поле мож ет быть представлено в виде

u (r )  -  exp(zkr) х  u0(r ), (8)

■)
где k -  волновой вектор, приведенный к первой 
зоне Бриллюэна, а функция и0 периодична с пери­
одом решетки. Как уже отмечалось, метод конеч-
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Рис. 2. Дисперсионные кривые объемных ноли в си­
стеме с квадратной симметрией для d / a  = 0.9. сплош­
ные линии соответствуют горизонтальной поляриза­
ции. прерывистые -  вертикальной. Пунктирная ли­
ния показывает частотную зависимость мнимой 
части волнового вектора на границе зоны Бриллюэна 
в направлении Г-Х.

ных элементов позволяет напрямую рассчиты­
вать волновые поля в ограниченных областях с 
заданными граничными условиями. Соотнош е­
ние (8) позволяет применить М КЕ для расчета 
акустических полей внутри одной элементарной 
ячейки, поскольку это соотношение накладывает 
дополнительные условия на границах ячейки, а 
именно, в случае квадратной симметрии имеем:

и ( х , - а / 2 )  = e x p ( i k ya ) X u ( x , + a / 2 ) ,
(9)

и ( - а / 2 , у )  = c x p ( i k xa ) u ( + a / 2 ,  у ) ,  i = 1,2 ,3 .

Аналогичные выражения могут быть записа­
ны для величин нормальных напряжений на гра­
ницах квадратной элементарной ячейки

Т ц ( х ,  - а / 2 )  = e x p ( i k ya ) T i2( x ,  + а / 2 ) ,

Т п ( - а / 2,  у )  = exp ( i k xa ) T n ( + a / 2 ,  у ) ,  / = 1, 2 ,3 .

В случае гексагональной симметрии располо­
жения отверстий аналогичные граничные усло­
вия включают в себя три набора соотношений ти­
па (9) и (10). на противоположных сторонах гек­
сагональной элементарной ячейки.

В результате комбинации всех уравнений для 
конечных элементов (7) и периодических гранич­
ных условий (9) и (10) решение сводится к обоб­
щенной задаче на собственные значения, которая 
в символическом виде может быть представлена 
следующим выражением

S  Т 
U Р

( И )

Здесь подматрицы [S], [Г] и [М] представляют 
собой комбинацию уравнений (7) и зависят толь­
ко от упругих параметров среды и конфигурации 
разбиения на конечные элементы, а подматрицы 
| U\ и [Р] включают в себя граничные условия (9) 
и (10). Вектор -  столбец [и t]1 включает упругие 
смещения во всех узлах и нормальные к границам 
элементарной ячейки компоненты напряжений. 
Компоненты волнового вектора кх и ку входят 
только в выражения для подматриц граничных 
условий [U] и [Р]. При расчете дисперсионных 
кривых, прежде всего, вычислялись матрицы [S],
[7] и [М], затем для каж дого заданного значения 
волнового вектора формировались матрицы [U] 
и [Р]. Обобщенная задача (11) может быть сведе­
на к обычной задаче на собственные значения, 
однако, на практике численно рассчитывалась ча­
стотная зависимость абсолютной величины опре­
делителя системы (11). Минимумы на этой кри­
вой определяют собственные значения частоты 
0 ). Таким образом, при расчете с помощью МКЕ 
задача сводится к нахождению собственных зна­
чений для конечной квадратной матрицы с чис­
лом строк и столбцов, равным полному числу уз­
лов в элементарной ячейке. Моды с высокими но­
мерами имеют малые длины волн, сравнимые с 
размерами отдельных конечных элементов, по­
этому можно ожидать больших ошибок при 
нахождении собственных значений. Наоборот, 
моды с малыми номерами имеют длины волн, 
большие по сравнению с размерами отдельных 
конечных элементов, и линейная аппроксимация 
волнового поля внутри отдельных конечных эле­
ментов позволяет вычислять дисперсионные кри­
вые с большей точностью . Вычислялись первые 
10 собственных значений частоты, при этом пол­
ное количество узлов в сетке составляло 240-250, 
количество узлов на границах элементарной 
ячейки было равно примерно 48-60. При увели­
чении количества узлов в полтора раза 10-ая соб­
ственная частота отличалась не более чем на 1% 
от своей первоначальной величины.

На рис. 2 представлены дисперсионные кри­
вые в случае квадратной симметрии расположе­
ния отверстий для первых нескольких мод при от­
ношении диаметра к периоду сЦа = 0.9. Кривые 
рассчитаны вдоль контура Г-Х-М-Г в первой зоне 
Бриллюэна, показанной справа на этом же рисун­
ке. Характерные точки и линии в зоне Бриллю­
эна обозначены в соответствии с принятыми в 
кристаллофизике обозначениями [14]. Заштри­
хованная область представляет собой запрещен­
ную зону для волн с  лю бой поляризацией. Расче­
ты показывают, что полная запрещенная зона по­
является для параметра d/a. большего 0.83, и при 
d/a = 0.9 занимает область нормализованных ча­
стот (соa/V Ts где со -  круговая частота, а -  размер 
элементарной ячейки, V, -  скорость поперечных 
акустических волн в однородном материале) от
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Рис. 3. Дисперсионные кривые для мод с горизонталь­
ной поляризацией в системе с гексагональной сим­
метрией для с Ц а  = 0.75.

3.22 до  4.45. В направлении Г-М на дисперсионной 
кривой первого порядка для волн с горизонталь­
ной поляризацией имеется участок около к la  <к<  
< 2к/а , где групповая скорость волны отрицатель­
на. Э то так называемая обратная волна. Обрат­
ные волны в двумерных композитных системах 
обы чно ассоциируются с явлением отрицательно­
го преломления при условии выпуклости поверх­
ности равных частот [ 15]. Однако в данном случае 
поверхность равных частот является вогнутой, 
что видно из сопоставления дисперсионных кри­
вых в направлениях Г-М и М-Х на рис. 2. и отри­
цательного преломления с участием обратной 
волны не наблюдается. В то же время, на участке 
прямой волны около направления Г-М поверх­
ность равных частот является вогнутой, что так­
же достаточно для возникновения явления отри­
цательного преломления [16].

В области частотной запрещенной зоны при 
действительном значении частоты уравнение (11) 
не имеет решений с чисто действительными зна­
чениями волнового вектора. Однако это уравне­
ние м ож ет иметь решения в комплексной плоско­
сти волновых векторов. Такие решения описыва­
ют волны, затухающие вследствие отражения от 
системы неоднородностей. На рис. 2 пунктирной 
линией показана мнимая часть волнового векто­
ра, при этом действительная часть равна к /a и 
расположена на краю зоны Бриллюэна в направ­
лении Г-Х. Мнимая часть волнового вектора до­
стигает максимума вблизи центральной частоты 
зоны непроиускания. а частотная зависимость 
мнимой части аналогична таковой для случая 
брэгговского отражения в системе малых неодно­
родностей [10].

В случае гексагональной симметрии были об­
наружены перекрывающиеся парциальные зоны

(Оа/Ут

Рис. 4. Дисперсионные кривые для мод с вертикаль­
ной поляризацией в системе с гексагональной сим­
метрией для d l а  = 0.75.

непроиускания для волн с вертикальной и гори­
зонтальной поляризацией, что означает наличие 
полной зоны непроиускания и в этом случае. На 
рис. 3 показаны дисперсионные кривые первых 
нескольких мод с горизонтальной поляризацией 
для отношения диаметра к периоду сЦа = 0.75. 
Видно, что имеется запрещенная зона в диапазо­
не частот 5.99 до 6.93.

В случае вертикальной поляризации в системе 
с гексагональной симметрией в рассчитанном 
диапазоне нормализованных частот имеются три 
зоны непропускания. Первая запрещенная зона 
занимает область часгот от 2.46 до 3.81. вторая 
зона расположена в области от 6.0 до 6.42 и тр е­
тья зона расположена в области от 8.56 до 9.69. 
Вторая зона для волн с вертикальной поляризаци­
ей находится почти целиком внутри зоны для го­
ризонтально поляризованных волн, а полная за­
прещенная зона занимает область частот от 5.99 
до 6.42. Отметим, что относительная ширина 
этой полной запрещенной зоны составляет при­
мерно Дсо/озс = 6%, где Дсо -  абсолютная ширина, а 
(0 С — значение центральной частоты запрещенной 
зоны. Кривые на рис. 3 и 4 рассчитаны вдоль кон­
тура Г-М-К-Г в первой зоне Бриллюэна, показан­
ной на рис. 3 справа.

Таким образом, в настоящей работе с  помо­
щью метода конечных элементов рассчитаны 
дисперсионные кривые акустических волн в плав­
леном кварце с двумерной периодической струк­
турой круглых отверстий. Рассмотрены случаи 
квадратной и гексагональной симметрии распо­
ложения отверстий. В случае квадратной симмет­
рии существует полная зона непропускания при 
отношении диаметра отверстии к периоду боль-
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т ем у , чем 0.83. В случае гексагональной симмет­
рии обнаружена полная зона непропускания ши­
риной 6%  при отношении диаметра отверстий к 
периоду сНа < 0/7. Рассчитана частотная зависи­
мость мнимой части волнового вектора внутри 
зоны непропускания.
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Dispersion Curves of Bulk Acoustic Waves in an Elastic Body with a Two-Dimensional Periodic Structure of Circular Holes
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Abstract—The dispersion curves of bulk acoustic waves in systems of circular holes made in an isotropic elas­
tic material are calculated by the finite-element method for the cases of the square and hexagonal symmetries 
of the hole arrangement. The presence of total band gaps for acoustic waves is demonstrated, and the presence 
of inverse quasi-transverse first-order modes is revealed. For the hexagonally symmetric system of holes, total 
band gaps are found in the region of higher-order modes. For waves with a purely shear polarization, the imag­
inary part of the wave number in the first band gap is calculated.
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