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Приведены результаты расчета поля вибраций в пластине с конечным числом закрепленных резо­
наторов с произвольными параметрами. Показана возможность ослабления изгибных колебаний 
пластины.

Для виброизоляции и поглощения изгибных 
волн в стержнях, пластинах, оболочках применя­
ются различные резонансные устройства 11 — 101. 
Простейшей моделью резонатора является масса 
с пружиной, способная совершать колебания 
только в одном направлении. В работе 121 теоре­
тически и экспериментально показано, что в 
окрестности точки закрепления монопольного 
резонатора к пластине, поле вибраций которой 
произвольно, наблюдается уменьшение амплиту­
ды колебаний пластины, названное авторами ло­
кальным ослаблением. Можно ожидать, что ис­
пользование нескольких резонаторов, располо­
женных на некотором расстоянии друг от друга, 
приведет к увеличению области локального 
ослабления. Ниже приведен расчет поля вибра­
ций в пластине, на которой закреплено конечное 
количество резонаторов с произвольными пара­
метрами, и продемонстрирована возможность 
ослабления изгибных колебаний пластины в об­
ласти конечного размера.

-Рассмотрим бесконечную пластину толщи­
ной /?, плотности р и изгибной жесткости /), по 
которой вдоль оси х распространяется изгибная 
волна единичной амплитуды со смещением

где тп, г)„, со/; — масса, коэффициент потерь и соб­
ственная частота резонатора. Каждый резонатор 
является источником расходящейся волны

•п Н ^ Щ г - г й - Н ^ О к г -

где г = (хчу) точка наблюдения, |г —

— функция
Ханкеля первого рода, Ап — амплитуда волны. 
Согласно |2 |, неизвестная амплитуда А„ опреде­
ляется из условия равенства силы реакции резо­
натора и сил, вызываемых деформацией пласти­
ны, которое может быть записано в следующем 
виде

т * п
-8л/Т)рJiA„ = Z„ w0(r„) + А„ + £  А„[К0'\к \гт -  г„\) -

( 3)
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/

Выражение (3) задает следующую систему из 
N уравненийW0(x,>’) = exp(ikx -  /со/), (1)

где к — волновое число изгибной волны. Далее 
временной множитель ехр(-/со/) будем опускать. 
Разместим N монопольных резонаторов в точках 
гп ={хтуп), д = 1, 2, ..., N. Следуя [1, 5], запишем 
импеданс /7 - г о  резонатора в следующем виде

=  /со/77,,
(О

I -  Й1„

• -1  + "1
( 2)

(Оп

МЛ = fV,

где А — вектор искомых амплитуд, элементы век­
тора W  равны W„ = -w0(r„), элементы матрицы М 
равны
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Рис. 1. Ослабление плоской изгибной волны Aw , дБ, распространяющейся по пластине вдоль оси х , одиночным ре­
зонатором, расположенным в точке (0,0): распределение амплитуды колебаний пластины (а) и площадь области, в ко­
торой обеспечивается ослабление Aw (б).

Полное поле определяется суммой падаю­
щей волны и волн, исходящих от каждого резо­
натора, т.е.

w = w0 + '^ j wn.
п

Уменьшение амплитуды изгибных колебаний 
удобно оценивать в децибелах

Aw = 201g|4 (4)

Рассмотрим одиночный резонатор с собствен­
ной частотой со0. Введем безразмерные частоту

СОрМ
&/ОрЛ

где импеданс резонатора (2) записан в безразмер­
ном виде

Тогда М = 1 + 1/Z,со' = со/со0 и массу

2  = /со' а  21-/т1 .
Ш -1+/Г1

При малом значении коэффициента потерь 
р « :1 , импеданс резонатора на собственной ча­
стоте со' = 1 равен Z  % а/г\. Амплитуда волны, ис­
ходящей от резонатора, равна А « - а / ( а  + г\). 
Наибольшее ослабление вибраций пластины до­
стигается, очевидно, при А = - 1, что примерно 
выполняется при а  >  г|. Следовательно, для обес­
печения значительного локального ослабления 
необходимо, чтобы резонатор имел достаточную 
массу, и, наоборот, для уменьшения массы резо­
натора необходимо снижать потери в нем. На 
рис. 1а представлено распределение ослабления 
вибраций пластины (4) резонатором, располо­
женным в точке (0, 0) в поле падающей волны (1),

на частоте со' = I для случая а^> ц. Для этих пара­
метров рассчитаны и отложены по вертикальной 
оси графика на рис. 16 значения площади S  обла­
сти пластины, в которой ослабление вибраций 
составляет не менее значения Aw, отложенного 
по горизонтальной оси. Например, ослабление 
более чем на 10 дБ наблюдается в области, пло­
щадь которой равна k :S  * 2.07, а характерный
размер этой области равен 4 k 'S  » 1.44, т.е. при­
близительно четверть длины волны.

Для ослабления колебаний пластины в неко­
торой области достаточно равномерно распреде­
лить в ней резонаторы. Продемонстрируем это на 
следующем примере. Рассмотрим область, огра­
ниченную окружностью с радиусом kR = 2п (дли­
на волны) и центром в точке (0, 0). Разместим в
этой области с шагом kd = тг/2 (четверть длины 
волны) вдоль осей х и у  одинаковые резонаторы
с собственной частотой со0, коэффициентом тре­
ния г] = 0.1 и массой а  = 0.5. Заметим, что при та­
кой массе резонаторов и их концентрации увели­
чение поверхностной плотности пластины в вы­
бранной области составляет примерно 40%. На 
рис. 2а представлено распределение ослабления
амплитуды изгибных колебаний (4) на частоте о)0 
в случае падающей волны (1). Почти во всей обла­
сти наблюдается снижение амплитуды колебаний 
более чем на К) дБ. При этом колебания ослабля­
ются вглубь области, где снижение превышает 
50дБ. Очевидно, что подобный результат будет 
обеспечен для плоской волны с произвольным 
направлением волнового вектора. Следователь-
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Рис. 2. Ослабление плоской изгибной волны Aw , дБ, распространяющейся вдоль оси х , при равномерном распреде­
лении резонаторов в выбранной области (а), выделенной пунктиром, и при распределении резонаторов по границе 
этой области (б). Точками отмечены места расположения резонаторов.

но, сравнимое по величине ослабление будет на­
блюдаться и в случае диффузного поля.

Если исходное поле известно заранее, то появ­
ляется возможность оптимизации расположения 
резонаторов с целью уменьшения их количества. 
Например, пусть известно, что падающее поле 
является плоской волной с известным направле­
нием распространения, например, вдоль оси х. 
Из рис. 2а видно, что за системой резонаторов об­
разуется область тени. Для того чтобы обеспечить 
значительное снижение колебаний в рассматри­
ваемой области, разместим резонаторы на грани­
це области со стороны падающей волны, а также 
несколько резонаторов внутри области. На рис. 26 
представлено распределение ослабления ампли­
туды изгибных колебаний пластины (4). Во всей 
области снижение колебаний составляет более 
10 дБ. Отличие от случая равномерного распре­
деления резонаторов в области состоит в том, 
что внутри области достигаются меньшие ослаб­
ления — не более 30 дБ. Но при этом количество 
резонаторов уменьшается почти в четыре раза.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го фонда фундаментальных исследований (номер 
проекта 08-02-00505).
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