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Приведены результаты экспериментальных и теоретических исследований нелинейных эффектов 
самовоздействия (ограничения амплитуды и фазовой задержки несущей) ультразвуковых импуль­
сов конечной амплитуды в стержне из мрамора. На основе установленных амплитудных зависимо­
стей этих эффектов предложено нелинейное уравнение состояния мрамора, в рамках которого про­
ведено аналитическое описание обнаруженных эффектов и определены его параметры. Показано, 
что за проявления высокочастотных диссипативной и реактивной нелинейностей мрамора ответ­
ственны различные механизмы.

“ Классическая” нелинейная акустика, описы­
вающая квадратичные (или кубичные) нелиней­
ные волновые процессы (НВП) в однородных 
твердых телах, основывается на пяти- (или девя­
ти-) константной теории упругости 11 —71; в на­
стоящее время ее можно считать развитой в пол­
ной мере и даже, по-видимому, вполне завершен­
ной. Основные теоретические представления, 
положения, уравнения и результаты в нелиней­
ной акустике однородных сред уже сформулиро­
ваны, хорошо и подробно изучены и опубликова­
ны в большом числе оригинальных статей, моно­
графий и учебных пособий [1—7|. В природе, 
однако, существует достаточно большой класс 
так называемых микронеоднородных |4, 81 (или 
мезоскопических |9, 101) твердых тел (в частно­
сти, поликристаллических горных пород), нели­
нейные акустические свойства которых суще­
ственно отличаются от аналогичных свойств од­
нородных материалов. Эти отличия связаны с 
аномально высокой акустической (в широком 
смысле) нелинейностью микронеоднородных 
сред и неаналитическим характером их уравне­
ний состояния и проявляются в том, что законо­
мерности нелинейных волновых процессов в 
микронеоднородных и однородных средах каче­
ственно и количественно отличаются друг от дру­
га [10—161. Причиной сильной и, как правило, не­
аналитической нелинейности микронеоднород­
ных твердых тел являются различного рода 
дефекты их структуры (трещины, дислокации, 
зерна и т.д.).

Для развития теории НВП в упругих микроне­
однородных твердых телах необходимо проведе­
ние разнообразных акустических экспериментов, 
а для объяснения результатов этих эксперимен­

тов нужны соответствующие теоретические пред­
ставления, при этом, подобно тому, как в теории, 
нелинейное уравнение состояния определяет ха­
рактер нелинейных волновых процессов, проте­
кающих в твердом теле (прямая задача), так и в 
эксперименте, закономерности наблюдаемых в 
твердом теле нелинейных волновых процессов 
определяют его нелинейное уравнение состояния 
(обратная задача). Таким образом, комплексные 
(причем вначале экспериментальные и уж только 
потом теоретические) исследования нелинейных 
эффектов в различных микронеоднородных 
средах позволяют, с одной стороны, развивать 
теорию НВП в средах с неаналитической нели­
нейностью, а с другой — выявлять и изучать ме­
ханизмы аномально высокой акустической не­
линейности микронеоднородных сред. Эти на­
правления исследований относятся к актуальным 
и фундаментальным проблемам современной не­
линейной акустики 112—14).

В настоящей работе приводятся описание и 
результаты экспериментальных и теоретических 
исследований эффектов самовоздействия (огра­
ничения амплитуды и фазовой задержки несу­
щей), возникающих при распространении вы­
сокочастотных (ВЧ) акустических импульсов 
конечной амплитуды в поликристаллической 
горной породе — белом мраморе. На основе уста­
новленных амплитудных зависимостей этих эф­
фектов предлагается нелинейное уравнение со­
стояния для исследуемого образца, и в рамках 
этого уравнения проводится аналитическое опи­
сание обнаруженных эффектов.

Эксперименты проводились со стержнем из 
мрамора: длина стержня L = 70.2 см, его сечение— 
квадрат со стороной 1.6 см. Плотность мрамора —
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Рис. 1. Зависимость амплитуды Л\ (1) и фазовой за­
держки несущей Ат, (2) ультразвуковых импульсов, 
прошедших через стержень из мрамора, в зависимо­
сти от амплитуды Ац излучаемых импульсов. Прямые 
линии соответствуют зависимостям: 1 — Л\ ~ А$, 2 —
Ат, ~ А(1

около 2.8 гр/см \ К одному торцу стержня был 
приклеен пьезокерамический излучатель для из­
лучения ультразвуковых импульсов, а к другому — 
пьезоакселерометр для их приема. Измерения 
проводились при комнатной температуре. По­
грешности измерения частоты и амплитуды им­
пульсов составляли соответственно ±5 х  10“' Гц и
±1.6x10 1 Дб, погрешность измерения фазовой 
задержки импульса составляла ±5 нс. В этих экс­
периментах наблюдались и исследовались эф­
фекты нелинейного ограничения амплитуды и 
фазовой задержки несущей ультразвуковых им­
пульсов, прошедших через стержень. Длитель­
ность импульсов составляла т = 200 мкс, их несу­
щая частота /  была равна 100 кГц, а частота по­
вторения — 30 Гц. Скорость С0 распространения 
ультразвуковых импульсов в стержне, определен­
ная по их задержке, составляла около 2.4 х 105 см/с, 
так что длина импульсов / = С0т = 52 см была 
меньше длины стержня L и импульсы в нем рас­
пространялись как в свободном пространстве. 
После прохождения через стержень эти импульсы 
принимались акселерометром и поступали на 
цифровой осциллограф-спектроанализатор, где 
производились измерения их относительной ам­
плитуды А} и фазовой задержки несущей Ат, в за­

висимости от амплитуды излучаемых импульсов А0 
(опять же относительной). Результаты измерений 
приведены на рис. 1. Из этого рисунка видно, что
при увеличении амплитуды А} излучаемых им­
пульсов наблюдались следующие эффекты и за­
кономерности. Первая — амплитуда А, принима­
емых импульсов монотонно увеличивается, при­
чем вначале (Д, < 20 v) линейно, а затем 
проявляется тенденция к ее ограничению. Вто­
рая — фазовая задержка несущей Ат, в начале,
при малых амплитудах А{) < 20 v, растет как Л03, а 
затем ее рост заметно замедляется. Из экспери­
ментально установленных зависимостей 
А1 = Д(/10) и Ат, = Ат,(Л0) следует, что если эффект 
ограничения амплитуды связан с проявлением 
диссипативной (неупругой) нелинейности мра­
мора, то фазовая задержка несущей — с проявле- 
нием нелинейности реактивной (упругой), ответ­
ственной за уменьшение скорости распростране­
ния волны с ростом ее амплитуды f 111. Очевидно, 
что на основе “классической” нелинейной тео­
рии упругости [1-4] описать обнаруженные эф­
фекты амплитудно-фазового самовоздействия 
нельзя. (Напомним, что в “классической” теории 
упругости реактивная нелинейность является 
аналитической степенной функцией деформации
~ (г = 2;3), а диссипативная нелинейность от­
сутствует.) Наблюдаемые эффекты и их ампли­
тудные зависимости можно объяснить в рамках 
феноменологического уравнения состояния, со­
держащего реактивную Еу |г|"е и диссипативную 
арр |г |т б нелинейности:

а(в,Ё) = £ [ г  -  y|ejn£] + a p [l + Р|е|'"]б, (1)

где а  и с — продольные напряжение и деформа­
ция, Е — модуль Юнга, a  — коэффициент линей­
ной диссипации, р -  плотность, у, п и р, т -  без­
размерные параметры и показатели степени реак­
тивной диссипативной нелинейности, y|g|'x <$: 1,
P|s|m <s: 1, aP|c|w 1 |s|/Cq «с 1, C02 = Е /p. Отметим, 
что именно такой вид имеет уравнение состояния 
для поликристаллических твердых тел, причиной 
диссипативной и реактивной нелинейности ко­
торых являются дислокации — одномерные де­
фекты их структуры [16]. Все параметры уравне­
ния состояния для каждого конкретного матери­
ала определяются экспериментально, т.е. из 
сравнения полученных экспериментальных ре­
зультатов по изучению каких-либо нелинейных 
эффектов в этом материале с результатом анали­
тического расчета этих же эффектов. Перед тем, 
как приступить к расчету наблюдаемых эффектов 
самовоздействия на основе уравнения состояния
(1), отметим некоторые особенности этого, вооб-
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щс говоря, неаналитического уравнения. Прежде 
всего, заметим, что при у = 0 и (3 = 0 уравнение ( I) 
является линейным; оно описывает деформиро­
вание линейного вязко-упругого тела Кельвина— 
Фойгта [17]. В этом случае, конечно, никаких не­
линейных эффектов нет, поэтому в уравнение со­
стояния (1) и введены нелинейные слагаемые
/'y|s|"c и  арР|е|"'ё. Первое слагаемое Еу\$*г -  это 
упругая степенная (нечетная по с) нелинейность; 
она определяет нелинейную упругость твердого 
тела и, соответственно, наблюдаемую зависи­
мость Дт, = Д Т |(И 0). Второе слагаемое арр|е|т ё — 
это диссипативная нелинейность (четная по в и 
нечетная по с функция); она отвечает за увеличе­
ние поглощения волны при увеличении ее ампли­
туды (при т > 0, р > 0) и определяет нелинейную 
зависимость А] = Л,(Л0).

Подставляя уравнение состояния (1) в уравне­
ние движения 11 —3J pU„ = 3a(e ,s)/dx , (Ux = z, 
U — смещение), получаем нелинейное волновое 
уравнение для е:

, 93е /оч+ а — ?--.(2)
dx2dt

Это уравнение, вместе с граничным условием:
с(х = 0,/) = £0sinco/, описывает эффекты нели­
нейного распространения исходно гармониче­
ской волны с частотой со. Поскольку нелиней­
ность уравнения (2) мала, его решение можно ис­
кать методом возмущений, полагая, чтое(х,6) = ^ с р(х,6) =])Г s p(x)sin [/>0 -  tp Дх)], (3)/7 = 1 /7=1гдеЭ = со t - k x , k  =  co/Co, | ^ =2Sp(x,0)|«:|8|(jc,0)(,a
s /x )  и q>p(x) — медленно меняющиеся функции 
координаты х .

Из решения уравнения (2) находим выраже­
ния для амплитуды £,(s0) и нелинейной задержки 
несущей АТ|(с0) импульса при х = L:

Sl(£0) = _______ So exp |-T in _______
[l +a,P(l -exp[-/rniL])eo]l/m

Дт,(£„) =

где

aco2 a 4 r |(w  + l)/21 
2 Cq’ ‘ nl/2 m(m + 2)Y\m/2\

b -  4 (n + 1 )Г[(я + 1 )/2 1 
’ n'n  n(n + 2)Г[я/2]

Из этих выражений видно, что амплитуда £,(£0) 
и нелинейная фазовая задержка Дт,(е()) прошед­
шего импульса зависят от амплитуды £0 излучае­
мого импульса и показателей степени т и п дис­
сипативной и реактивной нелинейности, причем 
£,(£0) зависит только от /и, а Дт^бо) зависит и от т 
(через амплитуду £,(£0)) и от п.

При а]p[l -exp|-/m]L|]£Q 1 из выражений (4)
имеем:

eiteo) — е0ехр[—rjZ.] 1_ а £
т

(1 -exp[-wrr|Z,|)eo , (5)

Дт,(£0) .  е«1 - е х р |- ЯЛЬ |уЛГj _ па&
пг\Сй 2 т

( 6)
I п 1-е х р [-(я  +лг)г)Ц 

п + т 1 -  ехр[-иг|£]
а при выполнении условий ехр|-яг],£.]«: 1, 
exp[-wr]L] «: 1 — получаем:

s,te0) = s0exp[-r]Z.] i - ^ s :
m

Дт,(е0) =~ Ŷ iSq 1 na$ m
eon + m

(7)

(8)
2m)C0 _

Из сравнительного анализа амплитудных за­
висимостей выражений (5)—(8) с результатами 
экспериментальных измерений (полагая, что 
£0 ~ А0, £| -  Ах) можно легко определить показа­
тели степеней п и т реактивной и диссипативной 
нелинейности исследуемого образца мрамора, в 
частности, из выражения (8) сразу видно, что при 
малых амплитудах £() п = 3. Для определения по­
казателя т замечаем, что при малых амплитудах

8q , когда ^ £ q/” «с 1, ™ ^-£Г  «  1, импульс зату- 
т п + т

хает линейно, а его фазовая задержка растет по 
степенному закону:

£ f(I) = fiJex p H i^ b  (9)ДтГ(е?) =  е Г т ^ — ехр[- « 1Ш . (10)
2пцС0

Поделим уравнения (5), (6) на (9), (10), соот­
ветственно, и, вводя обозначения Р = £,(L)/£f(L), 

R = Дт!(£0)/Д тГ(8о), W  = £0/£о, z x =  (a&s*m/m ) х 
х [ 1 -ехр(-лгг|/,)], Z2 = (nafie*m/m ) х

j _  п exp|-(m  + n ) r \L \  

т + п l-ex p [-« r |L ]
Z J W m «  1):

\n\\nW / P\ = \n\Z^ + m \n\V , (11)

ln| 1 -  (R /W n)\ = lnfZJ + m\x\W. (12)

получим (при
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Рис. 2. Зависимость ln[ln(H/// ,)J от \ntV. Прямая ли­
ния соответствует т = 2.

Используя результаты эксперимента (рис. 1), 
построим графики зависимостей In [In( W/P)\ и
InJ 1 -  (R /W n)\ при n = 3 от In W  (рис. 2, рис. 3). Из 
обеих этих зависимостей, по их тангенсу угла на­
клона при малых значениях W> находим, что 
т = 2. Примечательно, что для исследованного

ln|l -(R /W ')\

In W

Рис. 3. Зависимость ln[ 1 -(R/W*)\ от 1пЖ. Прямая 
линия соответствует т = 2.

образца мрамора т ф п \ этот факт свидетельствует 
о различных механизмах высокочастотных реак­
тивной и диссипативной нелинейности не только 
для исследованного образца мрамора, но, по-ви­
димому, и для многих других микронеоднород­
ных твердых тел. В качестве иллюстрации и под­
тверждения этого утверждения, на рис. 4 приве­
дены зависимости Д  = Д(Д}) и Лт, = ДтХ(А0), 
полученные в таком же эксперименте для стерж­
ня из карельского гранита Питкяранта (L = 35 см, 
/  = I Ю кГц). Из этих зависимостей видно, что 
Д(Д) -  Л0, Дт,(Д) ~ А0, и, следовательно, такой 
гранит в ультразвуковом диапазоне ( /  * 100 кГц) 
обладает вполне заметной реактивной нелиней­
ностью с показателем степени п = I, а его дисси­
пативная нелинейность не проявляется.

Приведем теперь оценки (по порядку величи­
ны) для параметров у и р реактивной и диссипа­
тивной нелинейности исследуемого образца 
мрамора, полагая, что амплитуде напряжения на 
излучателе Д, = 10 в соответствует амплитуда де­
формации г0 = 10‘7. Подставляя в (8): s () = 10 7, 
г|L = 2.3, п = 3, С() = 2.4 х Ю5 см/с, получаем, что 
у «10 . Аналогично, из первого выражения (4) 
находим: р « 1012.

Таким образом, экспериментальное исследо­
вание и теоретическое описание нелинейных эф­
фектов амплитудно-фазового самовоздействия 
ультразвуковых импульсов конечной амплитуды

А], В A il ,  м кс

Рис. 4. Зависимость амплитуды Л\ (1) и фазовой задерж­
ки несущей Дц (2) ультразвуковых импульсов, прошед­
ших через стержень из гранита, в зависимости от ам­
плитуды Aq излучаемых импульсов. Прямые линии со­
ответствует зависимостям: / — А\ ~ Л(), 2— Ах\ ~ A q .
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в стержне из мрамора показали, что в диапазоне 
около 100 кГц акустическая нелинейность мрамо­
ра является аномально высокой (по сравнению с 
однородными средами) и содержит реактивную и 
диссипативную составляющие, пропорциональ­
ные соответственно у|е|"8 и р|е|'"ё, причем п = 3, а 
т = 2. В этом частотном диапазоне “аномаль­
ность” мрамора проявляется в том, что его реак­
тивная нелинейность является неаналитической, 
а диссипативная — сильно отличной от нулевой. 
Важным результатом проведенных исследова­
ний является также установление того факта, 
что за проявление ВЧ реактивной и диссипатив­
ной нелинейности многих горных пород ответ­
ственны различные механизмы, аналогично то­
му, как за реактивную и диссипативную нели­
нейности твердых тел, содержащих трещины, 
частично заполненные жидкостью, ответствен­
ны поверхностное натяжение жидкости и ее 
вязкость [15, 18].

Работа выполнена при поддержке РФФИ.
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