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На основе трехмерной теории упругости рассмотрены особенности распространения гармониче­
ских волн в полом цилиндре с винтовой анизотропией. Основное внимание уделено изучению осе­
симметричных колебаний. Для описания низкочастотных длинноволновых продольно-крутильных 
колебаний методами теории возмущений построена прикладная теория и получены оценки области 
ее применимости. Для анализа высокочастотных колебаний разработан и реализован численный 
метод определения критических частот и дисперсионных кривых. Показано, что в осесимметрич­
ном случае винтовая анизотропия порождает связь между продольными и крутильными колебани­
ями, которая математически описывается амплитудными коэффициентами однородных волн.

ВВЕДЕНИЕ

Теория волноводов берет свое начало в [ 1—3]. 
В этих работах исследовано распространение гар­
монических волн в упругом цилиндре и слое 
(плоская и антиплоская задачи) при свободных от 
напряжения боковой поверхности цилиндра и 
лицевых сторон слоя. Задачи эти считаются клас­
сическими, а дисперсионные уравнения, полу­
ченные в этих работах, многократно исследова­
лись различными авторами. Результаты таких ис­
следований позволили, в частности, получить 
оценки для областей применимости различных 
прикладных теорий, описывающих колебания 
стержней и цилиндрических оболочек, которые 
широко используются в различных технических 
устройствах. Подробный обзор этих исследова­
ний можно найти, например, в [4]. Дальнейшее 
развитие теории волноводов шло в различных на­
правлениях. Так, например, в [5] исследовано 
распространение волн в твердом волноводе пря­
моугольного сечения, в [6] в поперечно-неодно­
родном пьезоактивном волноводе, в [7], [8] ис­
следована дифракция сдвиговых волн в слое с 
разрезами.

Настоящая работа посвящена исследованию 
особенностей распространения волновых про­
цессов в полом цилиндре с винтовой анизотропи­
ей на основе трехмерных уравнений теории упру­
гости; построению методами теории возмущений 
прикладной теории продольно-крутильных коле­
баний стержней с винтовой анизотропией и 
оценке области ее применимости.

Цилиндр с винтовой анизотропией можно 
представить, в частности, как результат винтовой 
намотки слоев тонких нитей из жесткого матери­
ала на цилиндрическую поверхность с одновре­

менным покрытием их полимерным материалом. 
Таким образом, получается локально трансвер­
сально-изотропный композит с осью симметрии, 
направленной по касательным к винтовым спи­
ралям, для определения приведенных упругих ха­
рактеристик которого можно использовать мето­
ды гомогенизации [9], [10]. Цилиндрическую 
оболочку с винтовой анизотропией можно полу­
чить путем свертывания прямоугольной орто- 
тропной пластины в трубку, если направления 
главных осей упругой симметрии не совпадают с 
направлениями ее сторон. Винтовой анизотро­
пией обладают стенки артериальных кровенос­
ных сосудов [11], [12].

Основные соотношения линейной теории 
упругости для тел с винтовой анизотропией и ре­
зультаты исследований задачи Сен-Венана для 
цилиндра с винтовой анизотропией опубликова­
ны в 113—15]. В этих работах, в частности, показа­
но, что при растяжении—сжатии цилиндра с вин­
товой анизотропией помимо продольных дефор­
маций возникает сдвиговые и, наоборот, при 
кручении помимо сдвиговых продольные.

В [16] для математического моделирования 
распространения пульсовых волн в артериальных 
сосудах на основе гипотез Кирхгофа —Лява полу­
чены уравнения колебаний оболочки с винтовой 
анизотропией. В [17] в рамках безмоментной тео­
рии исследованы некоторые особенности волно­
вых процессов, порождаемых винтовой анизо­
тропией. В [18], [19] анонсированы методы по­
строения решений динамических краевых задач 
на основе прикладной теории типа Кирхгофа— 
Лява и результаты исследований некоторых кон­
кретных задач, в [20] дается подробное описание 
этих результатов.

759

mailto:ustinov@math.rsu.ru


760 ПАНФИЛОВ, УСТИНОВ

Настоящая работа посвящена исследованию 
гармонических волн в полом цилиндре с винто­
вой анизотропией на основе трехмерных уравне­
ний теории упругости.

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

В ВИНТОВОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Обозначим через rhr2 внутренний и внешний 
радиусы цилиндра срединной поверхности обо­
лочки. С центром некоторого поперечного сече­
ния цилиндра свяжем декартову систему коорди­
нат Оххх 2х з, направив Ох3 по оси цилиндра.

Введем винтовую систему координат г , ср, г, 
связанную с декартовой соотношениями

X, = rcos((p + T£), Х2 = /*sin((p 4- tz), х 3 = Z, (1)

где /*,</*< г2; т = tg(a)/r2 геометрический пара­
метр винтовой анизотропии.

Соотношения (1) при г = const, 0 = const яв­
ляются параметрическими уравнениями винто­
вой линии. С каждой винтовой линией свяжем 
базис Френе с ортами главной нормали е1ч глав­
ной нормали е2, касательной е3.

Переход от базиса Френе к базису винтовой 
системы координат ег,е0,е ,, первые два орта кото­
рой связаны с ортами декартовой системы Ох,х2х 3 
соотношениями

ег = /, cos(0 + тz) + /2 sin(0 + тz),
е0 = -/, sin(0 + тz) + /2 cos(0 + xz),

осуществляется с помощью ортогональной мат­
рицы

-1 0 0
А = 0 -co s  а sin а

0 sin а cos а
где а  = arctg(x), х - х г .

Будем считать материал цилиндра локально 
трансверсально изотропным, у которого направ­
ления главных осей тензора упругих свойств сов­
падают с направлениями ортов еь е2 ,е3, где орт е3 
определяет направление оси упругой симметрии. 
В этом базисе соотношения обобщенного закона 
Гука имеют вид [21]

а 11 = С\\еП + с\2е22 + С\ЗеЗЗ>
а 22 = спе\\ + с\\еп  + с13е23, 

а зз = с\г(е\ I + e\i) + сззезз>

° 2 3  ~  С 4 4 е 2 3 > а \ 3  ~  С 4 4 е \ 3 >

а 12 -  с66̂ 12-

Здесь с,у, aij — компоненты тензоров малых де­
формаций и напряжений соответственно, 2с66 = 
= с\\ -  с12.

При переходе от базиса Френе к базису винто­
вой системы координат, как показано в [15—16], 
для закона Гука получаем следующие выражения:

о '  = С ' е \  С ' = (су), i , j  = 1,

а ' = (а гг>о (Ю>а гг>а 0г>о гг>а Нь)Г. (2)

е ' = (,err,e &e, ezz,2 e0z,2 erz,2 e rey .
Здесь

с \ \  =  С \ Ь  с \ 2  =  с п К  +  c \ J s *  

с \ 3  =  с \ 3  h  +  c n h >  

с \ 4  =  I J s ( C  13 ~ С п \

С 2 2  ~  с \ А с  +  (2^13 +  4 с 4 4 ) Ф з  +  С * / / ,  

с 2 3  =  С \ 3 i c  +  (с 11 +  с 3 3  ~  4 c44)/^2/ s2 +  С13£

С24 = “*] 1 Ф 5 ~ С М  ~ IX )  + ~  2C44( l /S -  IXX

сзз -  с\\С + 2С|3/2/ 2 + с33Гс + 4с44/*/Д 

с34 = -  с \з + 2С|3/2 + 2с44/~ -  2с44/2),

с *  =  с. ,/2/ 2 -  2c13/tf /;  +  С и # ; + с44< 1 -  4 ф х

С 5 5  =  с 4  A c  +  с 6 6  l s >

С 5 6  “  U s ( C44 ”  с 6б)> С66 ~  < W c +  С44С

/г = cos а , /л. = sin а .
Остальные элементы матрицы С  равны нулю.

В базисе винтовой системы координат егч е0, ez 
компоненты тензора деформаций выражаются 
через координаты вектора смещений

и = (ип ив, « У  
следующими формулами:

еп = дгиг, е00 = (иг + д0и0)/г,

ezz = Duz,

2 вгв = дгив + (Эег/, -  ив)/г, (3)
2еп = 8 ruz + Dur,

2егв = deuz/ r  + Du0.
Уравнения движения в данном случае имеют 

вид

2 , 2 2,2

дА™гг) ~ °оо + два гд + rDorz = ргд2,и„ 

ЭДгоЛЙ) + o HJ + д0а т + г Da 0z = р гд^и0, 

dr{rorz) + д\р,к + rDozz = р гд]иг.

(4)
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В формулах (4) р — плотность материала цилиндра;

дг =
д_
дг

д ,= д
5 0  

д_ 
dt'

D = д -  тЭ0.

dz

Будем считать, что боковая поверхность ци­
линдра свободна от напряжений при
( Р  =  1 . 2 ) :

г = г.р

* п  =  ° г в  =  =  0  ( 5 )

Для исследования гармонических волновых 
процессов в цилиндре будем использовать раз­
личные операторные формы [22J. Для этого вве­
дем следующие векторы:

т
°r = >

а е = (^/-о^оо^о) >
т

Используя соотношения (2), (3) и ограничи­
ваясь осесимметричным случаем, представим 
o r ,  g q ,  g z  в  виде

G r  =  dzAru +  Bru,

h 6 0 0

л  = 0 с 44 С34

0 С34 С33

0 О с А 1г - I / O с '% д

С'145 г + С2 4 /Г 0 0

с , ’3 5 г  +  С ’23 А 0 0

Отыскивая решение в виде гармонической 
волны

и — в a, Gr — в Ьг,

°0 ~ е %  Gz ~ е bz,

а = (а„ iae, iaz)T, br = (ibrr, br(j, brz)T,

h  = (bs ,ibm,ib0z) ' , bz = (А„,ЙЫ'*«)7-

на основании (4), (5) получаем двухпараметриче­
скую спектральную задачу

Цк,и>)а = - к 2 А2а + ikAxa + А0 + грсо2/я = О 
при г = гр : (ikAr + Вг)а = 0.

а 0  -  dzAQu 4 -  В0и, Здесь

Здесь
g z = dzAzu + Bzu. А2а = rAza, А,а = dr(rAra) + SA0a + rBza, 

А0 = дг(гВга) + SB#,

0 С 14 О з

С 5 6 0 0

^ 5 0 0

0 - 1 0 1 0 0
5  = 1 0 0 /  = 0 1 0

* 0 0 0 0 0 1

с \ А + с'п /г О О
ДЛИННОВОЛНОВЫЕ 

НИЗКОЧАСТОТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

В г  = 0 с 'ь ь ( д г  ~ I / O

0 с к Ф г  ~ I / O

ОО

IIо
X

0 С24 с 23 ’

0 С44 с 34

0 4 б ( д г  ~ I / O О б З ,

<§
* II с [ 2д г  +  с'22/ г 0 0

с \ Ад г  +  о 4.А 0 0

Для проведения исследований перейдем к без­
размерным координатам % = г/гъ = z/r 2 и введем 
параметры у = г2к  — безразмерное волновое число,
Q = г2со/с —безразмерная частота, с = (Е Ур)12 — 
параметр, имеющий размерность скорости. Все 
модули отнесем к Е .

Замечание. Технические постоянные [211 Е9 Е , 
(7, v, v* связаны с модулями с0 следующими фор­
мулами

с Е(Е’+у2 Е)
Е'(\ + v2)-2Ev’(y+ у'У с Е ( у Е ‘+  у ’2 Е )

П  Е ' { \  +  у 2)  -  2 Е у ' ( у  +  v ') ’
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с '3  =  —
EE'v

Е'( 1 -  v) -  2v'2 Е

с = ----------g . 1 1 ~  v ) - с 44  — G '.
£"(1 — v) — 2v'2 Е

Под длинноволновыми низкочастотными ко­
лебаниями будем понимать случай, когда у <§: 1, 
Q <£ 1.

Уравнение (6) преобразуем к безразмерному 
виду

Д у ,0 ) а  S ( - у 2А\ + /уА; +  А‘0 +  с,п21)а = О 

п р и  Ъ, =  : ОуЛ; +  £ >  =  О
(7)

Здесь матрицы А) получаются путем деления эле­
ментов матриц Aj на Е , заменами га = г2£а,
Sг = ri5§ (а = 1,2), 3= обыкновенная производная 
по

Для построения приближенного решения, от­
вечающего малым значениям параметров у, Q, 
используя методы теории возмущений [23], реше­
ние (7) будем отыскивать в виде

n  = *oY + *iY2 + (8 )
а = а0 + уя, + у а2 + ....

После подстановки (8) в (7) получаем рекуррент­
ную систему краевых задач

А’(р0 = 0, d ^ a = О, (9)

Alft 1 + А\а0 = О, (£>, + /Л>0) | ^ о = 0, (10)

А'<Рг +  A la , +  A la ,, + £,s„a0 =  0, 

(B'ra2 + iAlaO = 0.
( П )

Соотношениям (11) отвечает статическая од­
нородная задача, которая имеет два линейно не­
зависимых решения [13], [14]

°о = (0,0,1)г, al = (0,с,0)г. ( 12)
Каждый из них является собственным вектором, 
отвечающим спектральной паре (у = 0, Q = 0).

Однородное уравнение (10) имеет два нетри­
виальных решения

а I = (г‘аг А 0 ) ‘ , а] = (-ia2r, 0,0)', (13)

координаты которых определяются решением 
следующих краевых задач:

Ц  = / Д ч „ = f t

La = d£%b, ,8 . 0  + Ьпа) -  Ь,2д?а -  Ь22а/^, 
la = Ь„д(р + Ь12а/^,

F ] = - d ^ b n) + b2„ f l  = -M U ,
F 2 = - д ф и) + %b2A, f l  = - Ъ М Ы -

Здесь b j  =  c l j / E ’ .

Введем гильбертово пространство Н со ска­
лярным произведением

2̂
(8ь8г) = Jgi • 8 ^ ,

Si ‘ 82 -  S\jSip 
(/• = 1,2,3).

Здесь и ниже суммирование по повторяющемуся
индексу; gp = ( g ^ g ^ g ^ ) 1 ~  произвольные век- 
торфункции, принадлежащие Я ; все введенные 
выше матрицы 3x3 рассматриваются как опера­
торы Я —> Я.

Введем линейную комбинацию собственных 
векторов

а0 = С{а0 + С2а0,

где С,,С2 — произвольные постоянные.

Умножая уравнение (11) скалярно на а(}, полу­
чаем следующую однородную алгебраическую 
систему:

(&\ \ — 5()й|)С| + d[2C2 = о,

^2 \С\ + (d22C2 ”  = 0

(14)dij — (^2^0? йо)>

ь, = fcj -  $?)А

* 2 = ( Й - ^ 1 / 4 .
С учетом выражений (12), (13), после преобразо­
ваний получаем

dn = \{ ь ,^ а 1  + Ьг,а 'Л  + Ь1Ъ) ^

2̂
dn =

л
Ь\Фса) + brfil/% + А34 )£</£,

2̂
^2,= + +
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d22 = Цб, Д О ,2 + bvp )l\ + Ь44̂ ) ^ ,
qi

Ьх = < & - % ) / 2, Ь2 =  ( ^ - ^ / 4 .
Замечание. Опираясь на теорему Бетти, можно 

показать, что d2] = d,2.
Из условия существования нетривиального ре­

шения системы (14) получаем характеристиче­
ское уравнение для определения s0:

А(50) = 50 -  2g,50" + go = О,

2<?i = du + d^b g2 = dnd22 - d f 2.
Обращаясь к (14), получаем начальные участ­

ки дисперсионных кривых

n  = V|y + 0 (y3), Q = v2y + 0 (y3),

vi = tei + -  f t ) 1'2.

V2 =tei -  ylgi -  S i t 2-
Из проведенного анализа вытекает, что при 

малых значениях параметров у, Q существуют че­
тыре бездисперсионных волны вида:

+
«1 = + X l2a 20e ikl(z- ^ ,

(15)
4-

« 2 = Х ^ а У ™  + Х 22а У ^ \

« Г = Х п а У ' ^ ' 0 + Х п а 20е ‘ш+С* \
(1 6 )

“ Г = X  + Х 22а У ^ \
Здесь

= a(d22 -  vpb2)y X ^ 2 = - a d ]2,

Ср = VpC, &р = со/Ср, с = (£ " /р)1/2, 0  = 1, 2).
Таким образом, любые низкочастотные и 

длинноволновые колебания цилиндра с винтовой 
анизотропией являются линейной комбинацией 
элементарных решений (15), (16).

Далее, поскольку а\ = (0,0,1)7, а] = ((),£, О)7, то 
первые слагаемые в приведенных выше формулах 
описывают продольные волны, а вторые — кру­
тильные. При т = 0 элементарные волны щ ста­
новятся чисто продольными, а и2 — чисто кру­
тильными. Винтовая анизотропия приводит к то­
му, что эти волны становятся квази продольны ми 
и квазикрутильными соответственно.

В том случае, когда безразмерный параметр 
Т 0  = г2т 1, главные члены разложений dj  по это­
му параметру имеют вид:

4°, = $ !-$ ? , d°n=G'(%*-£,b/2 E ’, 
d ?2  = 4 & - t i ) B / 2 E \

В = Е'— 2(1 + v ’)G'.

Заметим,что для изотропного материала пара­
метр В = 0 , т.е. этот параметр можно рассматри­
вать как характеристику степени анизотропии.

Полезно отметить, что описанные результаты 
можно получить на основе следующих уравне­
ний:

D\ | d2zw + D]2dl(p = р Sdfw,

Dnd\w + D22d: <p = pJ (17)

F = n (r}~  r,2) , J p = ^(r2 -  r,4) ,

где w — смещения точек оси стержня вдоль оси z, 
(р — угол поворота сечения, отнесенный к едини­
це длины,

D,i = nr2 E'dn,, 0,2 = nr2 E ’d]2, D22 = nr2 E'd22.

Уравнения (17) при Dn = 0 превращаются в 
классические уравнения продольных и крутиль­
ных колебаний соответственно для стержня из 
ортотропного материала.

В заключение этого раздела приведем некото­
рые результаты расчетов, иллюстрирующие влия­
ние различных параметров на характеристики 
волновых процессов.

Расчеты проводились для двух материалов.
1) Условно жесткий материал Ml (композит с 

винтовой намоткой из стальных нитей с полимер­
ным заполнителем) со следующими значениями
упругих постоянных (н/м2), полученных на осно-
ве формул |24|: Е' -  1.208 х К )", £  = 5.3х109,
V’ -  0.23, v = 0.30, G' = 1.189 х 109.

2) Условно мягкий материал М2 (биологиче­
ская ткань стенки артериального сосуда [111)
£’■ = 4.905x108, Е  = 0 .833£ ', G' = Е ' / 6 , v ‘ = 0.45, 
v = 0.54.

Для М 1 и М2 на рис. 1 приведены графики, ил­
люстрирующие зависимости первых двух норми­
рованных фазовых скоростей v p от параметра
а  = arctgT0. Кривые /, 2 иллюстрируют зависи­
мость первых двух нормированных фазовых ско­
ростей v,(a) и v2(a) для £, = 0.1, £2 = 1 (толсто­
стенный цилиндр) дчя “жесткого'’ материала, а 
кривые J, 4 — соответствующие зависимости для 
“мягкого" материана. Причем кривые /, 3 описы­
вают поведение квази продольных волн, т.е. та­
ких, у которых при a  = 0° и a  = 90° отсутствует 
крутильная деформация; кривые 2, 4 — квазикру- 
тильных волн, т.е. таких, у которых при a  = 0° и 
a  = 90° отсутствует продольная деформация. Из­
менение внутреннего радиуса (толщины) цилин­
дра мало влияет на эти фазовые скорости.

Кривые на рис. 2 иллюстрируют зависимости 
для амплитудных коэффициентов элементарных 
решений (15), (16) для толстостенного цилиндра
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9

Рис. 1.

материала М2, отвечающих фазовой скорости 3 на 
рис. 1. Здесь кривая /  соответствует А',,, кривая 2 — 
Х ]2. (Х 22 по модулю на несколько порядков мень­
ше Хи и Х]2, поэтому на графике не приводится). 
Как показали расчеты для различных значений 
внутреннего диаметра цилиндров как из жестко­
го, так и из мягкого материалов в интервале 
45° < а  < 60° существует такое значение а = а*, 
при котором коэффициент ЛГ|2(а*) = 0. При изме­
нении а  в окрестности а* меняет знак на проти­
воположный, что указывает на изменение знака 
фазы вращательных компонент элементарных 
волн (15), (16) на противоположные. Таким обра­

Рис. 2.

зом, для трех значений а  = 0, а  =  а*, а  =  90° эле­
ментарные волны распадаются на чисто продоль­
ные и чисто крутильные.

На рис. 3 приведены графики первых двух дис­
персионных кривых, полученных на основе чис­
ленного интегрирования спектрального уравне­
ния (7) “методом пристрелки” для М2 с парамет­
рами = 0.1, % 2 -  Ь  сс = 45°. Кривая /  отвечает 
квазипродольным модам, кривая 2  — квазикру­
тил ьным модам.

Для реализация метода эта задача была преоб­
разована в краевую задачу для системы обыкно­
венных дифференциальных уравнений первого 
порядка следующего вида:

— = с, ,e + Gt А  ^  = G2la + Gn b, 
d \  d% (18)

Ш  = 0, Ш  = 0-
где b = Ърг. Выражения для матриц Gtj здесь не 
приводятся ввиду очевидности способа их по­
строения на основе выше приведенных формул.

Эти графики позволяют получить некоторое 
представление об области применимости при­
кладной теории продольно-крутильных колеба­
ний, основанной на соотношениях (17). Так, на­
пример, прямолинейный участок первой диспер­
сионной кривой принадлежит области 0 < у < у* 
(у* = 1.5), 0 < Q < Q* (Q* = 1), второй дисперсион­

ной кривой 0 < у < у*, y f  = 3,0 < Q < Q f  (£ 2 f  =1.5). 
Из этих неравенств можно сделать вывод о том, 
что для цилиндра с выбранными параметрами 
прикладная теория будет давать удовлетворитель­
ные результаты, если круговая частота со < 
Прикладная теория привлекательна еще тем, что

Q

Рис. 3.
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позволяет сравнительно простыми средствами 
определять собственные частоты и собственные 
формы продольно-крутильных колебаний ци­
линдров конечной длины. Поскольку множе­
ство собственных частот£!„(/? = 1,...) не ограниче­
но и принадлежит дисперсионным кривым, то 
данная прикладная теория может претендовать 
на достаточно точное определение только тех ча­
стот, значения которых принадлежат интервалам
О < < О*, 0 < Пп < n f .

КРИТИЧЕСКИЕ ЧАСТОТЫ
И ВЫСОКОЧАСТОТНЫЕ КОЛЕБАНИЯ
Из общей теории волноводов [22] и конкрет­

ных исследований [4] волновых процессов в 
упругих цилиндрах из изотропных материалов 
известно, что спектральные задачи вида (6) для 
каждого фиксированного значения параметра со 
имеют счетное неограниченное множество соб­
ственных значений (СЗ) к,п симметрично рас­
положенное в комплексной плоскости у, и ко­
нечные множества вещественных СЗ ±ks,ks > О, 
s = 1,...А(со). Вещественным СЗ отвечают одно­
родные элементарные волны, которые переносят 
волновую энергию вдоль оси цилиндра. Направ­
ление потока энергии через поперечное сечение 
цилиндра определяется средним за период значе­
нием проекции на ось цилиндра вектора Умова 
Пойтинга [4], [22], который в рассматриваемом 
случае может быть вычислен по формуле:

Pzs = Ttcolm (b^as).

Здесь as — собственный вектор задачи (6), отвечаю­
щей спектральной паре (ks,со), = (iksAz + Bz)as.

Знак этого вектора определяет направление 
распространения волновой энергии и является 
одним из критериев классификации элементар­
ных решений (принцип Мальденштама [22], [25]).

Однако применение этого принципа, как и 
других [22], [26], наталкивается на определенные 
трудности в случае “критических частот”. Под 
“критическими частотами” в данном случае по­
нимается множество СЗ со,(/ = 1,...) самосопря­
женной спектральной задачи

Ц 0 9(й)а = (Aq + грсо2/)я  = О 

при г = гр : Вга = О,
которая является частным случаем задачи (6), ес­
ли в последней положить к = 0. Множество соб­
ственных векторов, отвечающих спектральным
парам (0,со/) обозначим а,и. Известно [22], что дан­
ным спектральным парам кроме собственных 
векторов отвечают цепочки присоединенных век­
торов a)...9af. Как показано в [22], обычно суще­

ствует только один присоединенный вектор, кото­
рый определяется решением следующей задачи:

А{)а) + rpafila) -  //4,Я/° = 0,

при г = /р : Вга) + /Л" = 0.

Если волновое число к = 0, то существует пара 
элементарных решений вида

Щ =(±ЗД •
При этом проекции вектора Умова—Пойтенга 
Pz(u+)>QyPz(u~)<0.

Волновые процессы с круговой частотой со > со, 
условно будем называть высокочастотными.

Приведем здесь значения первых трех критиче­
ских частот, полученных путем численного инте­
грирования уравнений (18), для М2 при а  = 45° : 
: Q = (2.07,2.59,2.77). Для оценки точности ре­
зультатов, полученных численным методом, по­
ставленная задача (3)—(5) при (к = 0, а  = 0) 
(трансверсально-изотропный материал) была ре­
шена аналитически. Сравнительный анализ по­
казал полное совпадение результатов, а также 
позволил идентифицировать типы колебаний, 
отвечающих каждой из приведенных частот. При 
изменении параметра а  первая частота порожда­
ет ветвь квазипродольных колебаний, вторая — 
квазирадиальных, третья — квазикрутильных.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Из проведенного анализа вытекает, что при 

винтовой анизотропии, как правило, нет чисто 
продольных или чисто крутильных однородных 
гармонических волн. Механическая структура 
цилиндра приводит к тому, что в зависимости от 
параметров задачи и способа возбуждения все 
волны можно условно разделить на квазипро- 
дольные и квази крутильные. В цилиндре конеч­
ных размеров, возбуждая на одном из его торцов 
чисто продольные колебания, путем подбора па­
раметров на другом торце можно помимо про­
дольных колебаний получить крутильные со зна­
чительной амплитудой. Известны некоторые 
устройства, которые используют эти особенности 
волновых процессов.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (09-01 -00065-а), Южного математическо­
го института Владикавказского научного центра 
РАН, а также в рамках федеральной целевой про­
граммы “ Научные и научно-педагогические кад­
ры инновационной России” на 2009—2013 гг.
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