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Система уравнений для средней скорости и напряжений Рейнольдса рассматривается в предполо­
жении малости процессов диффузии, релаксации и вязкости. Такая турбулентность названа идеаль­
ной. На основе турбулентно-гидродинамической аналогии для нее вводятся квазичастицы -  эле­
ментарные возбуждения усредненных полей турбулентности. Показано, что равновесный спектр 
ансамбля таких частиц имеет форму спектра абсолютно черного тела.

Традиционно турбулентность ассоциируется с 
хаосом и беспорядочным движением жидких ча­
стиц. Известны, однако, исследования, предска­
зывающие существование в ней упорядоченных 
мелкомасштабных структур. В [1] на основе ста­
тистического описания турбулентного течения в 
рамках уравнения Эйлера показано, что развитие 
во времени изначально гладких пульсаций скоро­
сти приводит к формированию в некоторых обла­
стях течения нитевидных вихревых структур, в 
центре которых в пределе t —» со завихренность 
растет неограниченно. Учет вязкости ограничит 
ее рост и приведет к формированию вихрей ко­
нечного масштаба.

Г. Теннекес предложил соотносить турбулент­
ные вихри с волновыми пакетами; “ Если турбу­
лентность состоит из вихрей, то нужно полагать, 
что эти вихри каким-то образом локализованы 
как в координатном пространстве, так и в про­
странстве волновых чисел. Это означает, что 
вихрь не является волной, а подобен волновому 
пакету <...> Этот термин заимствован из кванто­
вой механики и сделано это преднамеренно” [2]. 
Частоту вихря, имеющего скорость й и волновое
число к при таком подходе можно оценить фор­
мулой

со ~ й к ,  (1)
имеющей смысл дисперсионного уравнения. Со­
гласно ему, “размер” А х  вихря или волнового па­
кета связан с “периодом” A t вихря (характерным 
временем его жизни) соотношением A x /A t - u .  
Отталкиваясь от соотношения (1), Г. Теннекес да­
ет оригинальное изложение классических резуль­
татов Колмогорова. При вычислении спектра 
турбулентности в инерционном интервале при­
нимается, что й является средней амплитудой ко­

эффициентов Фурье внутри полосы шириной в 
октаву в области значения к .

В данной работе идея Г. Теннекеса конкрети­
зируется для случая развитой однородной изо­
тропной турбулентности, когда в системе уравне­
ний для средней скорости и напряжений Рей­
нольдса можно пренебречь эффектами вязкости, 
диффузии и релаксации. Такое состояние турбу­
лентной среды названо идеальным. На основе 
турбулентно-электродинамической аналогии вво­
дится понятие квазичастиц (турбулонов) — эле­
ментарных возбуждений усредненных полей. 
Найдено выражение для равновесного спектра 
ансамбля турбулонов, совпадающего по форме со 
спектром абсолютно черного тела. Подобно спек­
тру реальной турбулентности он имеет вид коло­
колообразной кривой, спадающей на бесконеч­
ности до нуля.

ИДЕАЛЬНАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ
Обратимся к уравнениям, описывающим тур­

булентность. Систему уравнений для средней 
скорости течения и напряжений Рейнольдса 
можно записать в следующем виде [3];
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Здесь р -  среднее давление (черта -  знак усред­
нения), Re = ULjv* -  число Рейнольдса, где U ,L -  
соответственно характерная скорость и масштаб 
течения, v* — кинематическая вязкость. Член hy 
представляется формулой

Величины и н д е к с о в а  “пробегают” значения 
1, 2, 3 по повторяющимся индексам, р' = р -  р —
отклонение давления от среднего значения, и] — 
пульсационные компоненты скорости. Все вели­
чины в уравнениях (2)—(4) безразмерные.

Система уравнений (2), (3) содержит “неза­
мкнутые” члены, которые, в общем случае, не вы­
ражаются через компоненты средней скорости и 
тензора напряжений Рейнольдса. К ним относят­
ся последнее слагаемое в круглых скобках (3) и 
выражение (4). “Дивергентная” часть выражения
(4) описывает диффузию турбулентных возмуще­
ний, а последнее слагаемое — их релаксацию. Са­
ма процедура усреднения, используемая при по­
лучении системы (2)—(4), требует, чтобы период 
исследуемых пульсаций был малым по сравне­
нию с характерным временем изменения средне­
го движения.

Рассмотрим турбулентность невязкой турбу­
лентной среды, когда вязкость v* -» 0 и число
Рейнольдса Re -»  с с .  Кроме того, будем считать, 
что тензор h-tj  = 0. Описываемую в таких прибли­
жениях турбулентность назовем идеальной. Си­
стема уравнений для нее не содержит незамкну­
тых членов. Энергия ее сохраняется, а следова­
тельно, отсутствует и перенос энергии по спектру. 
Но, как будет показано, они выступают удобной 
моделью для анализа структурных свойств турбу­
лентности.

ТУРБУЛЕНТНО-ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКАЯ
АНАЛОГИЯ

Систему уравнений для средней скорости те­
чения Uj и напряжений Рейнольдса ху для идеаль­
ной турбулентности теперь записывается так:

^ = 0 ,  0
dxi d t дха dxj dXf

--Si;;
+ и иадха

(5)

( 6)

Ее решение

И/ = Щ = 0 , р = р" = const, Т у  = т°у = с28у  (7)

описывает неподвижную (в среднем) турбулент­
ную жидкость с постоянным средним давлением 
и однородным изотропным распределением 
пульсаций скорости. Выражение для скорости с 
определяется равенством

с = Шз = [(“и^1 + Щ/  3] ' / 2 - ( 8)

Рассмотрим течение, соответствующее малым 
отклонениям от движения (7). Введем возмуще­
ния для компонент средней скорости ^  и тензора 
Рейнольдса г),-,, а также возмущение среднего дав­

ления £ = р -  р , и подставим их в уравнения (5),
(6). После пренебрежения квадратичными слага­
емыми получим следующую систему уравнений

dxj dt dxj dxj

Из второго уравнения (9) следует, что

ОГ\аа 2С2
dt дха

driqq = ду 
dt d t’

гак что у = у0(х/) является функцией только про­
странственных координат. Будем предполагать ее 
заданной.

Введем векторные поля Е  = (£)•),// и скаляр р 
тождествами:

Е; = Й М ? *  н = с м «•7
( 10)

В результате получаем, что система уравнений (9) 
эквивалентна системе уравнений Максвелла:

+ ro t£  = 0, d iv // = 0,
с dt

diх Ё = 4тгр; -  rot Я  = 0.
с dt

Впервые на существование такой турбулентно­
электродинамической аналогии для идеальной 
жидкости указал У. Томсон (лорд Кельвин) [4].
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О.В. Трошкин уже в наше время получил форму­
лы (9)—(11) независимо [5, 6].

Основной вывод работ [4—6] состоит в том, что 
идеальная турбулентность способна, подобно 
упругой среде, переносить поперечные колеба­
ния. Естественно предположить, что это связано 
с формированием внутри течения когерентных 
микроструктур.

КОНЦЕПЦИЯ КВАЗИЧАСТИЦ
Электромагнитное поле принято рассматри­

вать как совокупность фотонов. Но тогда и поле 
возмущений однородной идеальной турбулент­
ности можно интерпретировать как совокупность 
квазичастиц, каждой из которых поставлено в со­
ответствие энергия е, и квазиимпульс р, , опреде­
ляемые следующими соотношениями: г, = Йсо,
Pi = f ik . f i  — постоянная Планка. Такие квазича­
стицы будем называть турбулонами. Величина 
энергии и квази им пульса для них связаны равен­
ством в, = срг

Дисперсионное уравнение для турбулонов 
имеет вид со = ск и является частным случаем (1), 
с которым оно чрезвычайно схоже. Отличие со­
стоит только в том, что скорость волн остается не­
изменной во всем диапазоне волновых чисел.

В реальной турбулентности приближение без­
граничных плоских волн уже не оправдано, про­
дольный размер поперечной упругой волны Ах 
ограничен, и она имеет вид волнового пакета. С 
другой стороны, для этих пакетов существует ко­
нечное время затухания A t. Учет эффектов дис­
сипации в системе (2), (3) позволит определить 
его значение. При условии со At < 1 эти пакеты су­
ществуют весьма длительное время и являются 
весьма протяженными, так что можно говорить о 
волнах, совершенно не локализованных в про­
странстве. Но если величина соД/ увеличивается, 
то следует “явно учитывать, что единицами тур­
булентного движения являются не Фурье-компо- 
ненты рассматриваемой нами величины (напри­
мер, скорости), а отдельные волновые пакеты”
171. Именно последний вариант, когда турбулент­
ный вихрь затухает за один-два оборота жидких 
частиц (периода поперечной волны), и обсуждает 
Г. Теннекес. Поэтому вместо гипотетических вол­
новых пакетов [1 ] следует говорить о пакетах по­
перечных упругих волн (турбулонах), распростра­
няющихся в турбулентной жидкости. В реальной 
турбулентности они и определяют ее микрострук­
туру течения.

Турбулоны — элементарные возмущения тур­
булентного поля. Они обусловлены поперечными 
колебаниями усредненных гидродинамических 
полей. Идея турбулонов является естественным 
следствием турбулентно-электродинамической

аналогии, ее логическим развитием. Турбулоны 
вводятся в рассмотрение по аналогии с фотона­
ми. Как и фотоны, они служат примером прояв­
ления корпускулярно-волнового дуализма. Их 
введение не противоречит классическому описа­
нию турбулентности в рамках уравнения Навье— 
Стокса, а дополняет его.

РАВНОВЕСНЫЙ СПЕКТР 
АНСАМБЛЯ ТУРБУЛОНОВ

Примем гипотезу, что турбулентное состоя­
ние жидкости порождается ансамблем турбуло­
нов. Поскольку все диссипативные процессы 
внутри жидкости отсутствуют, то полное число 
турбулонов в системе не меняется, и спектр яв­
ляется стационарным. Такая ситуация в чистом 
виде реализуется для сверхтекучей жидкости 
(кстати, для нее не вызывает никаких возраже­
ний существование квантованных возбуждений 
в течении). Для реальной турбулентности ре­
зультаты такого подхода интересны, прежде все­
го, в области энергосодержащих вихрей (боль­
шие масштабы).

При принятых предположениях для описания 
статистики турбулонов можно воспользоваться 
подходом, развитым для описания равновесного 
теплового излучения |8 |. Как и фотоны, турбуло­
ны подчиняются статистике Бозе—Эйнштейна. 
Их число dQn содержащееся в спектральном ин­
тервале d v  = cl($/2n> равно

n n tv )  = ______ v~dv______
; с3 exp{{hv - \x ) /W ) - \

здесь V — объем, h = 2л ft, р , W  — константы. В 
статистической физике W = КТ (К — постоянная 
Больцмана, Т  — температура), а р < 0 — химиче­
ский потенциал. В нашем случае используется 
формальная аналогия, поэтому будем считать W 
и р просто параметрами микротеории. В теории 
излучения абсолютно черного тела число частиц 
фотонного газа является переменной величиной, 
поэтому химический потенциал полагается рав­
ным нулю [8]. Для рассматриваемоготурбулонно- 
го газа число частиц Q, постоянно, а значит, и нет 
необходимости накладывать дополнительное огра­
ничение на величину р.

Для спектра энергии S(v) справедлива следую­
щая формула:

S( v) = hv d a
dv

SnhV_______ _________
c} exp[(Av -  \x)jW\ -  1

Замечательно, что это соотношение определяет 
колоколообразную кривую, качественно соот­
ветственную спектру реальной турбулентности.
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Для сопоставления закона (8) с эксперимен­
тально измеренным спектром S e(v) следует вы­
брать значения свободных параметров W , р. 
Сделать это можно, например, связав значения 
двух спектральных функций в точках их макси­
мума.

Пусть экспериментально найденная функция 
принимает максимальное значение 5^1ах в точке 
v . Спектр (12) также имеет максимум в ней, ес- 
ли выполняется условие

е \Ъ  -  X) = е"1* ,  X =  h v mJ W .  (13)

С другой стороны, справедливо соотношение

у = — + In
А W

I +
\ г'Ч1’с ^  max /

(14)

Выражения (13), (14) представляют систему двух 
уравнений для определения двух безразмерных
величин х и ц/ИС По ним уже легко находятся 
значения р , И/ , и восстанавливается вид спектра
(12). Привязка к точке максимума — только один 
из возможных способов сравнения теоретическо­
го и экспериментального спектров. Можно, к 
примеру, сшивать спектр (12) с колмогоровским 
законом. Процедура выбора свободных констант 
при этом, очевидно, остается неоднозначной. 
Поэтому в каждом из проведенных расчетов мож­
но будет говорить только о качественном объяс­
нении экспериментального и теоретического 
спектров. Причина тому -  пренебрежение эф­
фектами диссипации. Однако совпадение с экс­
периментальными данными будет всегда тем точ­
нее, чем в меньшей степени проявляются они. 
Это свойственно большим пространственным 
масштабам возмущений (малым частотам). В пре­
деле малых частот hv <  ц (длинноволновое рас­
смотрение) имеем:

S(v) = 8n h V у 3
с3 ехр(-ц/И/) -  Г

или с учетом дисперсионного соотношения для 
турбулонов £(*:) ~ к \

Необычность полученного выражения для 
спектра турбулентности заключается в том, что в 
него входит постоянная Планка. В связи с этим 
обратим внимание на то, что идеи квантовой ме­
ханики имеют свои глубокие корни еще и в стати­
стической физике, и наряду с двумя путями от­
крытия квантомеханических идей (оптико-меха­
ническая аналогия де Бройля—Шредингера и 
матричная модель Гейзенберга-Борна, основан­
ная на принципе соответствия) существовала воз­
можность третьего пути. Постоянная /*, числен­

ное значение которой Планк нашел при изучении 
законов излучения, а Эйнштейн, — сравнивая с 
опытом свою формулу для фотоэффекта, могла 
бы быть найдена, например, при изучении тепло­
емкости газа бозонов или фермионов [9]. Вполне 
вероятно, что в число этих примеров со временем 
войдет и спектр турбулентности.

Идеальная турбулентная среда способна пере­
носить поперечные колебания. Она приобретает 
упругие свойства. Рождающиеся при этом вихри 
естественно рассматривать при этом как проявле­
ние новых структурных свойств жидкости на 
микроуровне. Механизм их формирования не­
ясен, но это не исключает построения их феноме­
нологических моделей в духе моделей, развивае­
мых в рамках исследования акустики микронеод- 
нородных сред [10—14].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Введено приближение идеальной турбулент­

ности, которое допускает эффективное исследо­
вание структуры течений методами волновой ди­
намики. Предложено обоснование гипотезы Тен- 
некеса о турбулентности как ансамбле волновых 
пакетов. Найден вид спектра идеальной однород­
ной изотропной турбулентности.
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