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Исследование статистической анизотропии 
океана насчитывает уже несколько десятилетий. 
Тем не менее, как отмечено в [1], к настоящему 
времени опубликовано не так много работ, в ко­
торых бы обсуждались характеристики анизотро­
пии океана. В результате многие проблемы, свя­
занные с влиянием статистической анизотропии, 
далеки от разрешения. В частности, результаты 
экспериментов [2—4] по измерению функции ко­
герентности звуковой волны в океане, проводив­
шиеся в конце 70-х годов XX века, так и не полу­
чили должного объяснения. В [5] приведены экс­
периментальные угловые спектры сигнала в 
глубоководных районах океана, вид которых объ­
ясняется влиянием взволнованной поверхности 
океана на интерференционную структуру поля. В 
данной работе для анализа угловой диаграммы 
рассеяния предлагается учитывать также и конеч­
ность продольного масштаба корреляции неод­
нородностей среды. С этой целью ниже выведено 
уравнение для функции когерентности в стати­
стически анизотропной среде с блинообразными 
неоднородностями, лежащими в горизонтальной 
плоскости. Такая модель продиктована тем, что, 
как указывалось в [6], вертикальный масштаб 
внутренних волн в океане не превосходит 1 км, 
тогда как горизонтальный обычно имеет величи­
ну на порядок большую и достигает 20 км.

В малоугловом приближении распростране­
ние волны w(x,p) описывается параболическим 
уравнением

где х — продольная, р = [ y , z j  — поперечные коор­
динаты (считаем ось z  направленной вертикаль­
но), Д± — лапласиан в поперечной плоскости, 
к = 2к/Х — волновое число, X — длина волны, 
й(х,р) — флуктуации показателя преломления 
среды с заданной функцией корреляции

<й(л,р)л(х + т||,р + х±)> = Вп(х).

Получим с помощью (1) уравнение для функ­
ции когерентности

Г(х,р„р2) -  <и(х,р|)и*(х,р2)), (2)

= ikn(x,p)u,
дх 2 к (1)

где м*(х,р2) — комплексно сопряженное поле в 
точке с поперечными координатами р2. Для этого 
запишем уравнение (1) для поля «(х,р,), помно­
жим на и*(х,р2) и сложим полученное уравнение 
с параболическим уравнением, записанным для 
и*(х,р2), и помноженным на w(x,p,). В результате 
получим

- У +  ^ [ ЛХ2 («,«*)- ДХ, («,«?)_ =

-  ik(nl -  й2)и|Ы*.

Здесь и далее индекс 1 соответствует точкам с ко­
ординатами р ,, а индекс 2 — р2. Усредним послед­
нее уравнение по ансамблю реализаций п с уче­
том определения (2):

уу  + ̂ -(А х 2 -А ц )Г  = /А:((й1- й 2)им*). (3)
дх 2 к
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Для вычисления смешанного среднего момента в 
правой части воспользуемся локальным методом 
Чернова |7, 8J. Следуя этому методу, полагаем, что в
слое [х - / ,* ] ,  где /  > /м, /и -  масштаб корреляции п 
вдоль оси неоднородности среды мало влияют 
па волну. Поэтому комплексную амплитуду поля 
Б смешанном моменте запишем в борновском 
приближении

и  =  и 0 +  V,

где нулевое приближение и0 соответствует слу­
чаю, когда неоднородности в слое [х - / ,* ]  отсут­
ствуют, V— однократному рассеянию волны:

dx'
2тс J х -  х '

х -1

|ф я ( х \ р ') и 0 (х ',р ')ехр
- С О

f* ( p - p ') 2
2 ( х - х ')

(4)

В этом приближении, пренебрегая слагаемым v,v* 
как имеющим второй порядок малости, имеем

Пусть /, — характерный масштаб неоднородно­
стей п в вертикальной плоскости. Тогда нера­
венство

V W /j. <  1 (6)

соответствует геометроакустическому приближе­
нию: характерный размер апертуры /± много
больше радиуса первой зоны Френеля yjl^k. В 
этом случае

« I

v(x,p) = ik |^ Э \|/0(х,Э)ехр(/&Эр) х

Заметим, что условие (6) можно переписать в 
виде

«(х,р!)м*(х,р2) = и0]щ2 + w01v j + Wo2Vi, 
откуда видно, что правая часть (3) будет выра­

жаться через средние (и о Д ^),
(и0\П2у 2 )- Получим каждое из них отдельно. С 
этой целью представим и0 (х,р) в виде разложения 
по плоским волнам

со

и0(х, р )=  Jrf9\|/0(x,9)exp(/A:9p), 9 = (а,р),

где угол а  отсчитывается в горизонтальной плос­
кости, р — в вертикальной плоскости. Из (1) вид­
но, что в однородной среде, т.е. при й(х,р) = 0, 
комплексные амплитуды плоских волн удовле­
творяют уравнению

^  A V o = 0 .
3* 2

Поскольку отсюда следует, что они меняются по 
закону

Ч/0(х,Э) = Ч/о(х’,5)ехр[-(/&&2/2)(х  -  х ')],

то, выразив в (4) и0 через \(/() и учтя последнее ра­
венство, получим

СО

(х,р) = ik J (УЭ\(/0(х,9)ехр(/'/:9р)
-с о

со

X рТц [ rfx±«(x -  Хц,р -Tj. -  Эх,,)— exp 
J J Zni г..

C , 2   ̂ikx
(5)

1
2t

0 V  II /

k ll/l , > ' или 9a §> 9 P, (8)

где величину Эа = /л //м будем называть углом ани­
зотропии, а Эр = 1 jk l^  — углом рассеяния. Введем
параметр анизотропии т = З р/Э а = l j k l \ .  Будем 
говорить о слабой анизотропии, если выполняет­
ся условие т < 1. Таким образом, представление 
поля в виде (7) возможно как раз в случае слабой 
анизотропии. Например, если 1± = /п, то условие (8)
переходит в kl0 >  I или Эр 1 — условие крупно­
масштабное™ неоднородности среды. Выполне­
ние этого условия необходимо и для справедливо­
сти параболического уравнения (1). Поэтому в 
случае изотропных крупномасштабных неодно­
родностей, когда справедливо (1), справедливо и 
приближение (7). Очевидно, что условие (8) и 
приближение (7) тем более выполнено для
“сплющенных” (/ц < /±) вдоль оси х неоднородно­
стей. Заметим, что если Э* — наибольший угол 
распространения волны, отсчитанный от оси х 9 
удовлетворяет неравенству

»* > Э,, (9)

что эквивалентно условию 9тц -  Э*/п 1±, то при­
ближение (7) перейдет в более простое:

(х,р) = iku0(х,р) | dx'n(x',p).
Х -1
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Ситуация принципиально иная, если случайные 
неоднородности вытянуты вдоль направления 
распространения волны, т.е. если I > I { и, следо­
вательно, угол анизотропии Э„ 1. При этом 
условия (8), (9) могут быть нарушены, даже если 
применимо параболическое уравнение (1). По­
этому при выводе уравнения для функции коге­
рентности в случае вытянутых случайных неодно­
родностей следует пользоваться не приближени­
ем (7), а полным выражением (5), учитывающим 
дифракцию на неоднородностях и изменение си­
лы рассеяния при малых изменениях углов рас­
пространения волны.

С учетом сказанного запишем среднее {и*пщ ух):

03

< 4 « , v i >  =  ~  \ d p ( u Z  ( х , р 2 ) м 0 ( * , р ,  - р ) ) о ( р ; Л )

-СО

Здесь интегральный оператор а (р,F) определяет 
преобразование Фурье от функции /•'(Э):

со аз .
Л ( 5 )  =  8  J r f x ,  J Л ± в ,  ( х „ х х  +  9 x , ) - i - e x p  ^

2 Л 
1

О - а з
2 я / т ц  ^  2 т |( ,

Для вычисления среднего (u0]n2v 2) выразим v 2 
согласно формуле (8) из [71 через амплитуду плос­
ких волн ¥о (*,Э):

00
V *  ( х , р 2 )  =  J  d & y t ( x ,  Э ) е х р ( - / £ 9 р 2 )  х

-с о

/  со

X  f r f x ,  f < / т х л г  ( х  -  X , ,  р ,  -  т х  -  5 т , X

2ЯТц
О -с о

х ехр f  i k z l "

2т, /

Тогда искомое среднее
со

<M0 , « 2 v 2 )  =  J c/ 9 < w o i vj/ o ( х , э ) } е х р ( - / Л 5 р 2 )  х

- о з

I оо

X  \d x w Г ^ т х в „ ( т ц , т х + § Т | | ) - ^ — е х р  
J  J '  2яти
О -с о

/Лт
2 т II У

Устремляя верхний предел в интеграле по т„ к бес­
конечности, получим

со

< M o i « 2 v 2 )  =  J  | ^ 9 ( ы 0 | ¥ о  ( * , Э ) ^ е х р ( - / £ Э р 2 ) Л * ( 9 ) ,

—со

где использовано обозначение

со

Л * ( 5 )  =  - 8 р т „  р т х Я л ( ТН>Т1 + Эти)—  11 / ;
О -оо 2я/Т,

х ехр Ист\
2 т и

От амплитуд плоских волн снова вернемся к по 
лю и0:

СО
V)/ о  ( х ,  9 )  =  )  j *  d p u Q  ( х , р ) е х р ( / £ 9 р ) .

- ю

В результате

СО

( « 0 1  ” 2 V * )  J < * p ( « o ( * > P i ) « o  ( х , р 2  +  р ) ) а ( р \ - А * ) .

—со

Действуя аналогично, найдем, что средние

“ 0 | Я | ^ * у  =  ( “ o ( * » P i ) ^ ( x , P i ) v J ( x , p 2 ) )  и  ( u ? )2n 2v , )  3

= («0*(*,p2)«(*,P2M*>Pl
ственно через функции

в ы ражаю гея соот вет-

сГ2(5,р, - р 2) =

00 03

—  8  J r f x p  |  d x L B n  ( т ц , р ,  -  р 2  +  Т Х  +  9 т ц )  X

X
2л/т,

ехр Ист
2

\ 2т. / (Ю)

<̂21 (ЯР2 -  Pi) =

со со

=  8  J r f T „  j  d x ± B „  ( т ц , р 2  -  р ,  +  т х  +  5 т , )  X

О  —со

X
2  л / т

г-ехр
Ист'
2т„

\
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Б ВИДС

Uq\H\V2
X j

ik
8

J  dp (u0 (x, p ,) (*, p2 + p)\fl (p; -47,*2) >
-од

CO

Wo2«2v l
ik
8

| dp(u%(x,p2)и0(x,p, -  p)^o(p;C2|)
- C O

Подставим найденные средние в правую
масть(3): 5Г . /

дх 2 к (Д±2 ~ Л ц ) Г  =
АГ
8

сс
| ф ^ и 0(х ,р ,)и о  ( х ,р 2 +  р )(

-со

X \a (p \-A * )-a (p ,-G *

ОД
j  rfp (м0* (х , р 2)  «о (х , р , -  р ) \  [а (р ; G2i)  -  а  (р; /4)]

-с о

Если в слое толщиной / -  /ц ослабление функции 
когерентности за счет рассеяния мало, можно пе­
реписать правую часть с учетом определения 
функции Г и интегрального оператора а(р, F), 
при этом получаем замкнутое интегро-диффе- 
ренциальное уравнение:

^  + ̂ 2 -Д т ,)Г  = 
дх 2 к

e i k ' 2
8 \2я/

СО со

f r ( x ,p ,  + р ,р 2) J^2l(® ,?)x
—со —со

х ехр(-/А:&р)^9(/р
(И )

+
o'; со

+ |г ( х ,р , ,р 2 + р) J  Д* (-a,-j)exp(4*&p)</d</p
-СО —<о

где

5  =  р 2  -  Р ,

A i (&д) = С21(Д У)- ^ ( 5 ) ,

А * (э д )  = д * ( з д ) - л * ( з ) .

Введем лучевую интенсивность по определе­
нию

со со
/ ( * Д , 9 2) = У у  J  |г ( х ,р ь р 2) х

-СО —со
хехр - /£ (& ,р ,)- /£ ($ 2р2) ]^ р ,ф 2.

Выражая отсюда функцию когерентности 
Г(х,р],р2) и подставляя в (11), от уравнения (11)
перейдем к уравнению для функции /(х ,& ,,& 2):

d f + i_k(^2 о2 
дх 2

(Э? -  Э1)

со со
8

I  J / f c M  2) exp [/*(&,£,) + /*(Э2р2)] х
—со —со

х Г0 2\ + 0*2

Заметим, что при этом коэффициент Z)21(S,s)
приобретает ясный физический смысл — это уг­
ловая диаграмма рассеяния поля на неоднород­
ностях среды. Поэтому обсудим подробно свой­
ства этого коэффициента. Для этого пренебрежем 
обычно несущественной в подводных звуковых 
каналах зависимостью функции корреляции не­
однородностей от горизонтальной поперечной 
координаты [9] и примем гауссову функцию кор­
реляции

±) = <*Uxp(-xl/2l} ~ x \/2 il) , (12)

при этом функции имеют вид

од
Л (э) = 8 с 4  М ^ е х р  

' J 1 + imxо

/
1 + S’

ч

v Эа(1 + imx))_
О)

Л *(»)= -8о^/ц f dz
V '  J 1 -  imx

(13)
0

x exp
r
1 + S'

da(i-imx)J_

Свойства этих функций анализировались ранее в 
[10]. Здесь исследуем поведение функций G2X (9, j) ,

G*2 (&,?)• Прежде всего рассмотрим геометроаку-
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Рис. 1. Действительная и мнимая части коэффициента /)2\ при различных значениях параметра анизотропии т. 
(а) т =  0.01; (б) т =  1; (в) т = 100.

стическое приближение, при котором выполнено 
неравенство (6). В этом случае (10) переходит в 
более простое выражение

G2i (&,.?) = 8 рТ||б„ (т||,.? + Эту),
о

что с учетом (12) даетс ,, (9,1) = Т = = г : , ехр
. 2/,Ж(1 + 9 !/ 9 i) ,

1 - ф
>

э?
(14)
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Рис. 1. (Продолжение).

где зависеть от угла:
г

оЕсли распространение происходит под малыми углами к оси х, т.е. выполнено условие &/Эа 1 , то из (14) видно, что коэффициент G2\ перестает
Заметим, что в этом случае коэффициент Л также оказывается постоянным: А (9) =  А 0 ~ А̂ 2жг~„1п.Подстановка А0 и G0 в коэффициенты /),* (9,?) и
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Рис. 1. (Окончание).

/)2|(&Д) правой части уравнения (11) приводит 
его к виду

^  + ^ ( Д 12- Д х,)Г  = ^ ((7 0 - И 0)Г, 
д х  2 к  4

совпадающему с видом уравнения для функции 
когерентности в марковском приближении 
[11].

Однако более интересен случай, когда нера­
венство (6) не выполнено, и надо учитывать ди­
фракцию на случайных неоднородностях среды.
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При этом из (10) с учетом (12) получим:

2QC-

& ( & ? ) =  р
о

(? //„ + тЭ)2

2 29а(1 + //ит)
СО

сГг (8,Т) =  - 8 ^ / Л - 4 - > <
J l- /w x

(15)
о

хехр X2 (?Аи -  ̂ ) 2
2 2Э2 (1 -  //их)

В случае слабой анизотропии (/л 1) отсюда
следует

/  . \

f t ,  ( М -
1 + &2/ э

ехр
\ 2/2S 2(l + » 2/& 2)

X
/

1 - ф

Л
59а д + »7»iU_

X
/ \

1 + ф ?9

V̂ „Э зх /Г + эУ э 2 
а У

Последние выражения показывают, что характер­
ный масштаб спадания коэффициентов /)2!, D*2 в 
правой части (11) в случае слабой анизотропии
имеет порядок sm = >/2/ц9;|. Если расстояние меж­

ду точками |р2 -  р,| < sm, функции G2, и (7,* стре­

мятся к нулю, а коэффициенты /)21, 0,* становят­
ся постоянными и равными А0.

Поведение функции 0 21, вычисленной с помо­
щью (13), (15) при различных значениях парамет­
ра анизотропии т и нормированной на 8ст£/ц, по­
казано на рис. 1. При любых значениях параметра 
анизотропии т коэффициент D2] наиболее резко 
меняется при малых значениях угла распростра­
нения волны 9 . В рассматриваемом случае бли­
нообразных неоднородностей этот факт имеет 
простое геометрическое объяснение. Характер­
ный поперечный размер неоднородностей / в 
этом случае одинаков для всех лучей независимо 
от угла распространения 9 . Это значит, что сохра­
няется постоянным и угол рассеяния 9 р = 1 /к1±. В 
то же время характерное продольное расстояние 
Т|,, которое волна проходит внутри отдельной не­
однородности, увеличивается при уменьшении 
угла распространения. Можно тогда считать, что 
увеличивается эффективный продольный размер

£»21/8СТ2/м

Рис. 2. Зависимость действительной (сплошная линия) 
и мнимой (штриховая линия) коэффициента /)21 от па­
раметра анизотропии. 1 -  Э/Эа = 1,2  -  Э/Эа = 10.

неоднородностей /н, что соответствует уменьше­
нию угла анизотропии Эа = /2 //м - При этом нера­
венства (8), (9) нарушаются, т.е. становится суще­
ственной дифракция на неоднородностях, и сила 
рассеяния изменяется даже при малых изменени­
ях углов распространения волны.

Отметим интересную особенность угловой за­
висимости диаграммы рассеяния 0 21, которая 
проявляется при больших значениях параметра 
анизотропии т. На рис. 1в видно принципиаль­
ное отличие в угловой зависимости 0 21: при 9 = 0, 
т.е. в направлении вытянутости неоднородностей 
появляется локальный минимум. Это означает, 
что лучи отклоняются в основном в ту сторону, 
где меньше характерный масштаб корреляции 
неоднородностей, причем этот эффект выражен 
тем сильнее, чем больше параметр т.

На рис. 2 приведена зависимость 0 21(ди), полу­
ченная при двух значениях 9 /9 а и при s = sm/2. 
Она показывает, что случай слабой анизотропии 
как раз и является наиболее актуальным, т.к. ко­
эффициенты уравнения (11) существенно отлич­
ны от нуля лишь при т < 1. Действительно, из (15)
следует, что G2\ ~ /ц9а. С учетом определений угла 
анизотропии и параметра анизотропии это озна­
чает, что коэффициент 6’21, а значит, и 0 2), убыва­
ет за счет дифракции как 1//и, что и проявляется 
на рисунках 1,2.
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Заметим, что эксперименты |2—4) по непо­
средственному измерению функции когерент­
ности в океане, о которых упоминалось выше, 
проводились на частотах около 100 Гц, скорость 
звука составляла примерно 1500 м/с. Оценка па­
раметра анизотропии при этих значениях дает 
т ~ 0.05...0.5. Этим и объясняется необходимость 
учета анизотропии (отказ от марковского при­
ближения) для анализа экспериментальных дан­
ных. Понятно и то, почему такая проблема не воз­
никает на больших частотах (порядка 20 кГц). На
этих частотах параметр анизотропии т = &Р/Э а =
= l\Jk ll стремится к нулю, что можно интерпре­
тировать как уменьшение продольного масштаба 
/и при сохранении неизменными остальных пара­
метров задачи. Поскольку в этом случае мы имеем 
дело со “сплющенными” по продольной оси не­
однородностями, то результаты экспериментов 
укладываются в рамки марковского приближе­
ния. Видимо, влияние анизотропных случайных 
неоднородностей, наряду с приводным ветром 
(роль которого обсуждалась в [1]), проявляется и 
в результатах измерений [ 1, 5J: если принять ско­
рость звука равной 1500 м/с, то на использован­
ных частотах параметр анизотропии т составлял
0.04... 0.1.

Автор выражает признательность А.И. Саиче- 
ву за постоянное внимание к работе.
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