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Рассматривается мембрана, имеющая форму равнобедренного прямоугольного треугольника, на 
каждой из сторон которой реализуются краевые условия либо Неймана, либо Дирихле. Уточняется 
решение соответствующей спектральной задачи, которая не допускает разделения переменных. На 
основе этого уточнения решается задача об идентификации закрепления треугольной мембраны по 
первой собственной частоте ее колебаний.

Ключевые слова', идентификация мембраны, краевые условия Неймана или Дирихле, спектральная 
задача, собственные значения.

В работах 11 —3) разработаны методы решения 
задач идентификации закреплений прямоуголь­
ных, круговых и кольцевых пластин и мембран по 
собственным частотам их колебний. Однако эти 
методы не годятся для решения соответствующей 
задачи об идентификации закрепления треуголь­
ной мембраны, так как соответствующая задача 
на собственные значения не допускает разделе­
ние переменных. Для решения задачи на соб­
ственные значения для треугольника требуется 
применение теоретико-групповых методов 14—6].

Пусть х  =  ( х ь х 2 )  е М 2 . Рассмотрим область D  

равнобедренного прямоугольного треугольника, 
ограниченную прямыми А, (/ = 1, 2, 3):

Я, = {х; х ] =  а ) у Н 2 =  {х; х, = х2},
Я3 = {х; х2 = 0).

Обозначим через T ( k h k 2, k ? )  следующие гранич­
ные задачи на собственные значения:

- А и ( х )  = Х и ( х \  х е Д

k i ^ ^  +  r i u ( x )  =  0, х е П п  Н „  (1)
OV

где k h  Г/  е  Z, > 0, г, >  0, k ,  + г, = 1, / = 1,2,3, v -  
внешняя нормаль.

Д. Пойа (G. Polya) |7| нашел наименьшее соб­
ственное значение задачи Дирихле для прямо­
угольного треугольника с углом л/б и соответ­
ствующую собственную функцию. Еще ранее 
Б.Р. Сетт (B.R. Seth) |8, 9| построил бесконечную, 
но неполную систему собственных функций для 
этой же задачи. Одной из наиболее ранних работ, 
в которой были найдены некоторые серии соб­
ственных функций для указанного треугольника, 
является работа Г. Ламе (G. Lame) 110]. Собствен­

ные значения и собственные функции для тре­
угольной мембраны исследовались и в работах 
других авторов (см. [11]). В 112] собственные 
функции в виде произведений тригонометриче­
ских функций применялись для решения задачи, 
возникающей при изучении рассеяния плоской 
волны на пилообразной неровной поверхности.

Решение всех задач Т ( к ь к ъ к ъ )  для прямо­
угольного треугольника дано А.Ф. Шестопалом 
[4—6|. В [61 были построены функции Грина соот­
ветствующих задач и указан метод приведения их 
к спектральным разложениям, основанный на 
использовании обобщенной формулы суммиро­
вания Пуассона (см. также [13], где показана ор­
тогональность соответствующих собственных 
функций).

Если собственные значения обозначить через
A.J, а собственные функции через \|/s(x), то реше­
ние, данное А.Ф. Шестопалом для соответствую- 
щихзадач Т ( к ь к ъ к г ) у запишется вследующем ви­
де 161: выражения дня собственных значений за­
дач 741,0,1), m i,0 ) , Г0Д1), Г(0,0,0) даются 
формулой

^ j  =  ~~2
а ~

а выражения для собственных значений задач
741,0,0), 740,0,1), 741,1,0), 740,1,1) -  формулой

При этом собственные функции \ \ i s ( x )  для соот­
ветствующих задач Г(А,,А:2Д з), представляются в 
следующем виде:
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1°. 7X1,0,1). v,(*) =
n s , X t  n s 7 x  | cos—— cos——

a a

ЯЛ'|Х? K S i X icos—— cos——
a  a

,  s 2 >  S \  >  0 .

2°. 7(0,1,0). V,W =

3°. 7(1,1,1). Vj(x) =

. nS\Xi  . ЯЗоХ, sin—— sin——L
a  a

USiX? .-s in —— sin—— 
a

n s }x  1COS--— COS
a

a

Л 5 2 Х ]

S 2 >  5 ,  >  0 .

n S \ X 7-cos—— cos
a

TZS2X 2

4°. 7(0,0,0). V,(*) =
sin

a
Я5|Х, sin TC52X,

S 2  >  .9 ] >  0 .

a

.  Я 5 , Х 2  .sin—— sin 
a

a

Я 5 2 Х 2

a

, s 2 >  S \  >  0.

5°. 7(1,0,0). vj/,(x) =
• я(2$, + l)x, . л(2$, + l)x. sin——---— sin ——!--- —

sin

6°. Д0,0,1). V,(x) =

2 a  2 a

n ( 2 s t + l)x, sjn n ( 2 s 7 + l)x2
2 a  2 a

7C(25i + l)x, n ( 2 s i  + l)x,
2 a

Tt(2.V| + l)x2 
cos—— ----—  cos

, S2 >  5, > 0.

2a
n (2 s 2 + l)x2

2a 2 a

, S2 >  5, > 0.

Г .  Д 1,1,0). \\is( x )  =

: A n n ( 2 h  + l)x, sjn3x(2s2+ l)x,
2a 2 a

8°. Д 0 ,1,1). V,(x) =

: i n ^ ' + l)x2 sjn ti(2s2 + l)x2 
2 a

k ( 2 s , + l)x, cos —-—!---— cos
2a

2a
n ( 2 s 2 + l)x

, s 2  >  S i > 0.

2 a
_costc(2£l± 1)x2 co$*2s2 + l)x2

2<7 2 a

, s 2 > s ] > 0 .

Нетрудно однако заметить, что при S \  =  0 и 
s 2  =  1 представленные А.Ф. Шестопалом функ­
ции \|/9(х) для задач 7(1,0,1), 7(1,0,0) и 7(0,0,1) с со­
ответствующими собственными значениями X s  

также являются решениями задач (1). Поэтому 
д л я  индекса s , в выражениях для собственных 
значений и собственных функций задач 7(1,0,1), 
7X1,0,0), 7Х0,0,1) правильнее писать > 0.

С учетом этого замечания из представленных 
выше выражений для собственных значений и 
собственных функций следует, что первыми соб­
ственными значениями А., задач Т ( к ь к ъ к ^ )  (т.е.
наименьшими из неотрицательных Х 5 )  являются 
следующие числа:

1°. Д1Д1): (®1 ~ 0,52 = 1).
а

2°.

3 ° .

4°.

5°.

6°.

7°.

8 ° .

ДО, 1,0). Д = ^ £ , 

Д  1,1,1). Д =0, (5, 

ДО,0,0). Д
а ~

д  1,0,0). д = Ж ,
4 а "

ДО,0,1). Д =

Д1,1,0). д  =

ДО,1, 1). д  =

9 к  

4  а '  

я2 
2а2
я 
2 а2  ’

( S ,  =  1 ,  5 2  =  1 ) .

= 0, s 2 =  0).

( 5 ,  =  1 ,  S 2  =  2 ) .

( s ,  =  0 , 5 2 =  1).

(5 -, =  0 ,  S 2  =  1 ).

($i = 0, s2 = 0).

(sI = о, s2 = 0 ).
Как видим, чем больше собственное значение 

Д, тем выше закрепленность мембраны; наи­
меньшему из первых собственных значений
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}ч = 0 соответствует задача Неймана /’(1,1,1), а
с  2

н а и б о л ь ш е м у  X, =  -  з а д а ч а  Д и р и х л е  Г (0,0 ,0).
а

Б о л е е  д л и н н о й  з а к р е п л е н н о й  с т о р о н е  с о о т в е т ­
ствует  б о л е е  в ы с о к о е  п е р в о е  с о б с т в е н н о е  з н а ч е ­
н и е . О к о н ч а т е л ь н ы й  в ы в о д  т а к о в : д ля  м ем бран ы , 
им ею щ ей  ф орм у равнобедренного  прям оугольного  
т р еуго льн и ка , за к р еп лен и е  ее  ст орон определяет ся  
по п ер во м у  собст венном у зн а ч ен и ю  однозначно с 
т очност ью  до п ер ест а н о вк и  за к р еп лен и й  на  р а вн ы х  
ст оронах . Э т о т  в ы в о д  п о л н о с т ь ю  со гл асу ет ся  с 
р е ш е н и е м  с о о т в е т с т в у ю щ е й  зад ач и  д л я  о д н о р о д ­
н о й  п р я м о у г о л ь н о й  м е м б р а н ы  [2].
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