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Рассмотрена задача о рассеянии рэлеевской волны системой из N цепочек одинаковых близко рас­
положенных друг от друга механических резонаторов. Расстояние между цепочками равно полови­
не длины рэлеевской волны при частоте оз, равной или близкой собственной частоте цепочки резо­
наторов при учете присоединенной упругости. Рассчитан коэффициент отражения рэлеевской вол­
ны от этой дифракционной решетки.
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В акустоэлектронике актуальна проблема созда­
ния эффективного отражателя рэлеевской волны. 
Перспективным направлением ее решения являет­
ся пост роение отражателя на основе резонирующих 
элементов [1]. Простейшим резонатором для рэле­
евской волны является пружина с грузом. Такой ре­
зонатор, присоединенный пружиной к границе зву- 
копровода, интенсивно рассеивает падающую на 
него рэлеевскую волну. Резонатор, расположенный 
перпендикулярно границе (“нормальный резона­
тор”), реагирует на нормальную компоненту ее сме­
щения. Резонатор, расположенный параллельно 
границе и ориентированный по направлению рас­
пространения рэлеевской волны (“тангенциальный 
резонатор”), реагирует на тангенциальную компо­
ненту ее смещения. Ранее механические резонато­
ры были успешно применены для создания вибро­
изоляции в стержнях и пластинах [2—4].

В работах 15—81 решена двумерная задача о рас­
сеянии рэлеевской волны одиночным механиче­
ским резонатором и было показано, что на резо­
нансной частоте модуль коэффициента отражения 
может достигать значения ~0.5. Авторы высказали 
предположение: “Использование нескольких резо­
наторов (2—3), расположенных рядом на опреде­
ленном расстоянии, по-видимому, позволит увели­
чить отражение при одновременном интерферен­
ционном гашении рассеянных в объем волн”. 
Фактически “двумерный резонатор” является це­
почкой одинаковых близко расположенных друг от 
друга механических резонаторов, установленных 
перпендикулярно направлению распространения 
рэлеевской волны. Система из N таких цепочек, 
установленных друг от друга на расстоянии L, рав­
ном половине длины рэлеевской волны, является 
отражательной дифракционной решеткой. Рэлеев-

ские волны, отраженные отдельными цепочками, 
складываются синфазно. С другой стороны, каждая 
отдельная цепочка наиболее эффективно отражает 
рэлеевскую волну при частоте со, равной или близ­
кой ее собственной частоте со0, рассчитанной при 
учете присоединенной упругости. Таким образом,
при выполнении соотношений со = со(), L = 2,
где Х°к — длина рэлеевской волны при частоте со0, ре­
шетка резонаторов будет эффективным отражате­
лем рэлеевской волны, модуль коэффициента отра­
жения этой волны будет стремится асимптотически 
к единице при увеличении числа цепочек.

Рассмотрим однородное твердое полупростран­
ство ̂ >0 со свободной поверхностью ̂  =  0. К ней на 
линияхх =  (п -  1 )/>, где п = 1,2,..., /V, присоединены 
одинаковые близко расположенные друг от друга 
нормальные механические резонаторы. “ Разма­
жем” эти резонаторы но линиям, где они присоеди­
нены, и будем характеризовать каждую цепочку ре­
зонаторов параметрами, отнесенными к единице 
длины по оси у. На рис. 1 дано сечение твердого по­
лупространства с резонаторами плоскостью xz- 
Обозначим через т ,  к(1 — /в) и в соответственно по-
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гонкую массу, погонный коэффициент упругости и 
погонный коэффициент диссипации одной цепоч­
ки резонаторов. Ширину площадки соединения це­
почки резонаторов и твердого полупространства 
обозначим через 2а. Поле в твердой среде будем ха­
рактеризовать скалярным и векторным потенциа­
лами ф и ф |9, 10J. В двумерной задаче, когда движе­
ние не зависит от координаты у , у векторного по­
тенциала будет отлична от нуля только компонента 
по оси у ; эту компоненту обозначим просто через ф. 
Пусть на резонаторы падае т гармоническая поверх­
ностная рэлеевская волна с потенциалами

Vo =

Фо =  ^ехр[-9лг +  /(Аях-<а/)],
-iA  Д- 8*7* exp [~sRz + / (kRx  -  со/)]

+ SR)
(1)

где кR — корень уравнения Рэлея

/>(^) = 4 A V - ( * 2 + s2) = 0, (2)

q = J k 2 -  kj, Re? >0, Im ? < 0,5 = yjk2 -  kД Res>0, 
Im5 < 0, ЦкН sR — значения величин q и s при k = 
=  kR, k, = со/ch k, =  со/c„ c,wc, — скорости продольной 
и поперечной волн, со — круговая частота. Под дей­
ствием волны (ф0, ф0) резонаторы колеблются и со­
здают в твердом полупространстве рассеянное поле 
(ф, ф), полное поле равно {(ср0 + ф), (ф0 + ф)}.

Обозначим через ur(t) смещение груза т по оси z 
от положения равновесия в г-и цепочке. Уравнение 
движения этого груза имеет вид

miir(t) = -Fr(t), (3)

где гармоническая сила Fr{t) определяется по фор­
муле

/•(?) = к (1 - /е ) [ИД 0 - И ^ ) ] ,  (4)

Щх, z, t) — смещение частиц среды по оси z  в полном 

поле {(фо + ф), (ф0 + ф)}, Wr(t) = — Г W (х,0,t)d x -La*,-a
усредненное смещение но площадке соединения 
цепочки и пюрдого полупространства (z =  0, \х — х \ <
<а<^ 1 /А:,), хг =  (г — 1 )L. Сила Fr(t) равномерно рас­
пределяется по площадке \х -  хг\< а границы.

Рассеянное поле в твердой среде удовлетворяет 
уравнениям Дф + k fy  = 0, Дф + Л,2ф = 0 и гранич-

ным условиям {ой}г̂  = ( pn(x)F„(t), {o„}z=0 =
=  0, где a ik — компоненты тензора напряжений,

1 х - х < а, Р„(х) = 0 При |х -  х„ > а.Рп(х) = — при 
2 а

Это поле получим методом Фурье 111, 12|. Оно рав­

но сумме рассеянных полей, создаваемых силами 

FM- Ф = Х П Г  <Р»’ V = Z l  V., гае
по

Ф» { х ,и )  = Щ  fg(A)
pc, J

(*2- 2)X
т

X exp( -qz + ik (х -  х„))dk,

(5)

со

Ф„ {х, Z, О = -/2 Щ  f g { k ) j^ r  х
Р с, J D(k) (6)

- С О

Xexp(-sz + ik (x  -  xn))dk.

p — плотность среды. Величины g(k) определяется 
по формуле

8 (k) = j -  ] р\ (x)exp(~ikx)dx =
J 2я (ka)

-a

При a) <  1 имеем приближенно g(k) = — .
2д

Смещения по оси z при z = 0 в полях (ф0, ф0) и 
(ф„, фл) получим по формулам

wo(x,0,/) = £ехр[/(£лх-со/)], В = k?qRA /(k2R+ Д ),

w„(x,0,t) = l̂ P -  f g(k)—fj— zxp[ik(x -  x„)\dk.
pc, J U(k)

Смещение по оси z при z =  0 в полном поле равно 
W (х,0,/) = w0(х,0,/) + w„(х,0,/). Усредненное
по площадке |x - x r| < а полное смещение равно

К  (/) = йехр[/ (kRxr -  со/)] + 2 ^  wnr (/), где

w„r (/) = 2л_ , k ? F H(t)
со

pc, -со
Подберем силы Fn(t) таким образом, чтобы удо- 

влетворялись соотношения (4). Согласно уравне-
F (t)нию (3) смещение груза будет иг (/) = -  - у . Подстав-

ляя величины ur(0 и Wr(t) в соотношение (4), полу­
чим систему ачгебраических уравнений для Fn(t):

(Y0 + Y„)Fr{t)

+ ^ * Y nrF„{t) = io)Btxp[i(kRxr -  со/)].
(7)

/7-1

где Уо и Уп — соответст!зенно проводимость и присо­
единенная проводимость одиночной цепочки резо­
наторов, Ynr— взаимная проводимость цепочек ре­
зонаторов, звездочка над суммой означает, что в ней
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опущено слагаемое п =  г. Проводимости Y0, Yrn Y, 
определяются по формулам

Yn = i
со

со т к (1 -  is)

= -  i ln —  \ g 2{k)
pc, J

, Yrr = -m w rr/Fr(t) =

-CO D(k)

Y„r = -iwwnr/F„(t) =

-dk = Y,,.
(8)

К
3 ~C

= - i 2 n f S 2 (k )—̂ ~:cxp[i (xr -x„)]dk. 
pc, J D(k)-CO

При < 1 вещественные компоненты проводи­
мостей Yn и Ynr практически не зависят от ширины 
(2̂ 7) площадки соединения, мнимые компоненты 
этих величин существенно зависят от нее. Величи­
ны Re Yn и Re Ynr можно представить в виде Re =

= С  + КГ, Re Ynr = С "  + С "', где•<Я)
гг п г

(V)
«г

(Я)

Ktv) = Re
К

2прс, J  D(k)
f dk l > О, J n(ls\

yW  _ y(«) _ / rr -  'll “
k;'gR

P c,D'(kK)
>0, (9)

Y,У = Re ™  j - s f c 'x p [ » (* '- * .) ]< *2дрс, j /)(A)

yLR) = Yr{rR)exp[ikR\xr -х„|]. В формулах (8) и (9) 
подынтегральные выражения содержат быстро 
осциллирующий множитель exp[ik(xr -  х„)]. По 
этой причине выполняются неравенства|lm Ynr\ < 
< |1тУ,г/.|, Y,(J ] < К//1. Это означает, что цепочки
резонаторов взаимодействуют друг с другом глав­
ным образом через рассеянные рэлеевские волны. 
Тогда формулу (7) можно привести к виду

N

(Y0 + Yrr)Fr(t) + YJ*Yn>n(l) =
п=\ (10)

= i(oBexp[i(kRxr -  со/)].
При пространственном периоде решетки, равном 
половине длины рэлеевской волны (kRL =  я), систе­
ма уравнений (10) имеет решение

/соДехр(-/со/)
В Д - Н )

п-1

[ k0 + km+ (/v - i) C ] '
Подставляя Fn(t) в формулы (5) и (6), получим ска­
лярный и векторный потенциалы рассеянного поля 
от /7-й цепочки резонаторов. Эго поле содержит 
объемные и поверхностные волны. Вычеты в полю­
сах k = kRwk = — kR дают поверхностные рэлеевские 
волны, бегущие от этой цепочки соответственно в 
положительном и отрицательном направлениях

Y(v)

v

Рис. 2. Зависимость у от коэффициента 11уассона v.

оси*. Интегралы, полученные после выделения из 
них рэлеевских волн, дают объемные рассеянные 
волны. На большом расстоянии от цепочки эти 
интегралы можно вычислить методом перевала и в 
результате получим расходящиеся продольную и 
поперечную цилиндрические волны. Складывая 
падающую волну (1) и рассеянные рэлеевские вол­
ны от всех цепочек, получим полное поле рэлеев­
ских волн в твердом полупространстве. Скаляр­
ный потенциал этого поля будет

• Фо +
Я«1 J х<0

= A{cxp(ikRx) + VN Gxp{-ikRx)}<ixp(-qRz-dbt),

|фо + £ М г
l  x > x s

= ATNQxp[-qRz + i(k Rx - u t ) ] ,  
где коэффициенты отражения и прозрачности 
равны

NY\ (Я)
_______1 1 п
[Y0 + Yn +{N 1 ) С

1 + Уу.

Резонанс одиночной цепочки резонаторов на­
ступает при частоте со0, удовлетворяющей уравне­
нию lm( К0 + Yu) =  0. При выполнении соотноше­
ний аз = со0, L = A,#/2, где X°R — длина рэлеевской 
волны при частоте со0, коэффициент отражения 
будет

йД ю0) = - [ 1 + ( ) 'о№ + кГ,) /(^ С )]  (И )
где YqJ) = ReK0. Он асимптотически стремится к 
(— I) при увеличении числа цепочек.

Согласно формуле (11), коэффициент отражения 
рэлеевской волны от одиночной цепочки резонато­
ров без трения (К0(</) = 0) равен Р,(сэ0) =  -[1 +у | \  где
величина у = Y ^ '/ y^  зависит только от коэффи­
циента Пуассона v. Зависимости у и — К,(со0) от ко­
эффициента v даны соответственно на рис. 2 и 3.
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-V\

v

Рис. 3. Зависимость — Р, от коэффициента Пуассо­
на V.

Коэффициент отражения рэлеевской волны от ре­
шетки из N одинаковых цепочек резонаторов без 
трения получим по формулеM « b )  =  -[1 + Y  W  =
Например, при К,(со0) =  -0 .5  имеем Кд<со0) =  -{1 + 
+ I//V ) '1.

Аналогичным способом решается задача о рас­
сеянии рэлеевской волны системой из N  цепочек 
близко расположенных друг от друга механических 
тангенциальных резонаторов. Коэффициенты от­
ражения и прозрачности такой решетки (при отсут­
ствии трения в резонаторах) получим по формулам

^ W  = + [ l - y <B)A v ]" '. 7 f(co 0) = l-F ^ c o o ),

гдеУ<«>=[к<Г'],7 [ С ] ,1,,)
f ш

3 ki

г е ’Т " = к -» ,k> f - J - i kL "  J 2 кр с , J D ( k )
~Kt

(Ю = > 0.
Р c,D \kR

В работе f 13) решена задача о рассеянии рэлеев­
ской волны одиночной цепочкой близко располо­
женных друг от друга механических нормально- 
тангенциальных резонаторов с трением. Показано, 
что при определенном значении параметров этих

резонаторов коэффициенты отражения и прозрач­
ности одновременно обращаются в нуль. В этом 
случае резонаторы не отражают и не пропускают 
падающую рэлеевскую волну. Энергия этой волны 
частично уносится рассеянными объемными вол­
нами и частично переходит в тепло.
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