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Сформулированы математические модели, описывающие распространение линейных и нелиней­
ных волн в биологических тканях. В основе моделей — эволюционные интегро-дифференциальные 
уравнения с ядром, учитывающим специфические свойства ткани. Получено уравнение для корре­
ляционной функции акустического шума в среде с памятью. Описана процедура расчета корреля­
ционной функции по виду ядра и спектра шума на входе среды. Показано, что в разных тканях за­
коны убывания с расстоянием полной интенсивности широкополосного сигнала существенно раз­
личаются. Показано, что нелинейное уравнение в предельных случаях “короткой" и "длинной" 
памяти сводится к уравнениям, хорошо изученным в статистической нелинейной акустике.

Ключевые слова: линейные и нелинейные волны, биологические ткани, корреляционная функция, 
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Исследование линейных и нелинейных (интен­
сивных) волн в мягких биологических тканях не­
обходимо как для диагностических целей, так и 
для терапевтического воздействия на ткань. С точ­
ки зрения акустики ткань представляет собой на­
следственную среду с частотно-зависимыми дис­
сипативными свойствами. Волны в таких средах 
описываются в общем случае нелинейными инте- 
гро-дифференциальными уравнениями. Эволю­
ционные уравнения для нелинейных акустических 
волн в наследственных средах предложены в ра­
ботах 11,2|. Их групповой анализ и ряд точных ре­
шений дан в работе [3]. Однако статистические 
задачи для волн, распространяющихся в биотка­
нях, нс рассматривались. Вместе с тем, для меди­
цинских приложений могут использоваться как 
шумовые волны, так и волны с флуктуирующими 
параметрами. Кроме того, в ряде случаев стати­
стические решения оказываются проще, чем ре­
гулярные, и могут быть более удобными для по­
нимания физики процессов.

Рассмотрим вначале уравнение, описывающее 
слабые плоские волны:
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Здесь и далее использованы обозначения работы 
[3]. Именно, р — акустическое давление, х — коор­
дината, вдоль которой бежит волна, с — скорость 
звука, т =  t — x/c — время в системе координат, дви­
жущейся со скоростью звука, т  — константа, ха­
рактеризующая “силу” наследственных свойств 
среды, K(s) — ядро, описывающее убывание во вре­
мени “памяти” среды.

Установим связь ядра K(s) с законом диспер­
сии, для чего будем искать решение в виде

р = ехр(-/со/ + ikx), k = k ' + ik "y (2)
где к — волновое число, а к', к" — его действитель­
ная и мнимая части. Подставляя (2) в (1), найдем

2 *
к' -  _ т( .̂ ?Р- jV  (s)sin(cD/0s)t/s,

к" = jAT(s)cos(co/0s)ds. 
о

Первая из формул (3) дает частотно-зависимую 
добавку к скорости распространения волны: 
с(со) =  с(1 — к\со)). Вторая определяет коэффици­
ент затухания — уменьшение с расстоянием ам­
плитуды волны: р0ехр(—к"х).
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Очевидно, ядро должно быть таким, чтобы ин­
тегралы (3) сходились. Конкретный вид ядра дол­
жен быть установлен из какой-либо физической 
модели, либо поданным экспериментальных из­
мерений. Важной моделью является релаксирую- 
шая среда (модель Мандельштама-Леонтовича) 
(см. [1]). Для этой модели ядро имеет вид экспо­
ненты: К  = ехр(—s). В этом случае

и _ ГП(0 {totoy  _  //7СО (сО/р) /4ч
2̂ - 1 -ь (со/0)2 ’ 2с 1 + (со/0)2

Частотные зависимости (4) дисперсии к ' и затуха­
ния к" неоднократно подтверждайись экспери­
ментами.

Можно было бы поступить наоборот. Скон­
струировав зависимости (4) по данным измере­
ний как эмпирические формулы, можно затем 
восстановить ядро с помощью стандартной про­
цедуры [4]. Эта процедура использует принцип 
причинности, согласно которому к' и к" не произ­
вольны, а связаны между собой интегральными 
соотношениями типа Крамерса— Крон и га.

Способ восстановления ядер использован при 
конструировании математических моделей для 
медицинских приложений интенсивного ультра­
звука. Известно, что в мягких биотканях в наибо­
лее интересном мегагерцевом диапазоне частот
поглощение ведет себя как к" ~ oo2”v, 0 < v < 1 [5]. 
Нетрудно восстановить ядро K(s) = sv “ 1 и убе­
диться в том, что соответствующий коэффициент 
затухания:

(5)

имеет правильную зависимость от частоты. Заме­
тим, что рассмотренное степенное ядро имеет 
особенность при s = 0 и не интегрируемо в полу- 
бесконечных пределах. Однако свертка ядра с 
функцией, осциллирующей во времени, которая 
описывает поведение волнового поля, обеспечи­
вает сходимость интеграла для к". Неинтегрируе- 
мость степенного ядра означает, что вне диапазо­
на частот, для которого сконструирована эмпири­
ческая формула к" ~ со2' \  затухание имеет иную 
частотную зависимость. Таким образом, в прило­
жениях встречаются разнообразные ситуации.

Пусть колебание в каждой точке среды, вы­
званное акустической волной, представляет со­
бой стационарный случайный процесс с нулевым 
средним значением. Дифференцируя по х произ­
ведение />,(х, т})р2(х, т2), где т,, т2 -  два различных 
момента времени, и заменяя производные инте­

гральными членами на основе уравнения (1), по­
лучим соотношение

! ( й л ) = 1  +
со

+
дт

Проводя в этом выражении статистическое 
усреднение, получим для корреляционной 
функции

В{х,т = т, - т 2) = (/>,(х,т,)/>2(х,т2)), 
следующее уравнение:

дВ(х , т) _
дх

т д
2с а г о yioJ

(6)

Анализ уравнения (6) удобно провести, используя 
интегральное преобразование Фурье:

СО

B(x,z)=  о) exp (-/сот) г/со,
- с о

СО

G(x, со) = — f б(х,т)ехр(/сот) dx. 
2п J—со

В нашем случае, согласно теореме Винера-Хин- 
чина, G(x, со) — спектральная плотность случай­
ного процесса.

Для спектральной плотности получаем следу­
ющее уравнение:

dG (х, со)
дх

оо
cos ( с о ^

С J
G{x, со). (7)

Выражение в квадратных скобках — это коэффи­
циент затухания а(со) спектральной компоненты 
с частотой со. В частности, для экспоненциально­
го ядра получается

а(со) = m
(8)

с/01+(со/0)2'
Это выражение согласуется со второй 
формулой (4). Подставляя решение (7) в выраже­
ние для корреляционной функции, получим

со

В (х, т) = |  (?„ (со) ехр (-а(со).х -  /сох) dai (9)
- с о

Таким образом, зная вид ядра, можно рассчитать 
коэффициент затухания а(со). В свою очередь, 
коэффициент затухания и исходный спектр <70(со) 
позволяют по формуле (9) рассчитать корреляци­
онную функцию акустического шума.
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Полагая в (9) х =  0, найдем среднюю интенсив­
ность волны /(х). Для ткани с коэффициентом
поглощения а  = (со/0)2 v/c /0 интенсивность равна

32
1(х) = 2 [с0(ю)ехр -^Ц ю /,,)2 v 

J с>о

Г \

О ■ /
</С0. (Ю )

В случае белого шума интеграл (10) сводится к 
табличному интегралу |6|:

00
Jcxp(-x 'l)i/x = - Г

\
1

vp;
Вычисление приводит к результату:

/(х )  = * У £ М 2~У- ^ Г 1
(П)

t0 \ х I 2 -  v \2 -  v,
В случаях v =  0 (почки) v =  0.5 (плазма) и v = 1 
(головной мозг ребенка) |5 | получаем соответ­
ственно

/(* )  = ТлС,О letо
о X

2/3

/  (х) = 2С0 «о
(12)

*0 X
Как видно из формул (11), (12), законы убывания 
с расстоянием полной интенсивности широкопо­
лосного сигнала существенно различаются в раз­
ных тканях. Этот факт нужно учитывать в прило­
жениях.

Для гармонического сигнала с частотой со0 в 
формуле (9) следует положить

Go (со) = у  [ 5 ( ю  -  <в0) + §(со + со,,)].

При этом получается очевидный результат:
В(х, т) = G0exp(-a(co0)x)cos(co()T).

Когда нелинейными волновыми явлениями в 
биологической ткани пренебречь нельзя, вместо 
уравнения (1) следует анализировать следующее 
нелинейное уравнение:

§ Р _ ^ р дР 
дх с3р дт

p(x,i-%)d% = 0. (13)

Если память среды “короткая” (/0 —> 0), в уравне­
нии (13) можно пренебречь запаздыванием. При 
этом оно превращается в обычное уравнение 
Бюргерса [ 1 ]:

др
8х

_г_р8р_т0_е^  = ^
с3р 5т 2с от"

В другом предельном случае “длинной” памяти 
(/0 —» со) в уравнении (13) можно положить

К  * К0 + (£//0) К'0, где К0, К'0 -  значения функции

К{£,) и ее производной при с, = 0. В этом случае 
уравнение (13) станет таким:

др
дх

- N f
с р 5т

т К  о др 
2с 5т

+

Укажем, что интенсивные шумовые волны, опи­
сываемые уравнениями (14), (15), довольно пол­
но изучены (см. монографии [1,7]). Однако об­
щий случай, для которого нужно воспользовать­
ся уравнением (13), пока не исследован.

В заключение заметим, что для наследствен­
ных сред, важным классом которых являются 
биологические ткани, необходимо решить разно­
образные статистические задачи как в линейной, 
так и в нелинейной постановке. Весь спектр та­
ких задач, решенных для волн в средах с обыч­
ными диссипативными свойствами, изложен в 
монографиях 11, 7 1 и обзорных статьях авторов 
|8- 10].

Работа выполнена в рамках гранта Правитель­
ства Российской Федерации для государственной 
поддержки научных исследований, проводимых 
под руководством ведущих ученых в российских 
образовательных учреждениях высшего профес­
сионального образования (Нижегородский го­
сударственный университет им. Н.И. Лобачев­
ского).
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