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Рассмотрены различные представления векторного потенциала А вектора смещения й упругих 
(изотропных и анизотропных) тел и сред через потенциалы Дебая и “типа Дебая”. На основе такого 
искусственного приема решен целый класс трехмерных задач дифракции, излучения и распростра­
нения упругих волн. Аналитические решения дополнены расчетами на ЭВМ для трехмерной задачи 
дифракции на упругом теле сфероидальной формы.
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Впервые Дебай предложил разложение век­
торного потенциала А на скалярные потенциалы 
U и Кв работе [1], посвященной изучению пове­
дения световых волн вблизи точки или линии фо­
кусировки. Позднее такой подход успешно был 
использован при решении задач дифракции элек­
тромагнитных волн на сфере, круглом диске и па­
раболоиде вращения [2-7], а также дифракции 
продольных и поперечных волн на упругих телах 
сфероидальной формы [8, 9].

Применительно к задачам, базирующимся на 
динамической теории упругости, введение потен­
циалов Дебая происходит по следующей схеме. 
Вектор смещения й упругой изотропной среды 
подчиняется уравнению Ламе:

(X + (i)graddivw -  protrotw = —рсУй, (1)
где X и [х — коэффициенты Ламе, р — плотность 
изотропной среды, со — круговая частота гармо­
нических колебаний. По теореме Гельмгольца 
вектор смещения й представляется в виде скаляр­
ного потенциала Ф и векторного потенциала А:

и = -gradO  + гоЫ. (2)

Подставляя (2) в (1), получим для Ф и А два урав­
нения Гельмгольца — скалярное для Ф и вектор­
ное для А:

д ф  + И2ф = 0, (3)

АА + к \л  = 0, (4)
где И = со/с, — волновое число упругой продоль­
ной волны, с, — скорость этой волны, к2 = со/с2 — 
волновое число упругой поперечной волны, с2 — 
скорость поперечной волны.

В скалярном уравнении (3) в трехмерном слу­
чае переменные разделяются в 11-ти координат­
ных системах, что же касается уравнения (4), то из 
него в трехмерной задаче удается получить три не­
зависимых уравнения для каждой из компонент
векторной функции А только в декартовой систе­
ме координат. Для преодоления этого препятствия 
и используются потенциалы Дебая С/и V, подчиня­
ющиеся скалярному уравнению Гельмгольца:

AV + k 2V = 0; AU + k 2U = 0. (5)

Векторный потенциал А (по Дебаю) следую­
щим образом раскладывается с помощью потен­
циалов U и V:

А = votrot(RU) + ik  rot( ЯК), (6)

где R — радиус-вектор точки упругого тела или 
упругой среды. Представление (6) для векторного
потенциала А не является единственным, остано­
вимся на двух других с использованием потенци­
алов “типа Дебая”.

Во-первых, это потенциалы, предложенные 
Бухвальдом [10] при изучении поведения рэлеев- 
ской волны в трансверсально-изотропной среде. 
Вектор смещения П в трансверсально-изотроп­
ной среде в соответствии с [10] представляется в 
виде:

u = grad® + rot^F + gradft (7)

При этом полагается, что векторный потенциал Т  
имеет только одну компоненту, отличную от нуля, 
а именно компоненту а также: потенциал Ф и 

зависят только от координат х и у, а потен-
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пиал 0 — только от координаты z- Поэтому лекар- 
говые компоненты вектора смещения й(и, v , w) 
примут вид 110|:

* = (ЭФ/дх)  + (дЧ/дУуу (8)
v = (дФ/ду)  -  (ЭУ/Эх); = dO/dZ.

Этот подход (с трансформацией декартовых ко­
ординат в круговые цилиндрические) был ис­
пользован в работе | М | при изучении фазовых 
скоростей упругих волн в трансверсально- 
изотропном цилиндрическом стержне: потенци­
алы Ф и Ч'- =  f  в этом случае зависят от цилин­
дрических координат г и ф, а потенциал 0 — от z. 
Это позволило автору 111] вычислить дисперси­
онные кривые фазовых скоростей в анизотроп­
ном (трансверсально-изотропном) цилиндриче­
ском стержне.

Во-вторых, это потенциалы “типа Дебая”, 
предложенные авторами работы [12|. В этом слу­
чае векторный потенциал А выражается через по­
тенциалы “типа Дебая” % и У следующим образом:

Л = j e z +£7rot('FeJ), (9)

где ez — единичный вектор в направлении оси z,ci — 
радиус трансверсально-изотропного круглого ци­
линдрического стержня, находящегося в 
упругой среде. В результате использования разло­
жения (9) авторы работы 112] вычислили характе­
ристики рассеяния сдвиговых волн трансверсаль­
но-изотропным цилиндром, помещенным в изо­
тропную эпоксидную матрицу.

Покажем эффективность использования по­
тенциалов Дебая при решении трехмерной задачи 
дифракции на упругом сфероиде [9]. Трехмерная 
задача дифракции на упругом сфероидальном 
рассеивателе решается с помощью потенциалов 
Дебая U и К  через которые выражается векторная
функция У в соответствии с представлением (6):

Ф  =  rotrot ( RU) + flfcjTOt ( RV) . (Ю)

Эффективность такого представления стано­
вится очевидной, если учесть, что потенциалы U 
и V подчиняются скалярному уравнению Гельм­
гольца. Удобно сначала записать компоненты У  в 
сферической системе координат, выразив их че­
рез (/, V v /?, а затем по формулам векторного ана­
лиза перейти к сфероидальным компонентам. 
Выражения для сферических компонент вектор­
ной функции У (У Л, У0, Уф) через потенциалы 
Дебая имеют следующий вид [9]:

Рис. 1. Упругая сфероидальная оболочка в поле плос­
кой гармонической волны.

= [Л0(^2-  1 +Л2)Г  [ W 5 0 , ) W 5 / ? ) x

х (д2в/д£) + даде,)(Эг|/а/г)(д2£/е^?л) +
+ ( d ^ / d R ) ( d ^ d Q tKd 2 B/d^dr]) + (дц /dR)  х 

X (ал/50,)(52б/йл2) + ( д в / д £ )  х 

х (д^/адае,) + (аа/ал)(а2л/аяае,)] +

+ /A2(sin0 l) '(ЭГ/аср);

Ч \  = ( d ^ / d R ) \ d 2 B/d^2) + 2(d^/dR)(dx]/dR)x  
2 2 , 2 2 ,(12) 

х ( д 2 в / д  па§) + (ал/а/?)2(а-а/ал‘ ) + (a2s /a /r) х

х ( д в / з % )  + (э2л/ал2хаа/ал) + к ] в -

= [(^2- i  + n 2) l/2sinol/J|1] '[ ( а у а « ) х

х (а2а/а^а<р> + (ал/ал)(а2а/алЗф)] -  
-  вд а ^/а е .ха  v / a % )  + (ал/ао, ха  гуал)],

где В = А0(Е,2 -  1 + л 2) ,/2 U; - 1 < л ^  +  •; 1 ^  % < +со.
Сфероидальные компоненты функции Ф(4С, 

‘Р,,, Т ф) будут равны [9]:

^  -  т я(л0/л » )а д 2- 1 + л 2) ' /2 +

+ 4'o,(V^)(^2- 1 + л2),/2(ге ,/ао ;
2 2 -./2 (>4) 

т „  = i +лЗ +

+ ч/в1(А0/Ап)(^2 -  г + л2)1/2(зе,/ал);
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где h% = А„(£2 -  л 2) '/2(^2 -  1 ) 1/2: К  =  (S2 “  
-  Ti2) 1/2(1 -  П2)1/2-

Выберем в качестве рассеивателя упругую изо­
тропную сфероидальную оболочку (рис. 1). Все 
потенциалы — потенциал плоской волны Ф0, по­
тенциал рассеянной волны Ф,, скалярный потен­
циал оболочки Ф2, потенциалы Дебая (/и V, а так­
же потенциал Ф3 газа, заполняющего оболочку, 
раскладываются в ряды по волновым сферои­
дальным функциям:

с о  с о

Ф„ = 2 / emSmtn(C|, г)0)Л,лчЯ(С|, л ) х
т  =  0 п  > т

(15)

х /С ( С „  ^)cos»7(p;

сю со
ф , -  2 £  £ Z ? m. A ^ i ^ ) O A ^ ) c o s m p ;

т = 0 п > т
с о  со

(16)

ф 2  =  2  У У ~Sn,ACb n)cosm(p[C„.„<)n(C1, $ )  +  
^  ^  (17)

т  =  О н  >  т

+ о т, Х ! л с  „ 0 1 ;
с о  со

ф з = 2 ^  £  Ет̂ п(Съ ^ „ . „ ( А  n)cosmcp;(18)
т  =  0 п > т

с с  СО

и = 2 Л  £  Sm, „(С„ n) sin /и ф [ F m . „ / О  с „  $) +
Ш = I « > /И (19)

+ с т.Х ,» ( С ^ ) ] ;

»<0
с о  со

v  = 2 V  У  5-,,„(С„ г|)cosт<р [ Ит „R'm ’n(С„ 4) +
(20)т  =  0 п > т

где Q  =  А:,А0; С, =  &2Л0; С, =  &А0, к — волновое число 
звуковой волны в газе-заполнителе; Втю Стю 
1>т,п, Е„,,п Fm,n> Gm,n,Hm,n, L ,n ~  неизвестные коэф- 
фициенты разложений. Коэффициенты разложе­
ний отыскиваются из физических граничных 
условий на обеих поверхностях (£д и с,, см. рис. 1):

1) непрерывность нормальной компоненты 
смещения на обеих границах £,0 и

2) равенство нормального напряжения в упру­
гой оболочке звуковому давлению в жидкости (^0) 
или газе (^,);

3) отсутствие касательных напряжений на обе­
их границах оболочки £,() и

В соответствии с этим граничные условия при­
мут вид 191:

(л ^ с а /^ Х Ф о + ф ,)  = (А^)"(аФ2/5 0  +

+ ( л А ) ' [(a/ 5ri) А ч О  -  (а/э<р)(Ач\|/ч) ] | ,=.о;

(а.) - '( э ф 3/5 ^ ) = (*5)- ,( a ® j/a o  +

+ (Л,1А<р)"'[(Э/0т))(Аф\|/ф) -  (а/Эф)(А„\|/ч)] |5 = %1;

-Хо*2(фо + ф.) = - ^ ф 2 + 2Ц|[(АА)_1х 
X (dh-Jdr\)иц + =

-Х 2к22Ф3 = -^ ,/с 2Ф2 + 2|д1[(А,АпГ 'х

-1

(21)

( 22)

(23)

(24)
х (dhk/d r \)u n + {h%y \ d u k/d ^ ) ] \^  = i -,

о = (А пА ) ( Э / а ^ ) ( МчА )  +

+ (А А п) ( а /а л ) ( ^ А ) |4 = %в; (25)

<9 = А А Х 5/*5̂  А А )  + 
+ А А ) ( а /а ф ) ( ы у *5)|. = ^.

4 = ?,

(26)

Здесь А., и Ц| — коэффициенты Ламе материала 
оболочки; Х0 — коэффициент объемного сжатия 
жидкости; А,0 — коэффициент объемного сжатия 
газа, заполняющею оболочку:

-1 -1= ( V  ( д Ф 2/ д ^ )  + (Аллф) X
х [(а/Эт1)(А,рф,) -  (а/Эф)(Ачфл)];

«л = А Г 1(аФ2/ал) + (АА)", х
х [(а/аф)(А4фс)-(а/5^)(А9уф)];

«Ф = А ) ' '( а Ф 2/аф ) + а а п)" 'х

х [(а/а^)(А чфп) -  ( а /а г |) (А ^ ) ] .
Подстановка рядов (15)—(20) в граничные усло­
вия (21)—(26) дает бесконечную систему уравне­
ний для отыскания неизвестных коэффициен­
тов. Из-за ортогональности тригонометрических 
функций cosпир и s in пир бесконечная система 
уравнений распадается на бесконечные подси­
стемы с фиксированным индексом т. Каждая из 
подсистем решается методом усечения. Число 
удерживаемых членов разложений (15)—(20) тем 
больше, чем больше волновой размер для данного 
потенциала.

На рис. 2 представлены относительные сече­
ния обратного рассеяния а 0 различных сферои­
дальных тел (идеальных и упругих) для двух углов 
облучения (0О =  0° и 0 =  90°). Кривая 1 соответ­
ствует стальной вытянутой сфероидальной обо­
лочке, облучаемой вдоль оси вращения Z(0O =  0°). 
Кривая 2 относится к идеальному мягкому сферо­
иду при том же угле облучения. Кривая 3  дает
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^ 0

Рис. 2. Относительные сечения обратного рассеяния 
вытянутых сфероидальных тел.

представление о а 0 стального сфероида, облучае­
мою под углом 00 =  90° (трехмерная задача). Кри­
вая 4 относится к жесткому вытянутому сферои­
ду: с>о =  1.005, 0О =  90°; кривая 5 — к мягкому вы­
тянутому сфероиду: ^  =  1.005, G0 =  90°. Все 
кривые рис. 2 даны в зависимости от волнового 
размера рассеивателя С =  kh0. Результаты расче­
тов задач дифракции на упругих телах сферои­
дальной формы использовались при оценке точ­
ности эксперимен та по исследованию рассеянно­
го звукового ноля упругими полыми 
цилиндрическими оболочками (131.

Представленные в статье результаты получены 
при проведении поисковой научно-исследова­

тельской работы в рамках Государственного кон­
тракта П 242 от 21 апреля 2010 года ФЦП ‘‘Науч­
ные и научно педагогические кадры инновацион­
ной России на 2009—2013 годы”.
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