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Рассмотрена задача о рассеянии т -й симметричной моды решеткой из Q  колец одинаковых близко 
расположенных друг от друга резонаторов Гельмгольца, присоединенных горлышками к стенкам 
широкой круглой трубы. Расстояние между кольцами равно половине длины волны этой моды при 
частоте со, равной или близкой к  собственной частоте кольца резонаторов при учете присоединен­
ной массы и взаимодействия соседних колец через неоднородные моды. Рассчитан коэффициент 
отражения т -й моды от этой дифракционной решетки.
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Резонатор Гельмгольца без диссипативных по­
терь является эффективным отражателем звука в 
безграничной узкой трубе f 1 —3 1. На резонансной 
частоте падающая звуковая волна полностью от­
ражается от резонатора, бегущая волна за резона­
тором отсутствует. Резонатор Гельмгольца являет­
ся резонатором монопольного типа. Звуковое ио­
ле в узкой трубе можно полностью отразить и при 
помощи резонатора дипольного типа [4|. Простей­
шим таковым резонатором является жесткая сфе­
ра, присоединенная стерженьком к  стенке трубы. 
Радиус сферы и длина стерженька малы по срав­
нению с длиной звуковой волны. Под действием 
падающей волны жесткая сфера на стерженьке 
совершает осциллирующие колебания и создает 
рассеянное поле дипольного типа. На резонанс­
ной частоте это рассеянное поле полностью уни­
чтожает падающую волну за резонатором. Трение в 
резонаторе (монопольного или дипольного типа) 
уменьшает эффективность работы этого резонато­
ра как отражателя волн. Эффективным поглотите­
лем звука в узкой трубе является резонатор моно­
польно-дипольного типа [5]. Он представляет со­
бой резонатор Гельмгольца, присоединенный 
стерженьком к  стенке трубы. Фактически этот ре­
зонатор является комбинацией монопольного и 
дипольного резонаторов, расположенных водной 
точке. При определенном трении (сопротивление 
трения равно сопротивлению излучения) оди­
ночный резонатор монопольно-дипольного типа 
полностью поглощает звук резонансной частоты 
в узкой трубе. Отметим, что при оптимальном 
трении одиночный монопольный резонатор и 
одиночный дипольный резонатор поглощают не 
более половины энергии падающей волны. При 
помощи системы монопольно-дипольных резо­

наторов с определенным трением можно полно­
стью поглотить нулевую моду в многомодовом 
волноводе |6, 7]. Количество требуемых резона­
торов можно минимизировать путем определен­
ного расположения их в сечении волновода. Раз­
личные аспекты применения резонаторов Гельм­
гольца обсуждаются в работах |8— 11 ].

Представляет интерес исследовать эффектив­
ность дифракционной решетки, сконструирован­
ной из резонаторов Гельмгольца, как отражателя 
звука в многомодовом волноводе. Можно ожи­
дать, что падающая мода будет эффективно от­
ражаться от решетки с пространственным перио­
дом L, равным или близким половине длины вол­
ны этой моды. Рассмотрим широкую круглую 
трубу радиусом г0 и абсолютно жесткими стенка­
ми, совместим осьх цилиндрической системы ко­
ординат г , (р, х  с осью трубы. К  ней по окружно­
стям r  =  r 0, x  =  x qy гдех^ =  (<7 -  l ) L ,  q  =  1,2, 3 ,..., Q , 
присоединены одинаковые близко расположен­
ные друг от друга резонаторы Гельмгольца. Обо­
значим акустический импеданс и радиус горла 
одиночного резонатора соответственно через Z  и 
а , радиус а  мал по сравнению с длиной звуковой 
волны. Участки \х  -  x q\ < a  стенок с одинаковыми 
резонаторами можно характеризовать эффектив­
ным импедансом Z0 =  4 к а г ^ / ( п а 2М ) ,  где М  — чис­
ло резонаторов в кольце. Кольца с входным импе­
дансом Z0 образуют дифракционную решетку для 
звуковых мод в трубе (см. рисунок). Пусть слева 
на резонаторы падает т - я  симметричная мода с 
давлением

Ро(г9х )  =  J 0(£ mr ) e x  Р ( /^ * ) ,  (*)
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где У0(С/)Т) — функция Бесселя, — т-и корень
уравнения J,(C,mr0) = 0, Ъ,т = у]к2 к -  волновое 
число, временной множитель ехр(—/со/) опускаем. 
Приведем некоторые значения величины jim = 
= V o '  Цо =  0, р, =  3.83, р2 =  7.02, р3 =  10.17, р4 = 
= 13.32, ... Под действием падающей волны резо­
наторы колеблются и создают в волноводе рассе­
янное поле /;(г, х), полное поле равно у?0 +  р.

Обозначим через uq комплексную амплитуду
х -  х J  < а'<iрадиальной скорости на q-м кольце,

к~]. Радиальная скорость кольца направлена к 
оси волновода. Рассеянное поле, создаваемое 
этим кольцом, получим по формуле

0 х

0 I
Труба с отражательной дифракционной решеткой для 
звуковых мод.

Q
(Zo + Z s5)us + T t *Z (/su(/ =

Q=1
= - ^ wVo(COT'o)exp(/£,OTx s),

pq(r,x) = -kpcauq fg©  exp|© x -  x ) k ©
CO

где g ©  =  S'n^ a), Q = ■Jk2 -  ^2, р и с -  соответ-
© )

ственно плотность заполняющей среды и ско­
рость звука в ней. При |х -  xq\ > а это ноле можно 
представить в виде суперпозиции мод

со

Рд(г,х > xq + а) = 2акрси.

X 8{^n)J0{C,nr)&xp\il,n( x - x q)\,
СО

^(г,х < хч ~а) = ^
2акрсис х

/1=0
х ЯЙ„Уо(С^)ехр[-/^(х -  х,)],

Радиальные скорости колебаний колец полу­
чим из их уравнений движения. Для кольца с но­
мером где s = 1, 2, 3, ..., (?, это уравнение имеет 
вид

где pos и pqs — средние по площади этого кольца 
давления в падающем поле и в рассеянном поле, 
создаваемом q-м кольцом,

(xs+a)

Pos = — J />o(/o,x)tfx = g(^m)J0(^mcn) exp(/^mxs) ,

(**+<*)
/V =T" J p„(r(hx)dx =

2a
(xs-a)

co

,~/z\ JoЫ
У х Ы

Уравнение (4) можно преобразовать к виду

—kpcauq f g 2(0  / f ; Го) exp 11%х, -*,)]</£ 
я J с / ,  (On)

-со

где Z„ — присоединенный импеданс одиночного 
кольца, Z^. — взаимный импеданс колец g и 5, 
звездочка над суммой означает, что в ней пропу­
щено слагаемое q =  s. Импедансы Zss и Zqs опреде­
ляются но формулам

со

= -кр са  f g 2©
Я  J

—со

Л©ь)
C-Zi(C'o)

О!
7  _ Рф _ 1

X ■'о&о)
СЛ(С'о)

fg 2©
Я  J

X
—оо

exp\i^(xs -  хХЩ.

Вычисляя интегралы в этих формулах на осно­
ве теории вычетов, получим следующие выраже­
ния:

Zss = Ш р с ^ ^ Щ ,
я=0

о> 2
Z?J = 2 й * р с ^ ^ - ^ е х р [ © |х 5 -х ,|] .

п=0
Пусть пространственный период решетки ра­

вен половине длины волны т-й моды и число ко­
лец велико. Тогда т-с рассеянные моды от всех 
колец складываются синфазно, рассеянные од­
нородные моды с другими номерами гасятся в ре­
зультате интерференции. По этой причине коль­
ца взаимодействуют друге другом главным обра­
зом через рассеянные w-e моды. Будем считать, 
что неоднородные рассеянные моды заметно за­
тухают на пространственном периоде решетки. 
По этой причине ограничимся учетом взаимодей­
ствия только соседних колец через эти моды. На 
5-е кольцо, где 5 = 2, 3, 4 ,..., Q -  1, рассеянные не­
однородные моды действуют с силой, равной
— j z 0w5_, + X®us+\} = 2X®us. Величина X® есть 
компонента взаимного импеданса между сосед-
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ними кольцами, обусловленная неоднородными 
модами. Она определяется по формуле

со

= - / 2 ^ p c £ ; f ^ e x p | - y  Ц ,
n=N Г°

где N  — число однородных симметричных мод в 
трубе. На первое и последнее кольцо действуют
силы, равные соответственно -Х®и2 = Z 0w, и
-X®Uq | = X®Uq. С целью сделать резонансные 
частоты всех колец одинаковыми изменим соб­
ственные импедансы первого и последнего ко­
лец: Z0 заменим на (Z0 -  X®). На основе приве­
денных физических соображений формулу (5) 
можно преобразовать к виду

(Zo + Z . , - 2  ЯГ®)н, + Х * ^ Ч  =
«7=1

= ( - O '^ U V o M .

(6)

где Z'7) — компонета взаимного импеданса Z«75
обусловленная т-й рассеянной модой.

Z f  = 2 o /fe p c ^ -^e x p [^
(̂ отГо)

/л :1-■**!]•
Система уравнений (6) имеет решение

^тУо(С*Л)и =
l(Z0 + Z M -  2*®) + {Q -  1 )C ]

где/?,*"0 — компонента сопротивления излучения 
одиночного кольца, обусловленная т-й рассеян­
ной модой, Яп° =  2akpcg2{tim)l(t>m г0). Полное рас­
сеянное поле в волноводе получим по формулам

р(г,Х > Х о+ а) = У ШрСи8^ К

^ ( - О ’ е х р Н ^ ^ )
.«7=1

y0(Cz)exp(/£,nx),

p (r ,x< -a ) = Y
п=О

X

*  1У .( -О ’ е хр О ^л )

й л У о (С |Л )

У0(С„г)ехр(-^„х).

Амплитуды рассеянных мод с номерами, не 
равными т, малы по сравнению с амплитудой 
т-й рассеянной моды. Это обусловлено тем, что 
т-е рассеянные моды от всех колец складываются 
синфазно, рассеянные моды с другими номерами 
гасятся в результате интерференции,

Q

£(-1)*ехр(±йи*,) <
«7=1

y ( - l ) ‘7exp(±/^mx j  = Q.

Ч=\

Коэффициент прозрачности равен Т  =  1 +  V. Ре­
зонанс кольца резонаторов наступает при частоте
о)0, удовлетворяющей уравнению

Im (Z0 + Z u -2 Л -®) =  0.
При выполнении соотношений оз =  со0, L =  
= lV̂ /nl(o=<o0 коэффициент отражения будет

п®о) = 4 1 + (л» + * „  -  O / Q / t f X U -  (7)

гле «о =  ReZ0, Л„ = RcZ,, = -  ком-
понента сопротивления излучения одиночного 
кольца, обусловленная /7-й рассеянной модой. Он 
асимптотически стремится к (—1) при увеличе­
нии числа колец. При /V = 1, пг = 0 (одномодовый 
волновод) формула (7) дает

К(о)0) =

Рассмотрим пример. Пусть krQ =  8, в волноводе 
могут распрос граняться три однородные симмет­
ричные моды: нулевая, первая и вторая. Найдем 
коэффициент отражения второй моды в 
этом трехмодовом волноводе (/V =  3, m  =  2). Со­
гласно формуле (7), при отсутствии трения в ре­
зонаторах (Я0 =  0) коэффициент отражения будет
К(со0) =-{1 + 0.75/GT1.
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