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Показана возможность сведения решения одномерной задачи расчета радиационного давления на 
колечко к линейной задаче рассеяния в терминах парциальных амплитуд рассеяния, как это ранее 
было проделано в трехмерном случае, в частности, для сферически симметричного включения в 
идеальной жидкости. Колечко при этом является включением с монопольной амплитудой рассея
ния. Для полного качественного совпадения выражений в одномерном и трехмерном случаях соот
ветствующие амплитуды рассеяния рассматриваются как множители при фундаментальных реше
ниях одномерного и трехмерного уравнений Гельмгольца. Полученные результаты позволяют с еди
ных позиций рассматривать две упомянутые проблемы, отличающиеся по размерности.
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Впервые радиационным давлением на колеч
ко, как это часто бывало, заинтересовался Рэлей 
11). Из следующих ранних работ упомянем рабо
ты Е. Николаи |2, 3] и другие. Из сравнительно 
недавних публикаций отметим работу С.Д. Дани
лова и М.А. Миронова |4].

Целью настоящей работы является демонстра
ция того факта, что решение задачи о давлении 
колеблющейся струны на колечко можно рас
сматривать как одномерный аналог решения 
трехмерной акустической задачи о радиационном 
давлении в терминах теории рассеяния, развитого 
ранее в работах 15—8 и др.].

Поставим задачу. Рассматриваются в линей
ном приближении малые гармонические попе
речные колебания однородной бесконечной 
струны с надетым на нее колечком. О сь* направ
лена вдоль невозмущенного положения струны. 
Плоскость колебаний совпадает с плоскостью 
x O z . Смещение струны происходит вдоль оси z . 
Колечко находится в точке х  =  0 и имеет массу т . 
Общую зависимость смещения обозначим U (x, t) =  
=  и(х)ехр(—/со/), где ы(х) — амплитуда смещения 
(временной фактор ехр(—/со/) везде далее опу
щен). Вследствие наличия неоднородного вклю
чения в виде колечка смещение струны может 
быть записано в стандартном для задачи рассея
ния виде

и (х ) = и \х )  + и \х ) .

Здесь и°(х) — исходное падающее поле, подчиня
ющееся невозмущенной краевой задаче (см., на
пример, |9, 10|)

,2 (Ь v
+ А:2и \ х )  =  0, х е  ( - 00, 00). (1)

d x

Здесьk  =  - \ c 2 =  — \ 70 =  const, р =  const — соответ - 
с р

ствснно натяжение и плотность струны; с  — ско
рость распространения колебаний. В качестве ре
шения задачи (1) примем стандартную для теории 
рассеяния падающую, бегущую в положительном 
направлении х  плоскую волну единичной ампли
туды

и \ х )  = exp ( i k x ) .  (2)
Поставим краевую задачу для рассеянной вол

ны и'(х). При наличии колечка в точке х  =  0 воз
никает поперечная сосредоточенная сила F. Зада
ча в этом случае ставится гак (см., например, в [9, 
с. 116])

+ к 2и\х) = 0, х  е  (-ео,а>) (3)
d x

с условиями на бесконечности 110, с. 448]

«'(*) = 0(0, (̂ - i k u \ x )  = 0( 1), |л ) -> оо  (4)
d  И

и следующим условием сопряжения в точке х  =  
=  0 ]9 ]

“'О С П  = о. ^d x

-х=0+()

х=0-0 То
(4а)

Для рассеянной волны решение принимаем в 
виде

{a ( k ) e x p ( - i k x ) ,  

b ( k ) e x p ( ik x ) .

х  < 0 
х > 0 ’
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и, учитывая условие (4а), получаем

а(к) = Кк) =
2/кТ0

После подстановки в (5) имеем
и '(х) =

exp(-/Ах), х  < О
F2/А Т,о

F
2 i k  7о

ехр(/Ах), х > 0 Ш Т0
ехр(/А |х|), (5а)

По аналогии с трехмерным случаем попытаем
ся выразить силу Ф в терминах амплитуды рассе
яния.

П е р в и ч н а я  б е гу щ а я  в о л н а  //°(.х ) =  ехр(/Ах).
Как видно из выражения (6), коэф ф ициент/^) 

при рассеянных волнах exp(±/Ах)

FД к) = / +(А) = /~(А) =
ЪкТ,о

- с о  <  х  <  0 0 .

Сосредоточенная сила в точке х  =  О должна быть 
равна [9 ,с.156|

dt2
Учитывая, что

U (х, 0  = и(х)ехр(-/соГ) =

F

можно рассматривать как одномерный аналог ка
нонической амплитуды рассеяния, когда первич
ное поле и°(х) представляет собой плоскую 
волну (2) единичной амплитуды и нулевой фазы в 
точке включения. В случае распределенного не
однородного включения коэффициенты/*(А) при 
рассеянных волнах ехр(±/Ах) могут различаться 
(см., например, 111, с. 35]).

о

-  ехр(/Ах) -
2ikT0

ехр('* И ) ехр(-/со/),
(6) Для волны (2) имеем 

преобразуем к  виду

du (х)
dx

= ik. Выражение (8)
х=0

получаем

U(x = О,/) = | 1 -

d 2U(x = 0,l)F = -m -----=— — =
dt2

Или окончательно F =

Г, F Л / • ч ф = - ik
Г м г > р<- ,“ ')'

рг 4
F

Tiki
(2 ikT0) -

o.
\

2 .2wo) -mco
2 ik T,

- i k
о 2 ik T (0У

k 2Tn
( - 2 i k  T0) =  - — ^ 2  R e f ( k ) .

mco
1 + mw2/akT 0 

Если амплитуда падающей волны возрастает в U0 
раз и°(х) =  Е/0ехр(/Ах), то в силу линейности задачи 
и сила вырастет во столько же раз:

F  = ------------------- . (7)

Последнее выражение уже точно совпадает с вы
ражением (6) работы [4]. Кроме того, из (6) следу
ет утверждение работы |4] о том, что сумма углов 
наклона струны справа и слева от колечка равна 
удвоенному наклону в первичном поле (в силу 
малости углов имеют место приближенные ра- 

du(x) _

Ясно, что для первичной волны и°(х) =  i/0exp(/Ax) 
сила равна

Ф =рг
(кUо)2 Т,О2 Re /(к ).

Последнее выражение уже точно совпадает с вы
ражением (10), приведенным в работе |4|. При

W
2

в первичной бегущей волне. С учетом этого обо
значения получаем окончательно

этом Ерг = средняя плотность энергии

Ф рг = ~ 2 Е рг Re/(А ). (9)

венства — —  = iga «  sina «  a): 
dx
du(x) t du(x) ^du°(x)

dx o-o dx o+o dx x=0
(10)

Как известно [4, с. 3071, средняя сила Ф , с ко
торой струна в произвольном первичном поле 
и \х )  действует на колечко в продольном направ
лении, равна

0/4 °tv\*
(8)1Ф = -  

4
d u  (х )^  ( d u (х)* f  

dx dx
Все величины в (8) должны рассматриваться в 
точке расположения колечка.

П е р в и ч н а я  с т о я ч а я  в о л н а  и ° (х )  =  2cosA(x -  х0).

Колечко по-прежнему в точке х  =  0. На колеч
ко падает не одна, а две бегущие волны

2cosA(x -  х0) =
= ехр(-/Ах0)ехр(-/Ах) + ехр(-/Ах0)ехр(-/Ах),

но уже с фазовыми коэффициентами, отличными 
от единицы.

Вначале рассмотрим рассеянное поле для пер
вичной волны и ° (х )  =  ехр(—/Ах). Производя заме- 
ну у  =  —х, приходим в точности к  задаче (3)—(4а) 
для и  (у ) . Откуда, в силу одинаковых коэффици
ентов при экспонентах ехр(/Ау) и ехр(—i k y )  в вы
ражении для рассеянного поля, следует, что и ( х )
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вновь определяется выражением (5а). Стоячая 
волна (10) очевидно создаст рассеянное поле

и\х) Г
2ik Т

ехр(й  jjcj), (И )
о

где

F = F(cxp(ikx0) + exp (~ikx0)) = 2 /,cosfoc0,
что с учетом (7) совпадает с соответствующим вы
ражением в [4]. Из (11) получаем

 ̂+ — Fт = /  (к) = /  (*) = -
ЪкТа

Из (8) окончательно получаем

= 2f(k)coskx0. (12)

Ф„ = к Тп sin кхо о
г

F
\ 2ik Т,о У

/ -  / F
\

к ШТ<оУ

= k 2T0s\nkx02 \m f(k ) = k 7T0sin2kx02\m f(k).
При и°(х) = 2U{)cosk(x — х0) последнее выражение 
приобретает вид

Ф5/ = 2Est sin 2кх0 Im / (к) , (13)
где Esl = (t/o^)2r 0 — средняя плотность энергии в 
стоячей волне.

Таким образом, получены выражения для ра
диационного давления на колечко, находящееся 
в поле одномерной бегущей (выражение (9)), ли
бо стоячей (выражение (13)) волн в терминах од
номерной амплитуды рассеяния бегущей волны 
па этом колечке.

Представляет, однако, интерес сопоставить 
полученные выражения с трехмерным вариан
том, со случаем, например, радиационного давле
ния, вызванного рассеянием на радиально сим
метричном включении в трехмерном случае. Для 
такого включения в работе [7] получены следую
щие выражения для радиационного давления в 
поле плоской бегущей волны и0 = p0exp(ikz)

f  -  р 
r z p r  ~  . ‘- W p r

ос*

У М А , -
7=0

сс

-*Е
/=0 4/

(14)

и в поле первичной стоячей плоской волны
м° =  2p0c o s k ( z  -  Za)

Fzs, = E2Ds,Ans\n2kz0
сс

i ^ - O ' R c U ) +
/-0

со (15)

+5 г а § ^ ' ,т (л (^
(в оригинале в [7] выражение (15) взято с обрат
ным знаком, т.к. гам рассматривалась стоячая 
волна и° =  2pt)cosk(z + so)).

Здесь асимптотика поля в задаче рассеяния 
при падении бегущей волны выглядит так:

« - а А,ехр(/Аг) + pj(& )c-xp(lk- ;
Г —К С

со

Л0) = ^ А ,Р ,(cos Q);

(16)

(17)
/=0

Р/— полиномы Лежандра. В случае монопольного 
рассеяния А, = 0, /  =  1,2,  ..., и (14), (15) соответ
ственно упрощаются:

и

Fzpr ~  —  F y)pr Im /40, 
К

= 7 EWsr4nsin2kzn М Д>)- k

(18)

(19)

Здесь EWpr =  T!L_ и Еуы =  Po — средняя плот-
2рс  ̂ рс*

ность энергии в бегущей и стоячей акустической 
волне, а/>0, р и с — амплитуда давления, плотность 
и скорость звука в окружающей жидкости.

Сравнение (9) с (18) и (13) с (19) показывает их 
некую схожесть, но не более того. Попытаемся 
устранить эту непохожесть. Для этого необходи
мо однообразно поставить задачи рассеяния для 
одномерного и трехмерного случаев. В канониче
ской задаче рассеяния падающая волна по-преж
нему остается плоской бегущей волной единич
ной амплитуды и нулевой фазы в точке располо
жения включения: и° = exp(ikx) в одномерном 
случае и и0 = exp(ikz) — в трехмерном. А поле рас
сеяния в одномерном и его асимптотику в трех
мерном случае выразим через фундаментальные ре
шения %b i = 1, 3, соответствующих уравнений

Гельмгольца [ 10, с. 204,2051, % \ =  —  exp (ik |х|), %3 =
2 i к

= __1 ехр(/&г)
4п г

Тогда новые амплитуды рассеяния (пометим их 
индексом 5 в знак их связи с фундаментальным ре
шением) будут' соответственно равны (см. (6) и (16))

FШ  =
Т(

(20)
о

Л(0) = -4тг/(0). (21)
Очевидно, что коэффициенты Аы в разложении 
типа (17) для./й(0) равны

Аб/ = -471/4/.
Подставляя (21) в (18) и (19), получаем

Fzpr = - \ E W pr\ m A
К,

60 (22)

И

F &  = - }  E j d s i sin 2k Z o  Re pi»).k
(23)
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Наконец, учет соотношений (8), (12) и (20) 
приводит в одномерном случае к совершенно 
идентичным с выражениями (22) и (23) для трех
мерного монопольного включения выражениям

Ф Рг =  ~ E p r \ m f b{ k ) ,
К

Ф5, = -~ Ё „  sin 2кх0 Re f s(k). 
к

Таким образом, показана возможность сведе
ния решения одномерной задачи расчета радиа
ционного давления на колечко к линейной задаче 
рассеяния в терминах парциальных амплитуд 
рассеяния, как это ранее было проделано в трех
мерном случае, в частности, для сферически сим
метричного включения в идеальной жидкости. 
Колечко при этом тракгуется как включение с 
монопольной амплитудой рассеяния. Для полно
го совпадения выражений в одномерном и трех
мерном случаях понадобилось трактовать соот
ветствующие амплитуды рассеяния как множите
ли при фундаментальных решениях одномерного 
и трехмерного уравнений Гельмгольца. Получен
ные результаты позволяют с единых позиций рас
сматривать две упомянугые, казалось бы, доста
точно неблизкие проблемы.

Работа выполнена при поддержке Программы 
фундаментальных исследований Президиума 
РАН № 22, раздел “Бионанотехнологии”.
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