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ВВЕДЕНИЕ

Электромагнитные волны в намагничиваю
щихся непроводящих изотропных жидкостях без 
учета диссипативных процессов рассматривались 
в (11, где использовались полные уравнения Макс
велла с учетом токов смещения, но вместо уравне
ний Минковского для движущихся сплошных 
сред в качестве материальных уравнений исполь
зовались такие же уравнения, как и для неподвиж
ной среды (без учета членов порядка v /c , v  — ско
рость индивидуальных точек жидкости, с — ско
рость света). В 111 использовалась модель 
намагничивающейся и поляризующейся жидко
сти (газа) с уравнениями состояния для темпера
туры и давления в произвольном электромагнит
ном поле, которые определяются энтропией, вы
числяемой в отсутствие электромагнитного поля. 
Модель жидкости с такой необычной термодина
микой приводит к дисперсионным уравнениям, 
из которых при определенных значениях магнит
ного поля и температуры следуют мнимые значе
ния фазовой скорости, что трактуется в |1 | как 
появление неустойчивости. Следует заметить, что 
такая неустойчивость волновых процессов, по- 
видимому, не отмечалась в экспериментах с на
магничивающимися жидкостями. Если считать, 
как это обычно принято в термодинамике, что 
температура Т  и давление р  определяются как 
функции энтропии с учетом намагниченности и 
поляризации жидкости то, как показано далее, 
никаких мнимых значений для фазовых скоро
стей не возникает, и получаются простые физиче
ски понятные соотношения.

В данной статье рассматриваются электромаг
нитные и магнитозвуковые волны в изотропных

намагничивающихся и поляризующихся жидко
стях при произвольной ориентации волнового 
вектора и вектора намагниченности. Для описа
ния волн используется модель намагничиваю
щейся и поляризующейся жидкости, рассмотрен
ная в (2]. В этой модели в качестве материальных 
уравнений для намагниченности и поляризации 
жидкости используются уравнения М инковско
го, а в уравнении импульсов учитывается силаАб- 
рагама |3 |. Магнитозвуковые волны в рамках мо
дели изотропной намагничивающейся жидкости 
рассматривались в |4 |,  см. также |5, 6|.

ХАРАКТЕРИСТИКИ НАМ АГНИЧЕННОСТИ
И ПОЛЯРИЗАЦИИ МАТЕРИАЛЬНЫХ СРЕД 

В релятивистской теории электромагнетизма 
намагниченность и электрическая поляризация 
материальных сред описывается антисиммегри- 
ческим четырехмерным тензором второго ранга, 
компоненты которого M'J в декартовой системе 
координат наблюдателя определяются матрицей

0 Му - м 2 р'

-М у 0 Ml р 2

м 2 - м , 0 р '

- р ' - Р 2 р 3 0
в которой Л/,, Л/,, Л/, — компоненты трехмерного 
вектора объемной плотности намагниченности
материи, Р \  Р 2, Р ' — компоненты трехмерного 
вектора объемной плотности электрической 
поляризации. Наряду с тензорными компонента
ми М'1 в релятивистской теории используются 
также четырехмерные векторы объемной плотно
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сти намагниченности и поляризации с компо
нентами Л/,, Р , которые связаны с М‘> соотноше
ниями

Mi = X-Z jk5uJM ks, Р‘ = -U jM ‘J,

где uj  — компоненты четырехмерного безразмер
ного вектора скорости индивидуальных точек ма
терии, Ejks — компоненты четырехмерного еди
ничного псевдотензора Л еви—Чивита, е12М =  I.

В декартовой системе координат наблюдателя 
связь между трехмерными векторами с компо
нентами Ма, Р" и Ма, Ра ( а  =  1,2, 3) можно запи
сать в виде 121

м а = т = = г з (  м « - - ^ У рХ
V l - v 2/ c 2v с с

где v a — компоненты трехмерного вектора скоро
сти индивидуальных точек материи, е„(Ц1 — ком
поненты трехмерного единичного псевдотензора 
Л еви-Ч ивита, е ш  =  1. В рамках нерелятивист
ского приближения уравнения (I)  записываются 
следующим образом

Ма = Ма - h  У Р\  ра = Ра + 1 В
С с

Отметим, что трехмерные векторы с компо
нентами Ма, Ра, образующие четырехмерный тен
зор с компонентами M'J, существенно зависят от 
выбора инерциальной системы координат на
блюдателя и поэтому их физический смысл весь
ма ограничен |7 |. Трехмерные векторы с компо
нентами Ма, Ра тоже зависят от выбора инерци
альной системы координат наблюдателя, однако в 
нерелятивистском приближении эти векторы ин
вариантны относительно выбора инерциальной 
системы координат. В связи с этим в ньютонов
ской механике намагничивающихся и поляризую
щихся сред использование компонент векторов 
Д/„, Р ‘ в качестве определяющих параметров для 
намагничивающихся и поляризующихся сред 
предпочтительнее использования векторов, 
определяемых компонентами Ма, Р" |2 |.

МОДЕЛЬ НАМ АГНИЧИВАЮ Щ ЕЙСЯ 
И ПОЛЯРИЗУЮ Щ ЕЙСЯ Ж ИДКОСТИ

Рассмотрим следующую систему уравнений, 
описывающую модель намагничивающейся и по

ляризующейся жидкости в рамках ньютоновской 
механики

p d -v a = - V aP + ̂ - ( B - y , H x - H W aB> + 
dt 8л

+ АУы£х-£-хУиД,) + еец(1, ^ х
с d tp

х (ДРЛ/Х -  Н*РХ\ + Vxt“x + (Г , - р  + p V av “ = О, 
'  '  dt

V aBa = 0, eaVXV aE s = - ~ B \
cdt

V aDa = 0, e°pxVa tfp = - -  D \
cdt

r ^ ( / / u - ^ es 4

р “ =У - 1)(D" + I s а* \ н \
4ле 1 с

2dUm
+  р  М dUm

- 1 | [ман а + .
др дМ 2

1 Р  dUm Т 6Um
X М дМ ds

Р  Т
5-

15
-

и 1 + Т V a v Jl.

Здесь Va — символ ковариантной производной по 
переменным хР лабораторной системы коорди
нат; / — время; р — массовая плотность жидкости; 
р — давление; Q“ — компоненты вектора внешних 
сил (например, силы тяжести); s — удельная плот
ность энтропии; Т — величина, играющая роль 
температуры в равновесных процессах; г  — ди
электрическая проницаемость, которую 
будем считать постоянной, е =  const; х  -  магнит
ная восприимчивость; М  =  (МаМа)'/2 — модуль 
вектора намагниченности; Ва — компоненты век
тора магнитной индукции; Ех -  компоненты век
тора электрической напряженности. Для компо
нент D-K вектора электрической индукции и ком
понент На вектора магнитной напряженности в 
уравнениях (2) имеем

Я„ = Ва -4 к М а = Ва - 4 л [м а
;  , с  !  (3)

Ра = Еа + 4пРа = £ц + 4 л (д и + 1еар У л / л).

Компоненты тензора вязких напряжений т“р = 
=  тР“ и компоненты вектора плотности потока 
тепла (f1 в уравнениях (2) определим обычными 
соотношениями

таР = iK W p + Vpv a) + Xga\ v r, qa = - к V“7\ 
в которых А., г| — коэффициенты вязкости, к — ко
эффициент теплопроводности, — компоненты
метрического тензора в системе координат с пе
ременными Xй. Коэффициенты вязкости счита-
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ются постоянными, А =  г) =  const. Заметим, что 
члены с производной по времени в правой части 
уравнения импульсов в (2) в рамках нереляти
вистского приближения определяют силу Абрага- 
ма, а материальные уравнения в (2) равносильны 
уравнениям М инковского |3 |. В уравнениях (2) 
р U,„ =  р Um (р, 5, М) — заданная функция. Полная 
плотность внутренней энергии жидкости р U 
определяется следующим образом

pU = pUJp,s, М) + Щ  РаРа.
е - 1

Внутреннюю энергию р Um можно выразить через 
магнитную восприимчивость X- Действительно, 
интегрируя определение для х. содержащееся в 
(2), получим

Ри
м

pU a(p,s)+  J  
о

Здесь U0 = U„Xр, s, М  =  0) — внутренняя энергия 
нснамагниченной жидкости.

Система уравнений (2) получена при помощи 
вариационного уравнения в |2 | для случая, когда 
плотность внутренней энергии жидкости опреде
лена как произвольная функция параметров р , 5, 
А/ц, Ра. Эти уравнения могут использоваться для 
описания намагничивающихся и поляризующих
ся жидкостей (газов) в электромагнитном поле. 
Уравнения (2) для случая, когда внутренняя энер
гия р Um определена как функция параметров р, s, 
М  в магнитостатическом приближении использо
вались в |4 | для описания магнитозвуковых волн 
в намагничивающихся жидкостях.

ЛИНЕАРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЙ

Будем считать далее, что система координат с 
переменными х “ является инерциальной и декар
товой. Рассмотрим движение жидкости, описы
ваемой уравнениями (2) без внешних сил Q 1 =  0 в 
виде малых колебаний, при которых определяю
щие параметры р, s, Т, На, М", Ра, ЕР, v “ мало ме
няются относительно постоянных равновесных

значений р„, %  То, Н%, м о< К  — 0, Е'0‘ =  0, Vq = 0. 
Положим

р = Ро + р„ S = S0 +Sh

м а = м;; + р '\ / / “ = //,“ + /;“ ,

где величины р,, 5,, р", рассматриваются как 
малые первого порядка. Предполагая, что функ
ция р Um (р, s, М) является голоморфной функци

ей своих аргументов, разложим эту функцию в 
ряд, ограничиваясь квадратичными членами

pU m = -^ -a lp ]  + + ^ 5 ,2 +bnap up t +
2р» 2 2

+ g/I„p“.S| + fs , р, + poToS, + (5)

+ Л/орхл“ра + Яр, + const.

Здесь п" = Л/ц/Л/ц, постоянные коэффициенты 
а*, PaX, b , f  g  определяются следующим образом

д 2р U
др

, Ь = 'д*Ри Ш 
кдр DM

М — - 1 ,  
dpXJo

о<*>. о  /  QA а  л ,  , о  a  л
Р = PiOr -  Я я ) + РцЯ п ,

( 6 )

Р |,= (д 2р  и тл a  = I
(d 2PUm)

д М 2 у0 \Х  дМ  Х/о 2 ds2

I  dpds ) п [ d M d s )„ l  d sx )
Выражения, заключенные в скобки ( )0, вычисля
ются при равновесных значениях параметров. 
Магнитная восприимчивость х в (6) определена 
уравнением в (2).

Рассматривая величины v a, Ра, Еа как малые 
первого порядка, в результате линеаризации 
уравнений (2) после исключения из уравнений 
величин Ва, Еа при помощи определений (3) и с 
учетом соотношений (4), (5), получим следую
щую линейную систему дифференциальных 
уравнений (отбрасывая в уравнении импульсов 
малые члены порядка 1 /с 2)

Ро _ Р о К А У ' + [ 1 + -f— И  х
дг У 4 т г е х /

х  М0п (д}Ии -  <5,А ) + p A v ,,  +  (А +  г |А , 3 |У ,

d p jd l  + po5„va = 0.

d„D" = 0, cu" \y t ,  = d jh "  + 4лц°) = 0.

Cf  (7)
саРАа р(О, -  4пР} ) + -  м У )  =

с

= + 4У ) >  А“ = + я“£р|.cat

Ра = ~ { ^  + 1 еор х ^ Я 0Х). PoTi^  = кД7„
4ле \ с I дt

Г\ = as, + / р ,  + gnap.a,
в которых да = д /дх“, А =  g“pda3p -  оператор Л а
пласа.
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Э Л Е К Т Р О М А ГН  И ТН Ы Е
И М Л ГН И ТО ЗВ УКО В Ы Е  волны

Далее будем рассматривать уравнения (7) без 
учета теплопроводности к =  0. В этом случае урав
нения (7) описывают изэнтропические процессы 
s =  s„ =  const. Будем искать решение уравнений (7) 
в виде функций, которые зависят от переменных х“, 
I только через множитель ехр/(<о/ — А(Гх“), где со — 
частота волны, ки — компоненты волновою  век
тора. После несложных преобразований полу
чим следующую систему уравнений для возмуще
ний определяющих параметров

(сор,, + ir\k2)va + -p0-a l+ i(k  + r\)
со

к ик - У  -

-  роЬкап}ц х +
V

Mt)n ,(kXha -  к"И' ) = 0,

И" = [р х(6р -  яаяр) + рцЛаЯр] | /  + ^ n " k p v ' \
L J со

Р,, = ^ i f o a +-i-A /0eapXv V l  (8)
t e l  q  )

( i - у ' У - ^ { f 2 y 24  - р к % У +

+ Щ  М,у {1 + — ]к> (я V  -  л V )  = 0,
кс~ V. 4ti8x;

« P i = Рок>УХ, е ф крИх + -  D” = 0,
с

где К= со/к  — фазовая скорость волны, к = (АиА“ ),/2 — 
модуль волнового вектора. Условием существования 
ненулевого решения системы уравнений (8) являет
ся выполнение дисперсионных уравнений, соот
ветствующих различным волны, которые могут 
распространяться в рассматриваемой системе 
жидкость—электромагнитное поле.

Полагая, что волновой вектор и вектор намаг
ниченности не коллинеарны и свертывая уравне
ния (8) с компонентами вектора v„ =  sa^ n \  
ортогонального волновому вектору и вектору 
намагниченности, получим систему линейных
алгебраических уравнений для величин v„va, vu|i".

(wp0 + ir\k 2)vav “ + — — -  M0k  c o sy v aAu = 0, 
c(p -1 )

v„Aa -PxV„pa =0,

<9>

- ^ V m S \  + - ^ 0 c o s y v ava =0. 
с V 4леx )

Здесь у  — угол между волновым вектором и век
тором намагниченности, Acosy = пика. Из уравне
ний (9) следует дисперсионное уравнение, опре

деляющее плоские поперечные механические 
волны

ыро + ir\k2 = 0 . (10)
Эти волны не зависят от электромагнитного поля 
и обусловлены только вязкостью жидкости. Для 
этих волн выполняются соотношения

kav a =0, р, = А" = р “ = Da = Рп = 0. 
Детальное описание таких волн в вязкой жидко
сти Н авье-С токса можно найти в [8|.

Из уравнений (9) следует также хорошо из
вестное дисперсионное уравнение для электро
магнитной волны 131

V 2 =  — , ( I I )
ер

где магнитная проницаемость определяется ра
венством р  =  1 +  4пХо, Хо ~  магнитная восприим
чивость, вычисляемая при равновесных значени
ях определяющих параметров. Для этой волны 
выполняются равенства

Pi = kav  = nav  = k„ p = л„р =

= kaha = n X  = kaDa = vuD“ = 0.
Если волна распространяется ортогонально век
тору намагниченности (cosy  =  0), то вектор ско
рости равен нулю, va =  0. Уравнение ( I I )  получа
ется обычно непосредственно из уравнений 
Максвелла при постоянных значениях магнит
ной и диэлектрической проницаемости 8, р для 
неподвижной материи. Дисперсионные уравне
ния (10), ( I I ) ,  полученные при условии siny  *  0, 
верны и при siny  = 0.

Свертывая уравнения (8) с компонентами век
торов ка и пи, можно получить замкнутую систему
уравнений для четырех величин А„р‘\  w„pu, A„va,
wuv“. Условие существования ненулевого реше
ния такой системы уравнений дают дисперсион
ные уравнения. Опуская промежуточные выклад
ки, приведем дисперсионные уравнения, получа
емые таким способом. Прежде всего, в жидкости 
может распространяться вторая электромагнит
ная волна, определяемая дисперсионным уравне
нием

V 2 = c-
- 2  2 sin у  + cos у

(12)
Мп Мх

в котором магнитные проницаемости и р± 
определяются следующим образом

Мн
4л + ft, 4л + рх . .

= - „  -A  Mi = -  - — 5 I + 4лхп = М-
Рн P i

Для этой волны выполняются следующие соотно
шения:

(I a  . a  rvd |  n a  av„v = v„p = v„A =n,tD  = kaD  =0.
Из этих равенств видно, что вектор электриче
ской индукции во второй электромагнитной вол
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не ортогонален волновому вектору и вектору на
магниченности. Если электромагнитная волна 
распространяется вдоль вектора намагниченно
сти, то s in y  = 0 и дисперсионное уравнение ( 12) в 
этом случае совпадает с уравнением (11). Так как 
магнитная проницаемость жидкости положи
тельна, то правая часть дисперсионного уравне
ния (12) тоже положительна, поэтому в рассмат
риваемой теории, в отличие от 111, всегда V2 > 0 и 
неустойчивости, обсуждаемые в 111 при рассмотре
нии электромагнитных волн, здесь не возникают.

В жидкости может распространяться также 
продольная магнитозвуковая волна, определяе
мая дисперсионным уравнением

4 = » ; - рУ ---------- — —
к Рцрх + 4л(Р||s in ' \\i + рх cos' \\i)

- / — (Я. + 2ц).
Ро

Это дисперсионное уравнение такое же, как и в мо
дели намагничивающейся жидкости Нойрингера— 
Розенцвейга, и подробно рассматривается в |2|.
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