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Abstract— In the modal description of sound propagation, signal distortion is caused primarily by dispersion, 
which is largely controlled by the product I(m; f)P(m; f). Here m  is mode number, f  is acoustic frequency, I  is 
the action and в is the waveguide invariant. A modal pulse with fixed m  and variable f  that satisfies Ip « 0 over 
the entire frequency band is referred to in this letter as a weakly dispersive modal pulse. The manner by which 
weakly dispersive modal pulses can be exploited in underwater communications applications is described and 
illustrated. The connection between weakly dispersive modal pulses and weakly divergent beams is discussed.

Keywords: modal description of sound propagation, underwater communication 
DOI: 10.1134/S1063771013050199

A c o u s t i c  t r a n s m i s s i o n  o f  i n f o r m a t i o n  i n  t h e  o c e a n  

o v e r  h o r i z o n t a l  d i s t a n c e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  o c e a n  d e p t h  

i s  c h a l l e n g i n g  b e c a u s e  p r o p a g a t i o n  e f f e c t s  d i s t o r t  t h e  

t r a n s m i t t e d  s i g n a l .  T h e  u s u a l  m e t h o d  o f  o v e r c o m i n g  

s i g n a l  d i s t o r t i o n  i s  t o  p e r f o r m  s o m e  f o r m  o f  c h a n n e l  

e q u a l i z a t i o n ,  w h i c h  r e q u i r e s  k n o w l e d g e  o f  t h e  i m p u l s e  

r e s p o n s e  f u n c t i o n  o f  t h e  o c e a n  s o u n d  c h a n n e l .  I n  t h e  

r a y  a n d  m o d e  d e s c r i p t i o n s  o f  s o u n d  p r o p a g a t i o n ,  s i g 

n a l  d i s t o r t i o n  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  m u l t i p a t h i n g  a n d  d i s 

p e r s i o n ,  r e s p e c t i v e l y .  I n  t h i s  l e t t e r  a t t e n t i o n  i s  f o c u s e d  

o n  t h e  m o d a l  d e s c r i p t i o n .  M o d a l  d i s p e r s i o n  i s  l a r g e l y  

c o n t r o l l e d  b y  t h e  p r o d u c t  I ( m ;  f ) p ( m ;  f ) .  H e r e  m  i s  

m o d e  n u m b e r ,  f  i s  a c o u s t i c  f r e q u e n c y ,  I  i s  t h e  a c t i o n  

a n d  p  i s  t h e  w a v e g u i d e  i n v a r i a n t .  I n  t h i s  l e t t e r  a  c o l l e c 

t i o n  o f  m o d e s  w i t h  f i x e d  m  a n d  v a r i a b l e  f  ( t y p i c a l l y  

f 0 / A f ~  4 )  t h a t  s a t i s f y  I p  ~  0  i s  r e f e r r e d  t o  a s  a  w e a k l y  

d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e .  I t  i s  s h o w n ,  u s i n g  a  c o m b i n a 

t i o n  o f  t h e o r e t i c a l  a r g u m e n t s  a n d  d e e p  w a t e r  s i m u l a 

t i o n s ,  t h a t  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s  c a n  b e  

e x p l o i t e d  t o  t r a n s m i t  i n f o r m a t i o n  i n  a  s o u n d  c h a n n e l  

w i t h o u t  p e r f o r m i n g  c h a n n e l  e q u a l i z a t i o n .  T h e  c o n 

n e c t i o n  b e t w e e n  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s  a n d  

w e a k l y  d i v e r g e n t  b e a m s  i s  b r i e f l y  d i s c u s s e d .

W e  f o c u s  i n  t h i s  l e t t e r  o n  c o m m u n i c a t i o n s  a p p l i c a 

t i o n s  o f  m o d e - p r o c e s s e d  t r a n s i e n t  w a v e f i e l d s  ( s e e  a l s o  

[ 1 ] ) .  S p e c i f i c a l l y ,  w e  c o n s i d e r  b r o a d b a n d  d i s t r i b u t i o n s  

o f  e n e r g y  w i t h  f i x e d  m o d e  n u m b e r .  D i s t r i b u t i o n s  o f  

t h i s  t y p e  a r e  r e f e r r e d  t o  i n  t h i s  l e t t e r  a s  m o d a l  p u l s e s .  

N o t e  t h a t  n o n z e r o  b a n d w i d t h  i s  e s s e n t i a l  i n  c o m m u 

n i c a t i o n  a p p l i c a t i o n s  a s  t h e  i n f o r m a t i o n  c o n t e n t  i n  

a n y  s e n s i b l y  c o d e d  s i g n a l  i n c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g

1  The article is published in the original.

b a n d w i d t h .  M u c h  o f  t h e  d i s c u s s i o n  i n  t h i s  l e t t e r  i s  

m o t i v a t e d  b y  c o n s i d e r a t i o n  o f  t r a n s m i s s i o n  o f  a  c o m 

m u n i c a t i o n s  s i g n a l  c o n s i s t i n g  o f  a  p h a s e - m o d u l a t e d  

b i n a r y  s e q u e n c e  i n  w h i c h  e a c h  b i t  c o n s i s t s  o f  a  s m a l l  

n u m b e r  n c o f  c y c l e s  o f  s o m e  c a r r i e r  f r e q u e n c y ;  n o t e  

t h a t f 0 / A f ~  nc. S u c h  a  s e q u e n c e  o f  b i t s  u n d e r g o e s  n e g 

l i g i b l e  p r o p a g a t i o n - i n d u c e d  d i s t o r t i o n  i f  a n d  o n l y  i f  

e a c h  b i t  u n d e r g o e s  n e g l i g i b l e  p r o p a g a t i o n - i n d u c e d  

d i s t o r t i o n .  F o r  t h i s  r e a s o n  w e  f o c u s  t h r o u g h o u t  t h i s  

l e t t e r  o n  t h e  p r o p a g a t i o n - i n d u c e d  d i s t o r t i o n  o f  a  s i n 

g l e  b i t .  A f t e r  p e r f o r m i n g  t h e  r e q u i s i t e  m o d e - p r o c e s s 

i n g ,  t h e  r e s u l t i n g  w a v e f i e l d  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a n d  

d e s c r i b e d  a s  a  d i s p e r s i v e  w a v e t r a i n  t h a t ,  i n  a d d i t i o n ,  i s  

s u b j e c t  t o  s c a t t e r i n g  e f f e c t s .

W e  b e g i n  b y  i l l u s t r a t i n g  t h e  i m p o r t a n t  r o l e  o f  t h e  

w a v e g u i d e  i n v a r i a n t  p  i n  c o n t r o l l i n g  t h e  d i s p e r s i o n -  

i n d u c e d  d i s t o r t i o n  a s  a  f u n c t i o n  o f  r a n g e  o f  s u c h  a  d i s 

p e r s i v e  w a v e t r a i n .  C o n s i d e r  s o u n d  p r o p a g a t i o n  i n  a  

s t r a t i f i e d  e n v i r o n m e n t  w h o s e  d e n s i t y  i s  c o n s t a n t ;  

c  = c ( z ) ,  w h e r e  c  i s  s o u n d  s p e e d  a n d  z  i s  d e p t h .  F o l l o w 

i n g  [ 2 ]  w e  d e f i n e  t h e  w a v e g u i d e  i n v a r i a n t  a s

P ( m ;  f )  = - d S -

dS„
( 1 )

H e r e  Sg(m; f )  =  d k / d ®  i s  t h e  g r o u p  s l o w n e s s  w h e r e  

к  i s  t h e  r a d i a l  w a v e n u m b e r ,  a n d  ®  =  2 n f  i s  t h e  a c o u s t i c  

w a v e  r a d i a n  f r e q u e n c y ;  Sp =  к / ®  i s  t h e  p h a s e  s l o w n e s s .  

T h e  w a v e g u i d e  i n v a r i a n t  w a s  o r i g i n a l l y  i n t r o d u c e d  [ 3 ,  

4 ]  a s  t h e  i n v e r s e  o f  p  d e f i n e d  i n  E q .  ( 1 ) .  B o t h  d e f i n i 

t i o n s  o f  p  a r e  n o w  c o m m o n l y  u s e d .  F o r  o u r  p u r p o s e s  

E q .  ( 1 )  i s  m o s t  c o n v e n i e n t .  A l s o ,  i n  [ 4 ]  p  i s  d e f i n e d  

u s i n g  d i f f e r e n c e s  i n  Sg a n d  Sp b e t w e e n  n e i g h b o r i n g  

m o d e  n u m b e r s .  T h e  d i f f e r e n t i a l  f o r m  o f  t h e  d e f i n i t i o n
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Fig. 1. Evolution in range r of idealized single-bit dispersive wavetrains with P = —0.5 (left), P = 0 (center), and P = 0.5 (right). 
In all three cases the single-bit wavetrain at r = 0 corresponds to three cycles of a 75 Hz carrier under a tapered envelope. Other 
parameters that were used in the simulations shown are described in the text.

o f  p  c a n  b e  t h o u g h t  o f  a s  a  h i g h  f r e q u e n c y  a s y m p t o t i c  

a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  d i f f e r e n c e - b a s e d  d e f i n i t i o n .  O u r  

u s e  o f  a n  a s y m p t o t i c a l l y  v a l i d  d e f i n i t i o n  o f  p  i s  c o n s i s 

t e n t  w i t h  t h e  a s y m p t o t i c  a n a l y s i s  t h a t  i s  u s e d  t h r o u g h 

o u t  t h i s  p a p e r .

A s s u m e ,  f o r  n o w ,  t h a t  m  i s  f i x e d  a n d  t h a t  p  i s  c o n 

s t a n t  o v e r  t h e  f r e q u e n c y  b a n d  o f  i n t e r e s t ,  c e n t e r e d  o n  

f  =  ю 0/ ( 2 я ) .  T h e n ,  i n t e g r a t i n g  E q .  ( 1 )  g i v e s

d k / d  ю  =  3 g 0 +  p ( k 0/ ю 0 -  k / ю ) , w h e r e  k 0 =  к ( ю 0 )  

a n d  3 g 0 =  ( d k / d ю ) ( ю 0 ) .  A  s e c o n d  i n t e g r a t i o n  y i e l d s

k ( ю )  =  k 0 f  - ° Y + 3 g 0 +  P k 0M  ю 1 -
f  ю Л e ^

,  ( 2 )

P  +  1
V  ю '

f o r  p  Ф — 1 ,  a n d

Ц ю )  = k  ( — )  +  f  3 g  0 -  — ) ю  l n

- ю 0 7  V  ю 0 7

( - Л

W ’

( 3 )

f o r  p  =  — 1 .  F o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  p  =  0 ,  k r o )  =  k 0 +  

Л ^ ( ю  —  ю 0 )  a n d  Sg =  d k / d ю  =  Sg0.
F i g u r e  1  s h o w s  t h e  e v o l u t i o n  i n  r a n g e  o f  t h r e e  d i s 

p e r s i v e  w a v e t r a i n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  p  =  — 0 . 5 ,  p  =  0 ,  

a n d  p  =  0 . 5 .  T h e s e  w a v e t r a i n s  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  F o u 

r i e r  i n t e g r a l

P m ( r, t) = A ^ ) e iv ( r )e i (k (a )r  “ 0 d ю . ( 4 )

I n  t h i s  e x p r e s s i o n  t h e  s u b s c r i p t  m  i n  pm( r ,  t )  i s  

i n c l u d e d  t o  e m p h a s i z e  t h a t  m o d e  n u m b e r  i s  a s s u m e d  

t o  b e  f i x e d .  ( O n e  c o u l d  a l s o  i n c l u d e  a  s u b s c r i p t  m  o n  

k r o )  i n  E q s .  ( 2 — 4 ) ,  i . e . ,  w r i t e  ^ ( ю )  t o  a c c o u n t  f o r  t h e

d e p e n d e n c e  o f  p  o n  m .  T o  k e e p  t h e  n o t a t i o n  s i m p l e ,  

w e  h a v e  n o t  d o n e  s o ) .  I n  t h e  s i m u l a t i o n s  s h o w n  i n

F i g .  1 ,  А ( ю )  w a s  c h o s e n  s o  t h a t  | А ( ю ) e - m t d ю  i s  e q u a l

t o  t h r e e  c y c l e s  o f  c o s ^ 0t ) ,  c e n t e r e d  a t  t  =  0 ,  u n d e r  a  

c o s i n e  s q u a r e d  e n v e l o p e  w i t h  z e r o s  a t  t h e  p u l s e  s t a r t  

a n d  e n d  t i m e s .  H e r e  ю 0 =  2 я ( 7 5  H z ) ;  o t h e r  p a r a m e t e r s  

u s e d  i n  t h e  s i m u l a t i o n s  w e r e  ^ / ю 0 =  3 p 0  =  0  . 6 6 5  s / k m  

a n d  3 g 0 =  0  . 6 6 7  s / k m .  T h e  p h a s e  c o r r e c t i o n  ф ( г )  =  

ю 0( Л ^  —  Sp0)r  i s  r e q u i r e d  t o  p r e v e n t  l o s s  o f  c a r r i e r  f r e 

q u e n c y  p h a s e  i n f o r m a t i o n  w h e n  p  =  0  a n d  t h e  r e f e r 

e n c e  g r o u p  a n d  p h a s e  s l o w n e s s e s  a r e  u n e q u a l .  ( W i t h 

o u t  t h e  f a c t o r  е ' ф ( г )  t h e r e  i s  n o  d i s p e r s i o n - i n d u c e d  

p u l s e  b r o a d e n i n g  w h e n  p  =  0 ,  b u t  t h e  p h a s e  u n d e r  t h e  

e n v e l o p e  s l o w l y  d r i f t s  w i t h  i n c r e a s i n g  r  i f  3 g0 Ф Sp0. A s  

a  r e s u l t ,  t h e  i n f o r m a t i o n  e n c o d e d  i n  t h e  p h a s e  o f  t h e  

c a r r i e r  w i l l  b e  l o s t  i f  t h e  p h a s e  c o r r e c t i o n  f a c t o r  i s  n o t  

i n c l u d e d . )  W h e n  e v a l u a t i n g  t h e  i n t e g r a l  ( 4 )  a t  e a c h  r ,  

t h e  e n t i r e  i n t e g r a n d  a t  e a c h  n e g a t i v e  f r e q u e n c y  w a s  s e t  

e q u a l  t o  t h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e  o f  t h e  i n t e g r a n d  a t  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  p o s i t i v e  f r e q u e n c y .  F i g u r e  1  s h o w s  t h a t  

w h e n  p  =  ± 0 . 5  t h e  s i n g l e - b i t  w a v e t r a i n  u n d e r g o e s  s i g 

n i f i c a n t  d i s p e r s i o n - i n d u c e d  b r o a d e n i n g  t h a t  i n c r e a s e s  

w i t h  i n c r e a s i n g  r a n g e ,  b u t  w h e n  p  =  0  t h e r e  i s  n o  d i s 

p e r s i o n - i n d u c e d  b r o a d e n i n g .  W h e n  p  i s  n o t  c l o s e  t o  

z e r o ,  n e i g h b o r i n g  b i t s  w i l l  b l e e d  i n t o  e a c h  o t h e r ,  

r e s u l t i n g  i n  l o s s  o f  p h a s e  i n f o r m a t i o n  e n c o d e d  i n  e a c h  

b i t .  I t  i s  c l e a r  f r o m  t h e s e  o b s e r v a t i o n s  t h a t  c o n d i t i o n s  

a r e  f a v o r a b l e  f o r  u n d e r w a t e r  c o m m u n i c a t i o n s  a p p l i c a 

t i o n s  u s i n g  m o d a l  p u l s e s  o n l y  w h e n  p  i s  n e a r  z e r o .
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T h e  f o r e g o i n g  d i s c u s s i o n  i l l u s t r a t e s  t h e  i m p o r t a n c e  

o f  d i s p e r s i o n - i n d u c e d  d e g r a d a t i o n  o f  a  m o d a l  p u l s e  

a n d  t h e  r o l e  o f  p  i n  q u a n t i f y i n g  t h a t  e f f e c t .  W e  c o n s i d e r  

n o w  a  m o r e  q u a n t i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  p r o p a g a t i o n -  

i n d u c e d  d e g r a d a t i o n  o f  m o d a l  p u l s e s ,  i n c l u d i n g  b o t h  

d i s p e r s i o n  a n d  s c a t t e r i n g  e f f e c t s .  R e f e r e n c e s  [ 5 — 7 ]  

c o n s i d e r e d  t h e  t e m p o r a l  s p r e a d i n g  o f  m o d a l  p u l s e s  i n  

e n v i r o n m e n t s  c o n s i s t i n g  o f  a  r a n g e - i n d e p e n d e n t  

b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  o n  w h i c h  a  r a n g e —  

a n d  d e p t h - d e p e n d e n t  p e r t u r b a t i o n ,  d u e ,  f o r  e x a m p l e ,  

t o  i n t e r n a l  w a v e s ,  i s  s u p e r i m p o s e d .  I t  w a s  s h o w n  t h a t  

t h e r e  a r e  t h r e e  c o n t r i b u t i o n s  t o  m o d a l  p u l s e  t i m e  

s p r e a d s ,  a n d  t h a t  t h e s e  c o m b i n e  a p p r o x i m a t e l y  i n  

I 2  2  2
q u a d r a t u r e ,  A tm = tbw +  A td + A t , . H e r e  A t m  i s  t h e

t o t a l  t e m p o r a l  s p r e a d  o f  t h e  m o d a l  p u l s e ,  A tbw i s  t h e  

r e c i p r o c a l  b a n d w i d t h  o f  t h e  m o d a l  p u l s e ,  A td  i s  t h e  d i s 

p e r s i v e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  p u l s e  s p r e a d ,  a n d  A ts i s  t h e  

s c a t t e r i n g  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  p u l s e  s p r e a d .  A t  r  =  0  

b o t h  Atd  a n d  Ats v a n i s h ,  s o  A t m ( r  =  0 )  =  Atbw; A tbw 

s h o u l d  t h u s  b e  t h o u g h t  a s  t h e  m i n i m a l ,  b a n d w i d t h -  

d e p e n d e n t ,  w i d t h  o f  t h e  m o d a l  p u l s e .  A tbw i s  t h e  d u r a 

t i o n  o f  a  s i n g l e  b i t  o f  t h e  t r a n s m i t t e d  c o m m u n i c a t i o n s  

s i g n a l ;  t h a t  t e r m  w i l l  n o t  b e  f u r t h e r  d i s c u s s e d .  I n  R e f .  

[ 6 ]  i t  i s  s h o w n  t h a t  A tbw =  1 / A f ,

A td = 2  n  Ir ,  ( 5 )

d  f o R  ( I )

a n d

A  t, = 4  n 3 / ! f  B 1 ' 2  M  r J / ! . ( 6 )

s  V  3 7  R (I )

H e r e  I  i s  t h e  c l a s s i c a l  a c t i o n  ( s e e ,  e . g . ,  [ 8 ] ) ,  a n d  R ( I )  i s  

t h e  r a n g e  d o u b l e  l o o p  d i s t a n c e  o f  a  r a y  o r  m o d e  w h o s e  

a c t i o n  i s  I .  A  q u a n t i z a t i o n  c o n d i t i o n  r e l a t e s  t h e  a c t i o n  

t o  t h e  a c o u s t i c  f r e q u e n c y  a n d  m o d e  n u m b e r .  A s y m p 

t o t i c a l l y ,  f o r  m o d e s  w i t h  t w o  i n t e r n a l  t u r n i n g  p o i n t s ,  

a p p r o p r i a t e  f o r  d e s c r i b i n g  u s u a l  d e e p  o c e a n  c o n d i 

t i o n s ,  t h e  q u a n t i z a t i o n  c o n d i t i o n  i s  ю !  =  m  +  1 / 2 ,  m  =  

0 ,  1 ,  2 , . . . .  T h e  q u a n t i z a t i o n  c o n d i t i o n  a l l o w s  d e p e n 

d e n c e  o n  I  t o  b e  t r a d e d  f o r  d e p e n d e n c e  o n  f r e q u e n c y  

a n d  m o d e  n u m b e r  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s .  V a r i a t i o n s  

i n  R ( I )  i n  t y p i c a l  d e e p  o c e a n  e n v i r o n m e n t s  a r e  q u i t e  

s m a l l .  W i t h  t h i s  i n  m i n d ,  c o n s i s t e n t  w i t h  E q .  ( 5 ) ,  w e  

d e f i n e  a  w e a k l y  d i s p e r s i v e  g r o u p  o f  m o d e s  a s  o n e  f o r  

w h i c h  p I  ~  0 .

A  d i r e c t  a r g u m e n t  l e a d i n g  t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  

d i s p e r s i v e  s p r e a d i n g  i s  c o n t r o l l e d  b y  p I  f o l l o w s  f r o m  

c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  d e c o m p r e s s i o n  c o e f f i c i e n t ,  у  =  

d1k / d ^ 2 ( p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  a r e  e v a l u a t e d  h e r e  a t  f i x e d  

m o d e  n u m b e r ) .  T h e  p h a s e  s l o w n e s s  Sp  =  k / ю  i s  q u a n 

t i z e d ,  Sp  =  Sp m , v i a  t h e  q u a n t i z a t i o n  c o n d i t i o n  w i t h

I(S pm ) =  ( 2 n ) - 1  j ( u 2 ( z )  -  Spm)1 / 2 d z . N o t e  t h a t  S ,  =

д k /d ю  a n d  p  =  —3Sg/d S p  g i v e s  у  =  —в /(д ю /д S pm ). 
F i n a l l y ,  д ю /dSpm  =  ^ / 3 I ) ( d I / d S pm ) =  ( ^ / 1 ) ( - R ( I ) /

( 2 я ) ) ,  s o  у  =  —  p I / f R ( I ) ) .  T h e  s a m e  c o m b i n a t i o n  o f  

t e r m s  a p p e a r s  i n  E q .  ( 5 ) .

C o n s i d e r  n o w  t h e  s c a t t e r i n g - i n d u c e d  m o d a l  

p u l s e  s p r e a d i n g  t e r m ,  A t , ,  d e s c r i b e d  b y  E q .  ( 6 ) .  T h e  

q u a n t i t y  B  i n  t h a t  e x p r e s s i o n  i s  t h e  a c t i o n  d i f f u s i v i t y ;  

o w i n g  t o  s c a t t e r i n g  b y  s m a l l - s c a l e  o c e a n  s t r u c t u r e ,  

m e a n - s q u a r e  s p r e a d s  i n  a c t i o n  g r o w  l i k e  Br.  T h e  a r g u 

m e n t s  l e a d i n g  t o  E q .  ( 6 )  r e q u i r e  m o d i f i c a t i o n  f o r  n e a r 

a x i a l  ( s m a l l  I  o r  l o w  m )  m o d e s  i n  d e e p  o c e a n  e n v i r o n 

m e n t s ;  t h o s e  m o d e s  a r e  s c a t t e r e d  l e s s  s t r o n g l y  t h a n  i s  

s u g g e s t e d  b y  E q .  ( 6 ) .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  e x t e n d e d  t h e 

o r y  [ 7 — 1 0 ]  d o e s  n o t  l e a d  t o  a  s i m p l e  a n a l y t i c a l  e x p r e s 

s i o n  f o r  A t , .  T h e  d e p e n d e n c e  o n  | p ( I ) |  i n  E q .  ( 6 )  c a r r i e s  

o v e r  t o  t h e  e x t e n d e d  t h e o r y ,  h o w e v e r .  W i t h  t h e s e  c o m 

m e n t s  i n  m i n d ,  i t  i s  s e e n  t h a t  t h e  s c a t t e r i n g - i n d u c e d  

t i m e  s p r e a d  f o r  a  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e ,  f o r  

w h i c h  p I  ~  0 ,  i s  e x p e c t e d  t o  b e  s m a l l .

I n  p r a c t i c e  t h e r e  a r e  t w o  c l a s s e s  o f  m o d e s  t h a t  s a t 

i s f y  o u r  d e f i n i t i o n  o f  a  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e .  

F i r s t  i s  t h e  m  =  0  ( n e a r - a x i a l )  m o d a l  p u l s e .  T h a t  m o d a l  

p u l s e  h a s  v e r y  s m a l l  I  ( e q u a l  t o  ( 2 ю ) - 1  a t  e a c h  f r e 

q u e n c y ) .  A d d i t i o n a l l y ,  i n  a n y  s m o o t h  s i n g l e - m i n i 

m u m  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  p  — * -  0  a s  I  — ►  0 ,  s o  t h e  

s m a l l n e s s  o f  I  f o r  t h e s e  m o d e s  i m p l i e s  s m a l l n e s s  o f  p .  

B e c a u s e  p I  i s  s m a l l  f o r  t h i s  m o d a l  p u l s e  A td i s  s m a l l  b y  

E q .  ( 5 ) .  T h e  m  =  0  m o d a l  p u l s e  e x h i b i t s  s m a l l  s c a t t e r 

i n g - i n d u c e d  t i m e  s p r e a d s  f o r  s e v e r a l  r e a s o n s :  1 — t h e  

s m a l l n e s s  o f  p  ( r e c a l l  E q .  ( 6 ) ) ;  2 — t h e  n e a r - a x i a l  c o r 

r e c t i o n  t o  E q .  ( 6 )  t h a t  w e  m e n t i o n e d ;  a n d  3 — b e c a u s e  

n e a r - a x i a l  s o u n d  s p e e d  f l u c t u a t i o n s  a r e  g e n e r a l l y  

m u c h  w e a k e r  t h a n  u p p e r  o c e a n  s o u n d  s p e e d  f l u c t u a 

t i o n s .  ( D e p e n d e n c e  o n  s c a t t e r i n g  s t r e n g t h  i n  E q .  ( 6 )  

e n t e r s  t h r o u g h  t h e  a c t i o n  d i f f u s i v i t y  B ) .  T h e  s e c o n d  

c l a s s  o f  m o d e s  t h a t  s a t i s f y  o u r  w e a k l y  d i s p e r s i v e  d e f i n i 

t i o n  a r e  m o d e s  w i t h  n o n z e r o  m  f o r  w h i c h  p ( m ; f 0 )  ~  0 .  

E q u a t i o n s  ( 5 )  a n d  ( 6 )  r e v e a l  t h a t  s u c h  m o d e s  e x h i b i t  

b o t h  s m a l l  d i s p e r s i v e  s p r e a d i n g  a n d  s m a l l  s c a t t e r i n g -  

i n d u c e d  s p r e a d i n g .  N o t e  t h a t  b e c a u s e  p ( m ; f 0 )  i s  a  d i s 

c r e t e l y  s a m p l e d  f u n c t i o n ,  i t  i s  g e n e r a l l y  n o t  p o s s i b l e  t o  

s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  p ( m ; f 0 )  =  0 .  T y p i c a l l y ,  f o r  t h e  m  
t h a t  i s  c h o s e n ,  t h e r e  a r e  s o m e  f r e q u e n c i e s  i n  t h e  

e x c i t e d  b a n d  f o r  w h i c h  p  <  0 ,  o n e  f r e q u e n c y — u s u a l l y  

n o t  t h e  c a r r i e r — f o r  w h i c h  p  =  0 ,  a n d  s o m e  f r e q u e n 

c i e s  f o r  w h i c h  p  >  0 .  I t  i s  n o t  p o s s i b l e  i n  g e n e r a l  t o  s a t 

i s f y  t h e  c o n d i t i o n  p  =  0  o v e r  t h e  e n t i r e  e x c i t e d  f r e 

q u e n c y  b a n d ;  t h e  b e s t  t h a t  o n e  c a n  d o  i s  t o  i n c l u d e  a  

z e r o - c r o s s i n g  i n  t h e  e x c i t e d  f r e q u e n c y  b a n d  a n d  

r e q u i r e  s m a l l  | p |  o v e r  t h e  e n t i r e  b a n d .  T h i s  r e q u i r e m e n t  

b e c o m e s  i n c r e a s i n g l y  d i f f i c u l t  t o  s a t i s f y  a s  t h e  b a n d 

w i d t h  i n c r e a s e s .  W i t h  t h e s e  c o m m e n t s  i n  m i n d ,  i t  

s h o u l d  b e  c l e a r  t h a t  t h e  p  =  0  s i m u l a t i o n  s h o w n  i n  

F i g .  1  i s  h i g h l y  i d e a l i z e d .

A c o u s t i c  s i m u l a t i o n s  b a s e d  o n  t h e  R A M  p r o p a g a 

t i o n  m o d e l  [ 1 1 ]  w e r e  p e r f o r m e d  t o  t e s t  t h e  i d e a s  t h a t  

w e  h a v e  d e s c r i b e d ;  t h e  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  2 .  

T h e  e n v i r o n m e n t  u s e d  i n  t h e  s i m u l a t i o n s  c o n s i s t e d  o f  

a  r a n g e - i n d e p e n d e n t  d e e p  o c e a n  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e
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Fig. 2. a—Background sound speed profile used in wavefield simulation. b— Corresponding P vs m curve at/  = 75 Hz. Mode 
numbers 0, 15 and 25 are marked with an asterisk. c— Simulated wavefieldp(z,t) at a range of 500 km for a source at 800 m depth 
with /  = 75 Hz and a computational bandwidth of 37.5 Hz. d— Corresponding mode-processed wavefield pm(t). Wavefield inten
sity, with a 35 dB dynamic range, is plotted in both (c) and (d). The range evolution of the m = 0, 15 and 25 modal pulses are 
shown in (e), (f) and (g), respectively. The envelope of each pressure time history is shown with a heavy gray curve.

t y p i c a l  o f  e a r l y  F a l l  c o n d i t i o n s  i n  t h e  e a s t e r n  N o r t h  

P a c i f i c  O c e a n  ( F i g .  2 a ) ,  o n  w h i c h  a n  i n t e r n a l - w a v e -  

i n d u c e d  s o u n d  s p e e d  p e r t u r b a t i o n  [ 12 ]  w a s  s u p e r i m 

p o s e d .  T h e  n e a r - a x i a l  s o u r c e  t r a n s m i t t e d  a  p u l s e  c o n 

s i s t i n g  o f  f o u r  c y c l e s  o f  a  7 5  H z  c a r r i e r  ( t h e  e f f e c t i v e  

b a n d w i d t h  w a s  a p p r o x i m a t e l y  h a l f  o f  t h e  3 7 . 5  H z  

c o m p u t a t i o n a l  b a n d w i d t h ) .  T h e  r e s u l t i n g  w a v e f i e l d  

p ( z ,  t )  ( F i g .  2 c )  a n d  c o r r e s p o n d i n g  m o d e - p r o c e s s e d  

w a v e f i e l d  p m(t)  ( F i g .  2 d )  a r e  s h o w n  a t  a  r a n g e  o f  

5 0 0  k m .  N o t e  t h a t  t h e  m u l t i p a t h  t i m e  s p r e a d  i s  a b o u t  

2  s e c  a n d  t h a t  t h e  t i m e  s p r e a d  o f  m o s t  m o d a l  p u l s e s  i s  

s e v e r a l  t e n t h s  o f  a  s e c ,  w h i l e  t h e  d u r a t i o n  o f  t h e  t r a n s 

m i t t e d  p u l s e  ( o n e  b i t )  i s  a b o u t  5 0  m s .  A l s o  s h o w n  i n  

t h e  f i g u r e  a r e  p ( m ;  7 5  H z )  ( F i g .  2 b )  a n d  t h e  r a n g e  e v o 

l u t i o n  o f  t h e  m o d a l  p u l s e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  m  =  0 
( F i g .  2 e ) ,  m  =  1 5  ( F i g .  2 f )  a n d  m  =  2 5  ( F i g .  2 g ) .  p ( m ;  

7 5  H z )  h a s  z e r o s  n e a r  m  =  2 5  a n d  m  =  3 2 .  T h e  m  =  0  

a n d  m  =  2 5  m o d a l  p u l s e s  c o r r e s p o n d ,  a c c o r d i n g  t o  o u r  

d e f i n i t i o n ,  t o  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s .  T h e  m  =  

1 5  m o d a l  p u l s e  i s  n o t  a  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e ,  

a c c o r d i n g  t o  o u r  d e f i n i t i o n ;  t h a t  m o d a l  p u l s e  i s  

i n c l u d e d  i n  t h e  f i g u r e  t o  i l l u s t r a t e  t h e  d i f f e r e n c e  

b e t w e e n  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s  a n d  m o r e  t y p 

i c a l  m o d a l  p u l s e s .  I n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  m  =  0  a n d  

m  =  2 5  m o d a l  p u l s e s  s h o w n  i n  F i g .  2 ,  p h a s e s  w e r e  

a d j u s t e d  u s i n g  t h e  p h a s e  f a c t o r  е ' ф ( г )  t h a t  w a s  d i s c u s s e d  

i n  t h e  c o n t e x t  o f  E q .  ( 4 ) .  T h i s  p h a s e  c o r r e c t i o n  w i l l  b e  

d i s c u s s e d  i n  m o r e  d e t a i l  b e l o w .

F i g u r e  2  s h o w s  t h a t  a t  5 0 0  k m  r a n g e  b o t h  t h e  m  =  0  

a n d  m  =  2 5  m o d a l  p u l s e s  h a v e  e x p e r i e n c e d  v e r y  l i t t l e  

d i s p e r s i o n - i n d u c e d  d i s t o r t i o n ,  w h i l e  t h e  m  =  1 5  m o d a l  

p u l s e  h a s  e x p e r i e n c e d  v e r y  s i g n i f i c a n t  d i s p e r s i o n -  

i n d u c e d  d i s t o r t i o n .  I t  f o l l o w s  t h a t  i f  a  s e q u e n c e  o f  b i t s ,  

e a c h  c o n s i s t i n g  o f  a  f e w  c y c l e s  o f  a  7 5  H z  c a r r i e r  w i t h  

s o m e  a p p r o p r i a t e  p h a s e - m o d u l a t i o n ,  i s  t r a n s m i t t e d ,  

t h a t  s a m e  s e q u e n c e  o f  b i t s  c a n  b e  r e c o v e r e d  a t  r  =  

5 0 0  k m  b y  c o n s t r u c t i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m  =  0  a n d  

m  =  2 5  m o d a l  p u l s e s .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  m  =  0  a n d  

m  =  2 5  m o d a l  p u l s e s  p r o v i d e  a  b a s i s  f o r  t r a n s m i t t i n g  a  

c o m m u n i c a t i o n s  s i g n a l  a t  r  =  5 0 0  k m  i n  t h i s  e n v i r o n 

m e n t  w i t h o u t  p e r f o r m i n g  a n y  c h a n n e l  e q u a l i z a t i o n .  

T h e  s a m e  c a n n o t  b e  s a i d  o f  a l m o s t  a l l  o t h e r  m o d a l  

p u l s e s ,  h o w e v e r ,  i n c l u d i n g  t h e  m  =  1 5  m o d a l  p u l s e .  W e  

h a v e  n o t  c o n s i d e r e d  r a n g e s  l o n g e r  t h a n  5 0 0  k m  i n  o u r  

s i m u l a t i o n s .  B e y o n d  t h a t  r a n g e  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a  

r a n g e - i n d e p e n d e n t  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  

w i l l ,  i n  m o s t  o c e a n  e n v i r o n m e n t s ,  b e  q u e s t i o n a b l e .  

A l s o ,  k e e p  i n  m i n d  t h a t  o u r  s i m u l a t i o n s  d o n ’ t  a c c o u n t  

f o r  a m b i e n t  n o i s e ,  m e a s u r e m e n t  e r r o r s ,  s o u r c e  a n d / o r  

h y d r o p h o n e  p o s i t i o n i n g  e r r o r s ,  s o u r c e  m o t i o n ,  e t c .

T w o  s u b t l e  i s s u e s  r e l a t i n g  t o  t h e  s i m u l a t i o n s  s h o w n  

i n  F i g s .  2 e - 2 g  d e s e r v e  f u r t h e r  d i s c u s s i o n .  F i r s t ,  n o t e  

t h a t  t h e  m  =  0 ,  1 5  a n d  2 5  m o d a l  p u l s e s  a t  v e r y  s h o r t  

r a n g e  a r e  n o t  i d e n t i c a l  t o  e a c h  o t h e r  a n d  a l l  d i f f e r  

s l i g h t l y  f r o m  t h e  s o u r c e  t i m e  h i s t o r y .  T h e  r e a s o n  f o r  

t h i s  i s  t h a t ,  a c r o s s  t h e  e x c i t e d  f r e q u e n c y  b a n d ,  t h e  

e x c i t a t i o n  o f  m o d e s  w i t h  t h o s e  m o d e  n u m b e r s  i s  n o t
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u n i f o r m .  I n  p r a c t i c e ,  t o  i n s u r e  t h a t  t h e  m - t h  m o d a l  

p u l s e  a t  v e r y  s h o r t  r a n g e  i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  

s o u r c e  t i m e  h i s t o r y ,  t h e  s o u r c e  d e p t h  m u s t  a p p r o x i 

m a t e l y  c o i n c i d e  w i t h  a n  a n t i n o d e  o f  a  m o d a l  e i g e n 

f u n c t i o n  y m ( z ;  f 0). S e c o n d ,  o u r  s i m u l a t i o n s  r e v e a l e d  

t h a t ,  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  a n  i n t e r n a l - w a v e - i n d u c e d  

s o u n d  s p e e d  p e r t u r b a t i o n ,  e s t i m a t e s  o f  a n d  S o  

b a s e d  o n  t h e  b a c k g r o u n d  s o u n d  s p e e d  p r o f i l e  w e r e  n o t  

a c c u r a t e  e n o u g h  f o r  t h e  p h a s e  c o r r e c t i o n  f a c t o r  eщ{г) t o  

f r e e z e  t h e  p h a s e  o f  t h e  c a r r i e r  f r e q u e n c y  u n d e r  t h e  

s o u r c e  e n v e l o p e  f o r  m  =  0  a n d  m  =  2 5 .  T o  s o l v e  t h i s  

p r o b l e m  S g 0  —  Sp0 w a s  c h o s e n  t o  b e  t h e  s m a l l e s t  n u m 

b e r  t h a t  s h i f t s  t h e  p h a s e  o f  t h e  c a r r i e r  i n  t h e  m o d a l  

p u l s e  a t  r  =  5 0 0  k m  i n  s u c h  a  w a y  a s  t o  c o i n c i d e  w i t h  

t h e  p h a s e  o f  t h e  c a r r i e r  o f  t h e  s o u r c e  f u n c t i o n ;  t h e  

s a m e  ( l i n e a r l y  i n c r e a s i n g  w i t h  r a n g e )  p h a s e  c o r r e c t i o n  

w a s  t h e n  a p p l i e d  a t  a l l  r a n g e s  s h o w n  i n  F i g s .  2 e  a n d  2 g .  

E x p e r i m e n t a l l y ,  t h i s  p r o c e d u r e  c o u l d  b e  d u p l i c a t e d  b y  

t r a n s m i t t i n g  o n e  o r  m o r e  p h a s e  c a l i b r a t i o n  b i t s  i n  

a d d i t i o n  t o  t h e  c o m m u n i c a t i o n s  s i g n a l .  N o t e  a l s o  t h a t  

t h i s  p h a s e  c o r r e c t i o n  p r o c e d u r e  i s  c o n v e n i e n t  b u t  n o t  

e s s e n t i a l ;  i f  t h i s  c o r r e c t i o n  i s  n o t  a p p l i e d  p h a s e  differ
ences  b e t w e e n  0 - b i t s  a n d  1 - b i t s  w i l l  b e  m a i n t a i n e d ,  

t h e r e b y  a l l o w i n g  t h e  c o m m u n i c a t i o n s  s i g n a l  t o  b e  

r e c o v e r e d .  N o  p h a s e  c o r r e c t i o n  w a s  a p p l i e d  t o  t h e  m  =  

1 5  m o d a l  p u l s e  s h o w n  i n  F i g .  2 f  b e c a u s e  t h e  i d e a  o f  

f r e e z i n g  t h e  p h a s e  u n d e r  t h e  e n v e l o p e  i s  m e a n i n g f u l  

o n l y  i f  t h e  e n v e l o p e  h a s  a  f i x e d  f o r m ,  i . e . ,  o n l y  f o r  

w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s .

R e c a l l  t h a t  w e  d e f i n e d  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d e s  a s  

t h o s e  f o r  w h i c h  I p ( T )  ~  0 .  T h e  d e f i n i t i o n  I p ( T )  ~  0  w a s  

u s e d  r a t h e r  t h a n  p ( T )  ~  0  s o  a s  t o  i n c l u d e  t h e  m  =  0  

m o d e .  I f  w e  n e g l e c t  t h e  m  =  0  m o d e  a n d  i n v o k e  t h e  

s l i g h t l y  m o r e  r e s t r i c t i v e  d e f i n i t i o n  t h a t  a  m o d e  i s  

w e a k l y  d i s p e r s i v e  i f  p ( T )  =  0 ,  t h e n  o n e  s e e s  t h a t  w e a k l y  

d i s p e r s i v e  m o d e s  a r e  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  w e a k l y  d i v e r 

g e n t  r a y s  [ 1 3 — 1 9 ] .  T h i s  c o n n e c t i o n  f o l l o w s  f r o m  t h e  

a s y m p t o t i c  e q u i v a l e n c e  [ 2 0 ]  o f  t h e  r a y - b a s e d  s t a b i l i t y  

p a r a m e t e r  a ( I )  a n d  t h e  m o d e - b a s e d  w a v e g u i d e  i n v a r i 

a n t  p ( T ) ,  a n d  t h e  o b s e r v a t i o n  t h a t  w e a k l y  d i v e r g e n t  

r a y s  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  a ( I )  =  0 .  ( N o t e  t h a t  t h e  

a c t i o n  I  c a n  b e  u s e d  t o  l a b e l  b o t h  r a y s  a n d  m o d e s ) .  

a ( I )  i s  d e f i n e d  a s  ( I /Q .)d Q /d I  w h e r e  Q (I)  =  2 n / R ( I ) i s  

t h e  s p a t i a l  ' f r e q u e n c y '  o f  a  r a y .  W e a k l y  d i v e r g e n t  

r a y s  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  d R /d S p =  0 ,  o r ,  e q u i v a l e n t l y ,  

a  =  0 .  ( I t  i s  h e l p f u l  h e r e  t o  n o t e  t h a t  t h e  p h a s e  s l o w 

n e s s  Sp i s  a l s o  t h e  h o r i z o n t a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  r a y  

s l o w n e s s  v e c t o r ,  w h i c h  i s  c o n s t a n t  f o l l o w i n g  a  r a y  i n  a  

s t r a t i f i e d  e n v i r o n m e n t ,  a n d  t h a t  —2 n d I/d S p =  R . )  

A  w e a k l y  d i v e r g e n t  b e a m  i s  a  c o n t i n u u m  o f  r a y s  s u r 

r o u n d i n g  a  r a y  w i t h  a  =  0 ,  w h i l e  a  w e a k l y  d i s p e r s i v e  

m o d a l  p u l s e  i s  a  c o n t i n u u m  o f  m o d e s  s u r r o u n d i n g  a  

m o d e  w i t h  p  =  0 .  T h u s ,  a p a r t  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  r a y 

m o d e  e q u i v a l e n c e  d i c t a t e s  t h a t  a  m o d e  i s  f o r m e d  b y  

i n t e r f e r i n g  u p —  a n d  d o w n - g o i n g  r a y s  w h o s e  t u r n i n g  

d e p t h s  c o i n c i d e  w i t h  t h e  m o d a l  t u r n i n g  d e p t h s ,  w e a k l y  

d i v e r g e n t  b e a m s  a n d  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s

a r e  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  d i s t r i b u t i o n s  o f  e n e r g y .  B o t h  

w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s  a n d  w e a k l y  d i v e r g e n t  

b e a m s  a r e  k n o w n  t o  h a v e  m a n y  i n t e r e s t i n g  p r o p e r t i e s ;  

i n  a d d i t i o n  t o  t h e  r e f e r e n c e s  l i s t e d  a b o v e ,  s e e  [ 2 1 ]  a n d  

r e f e r e n c e s  t h e r e i n .

I n  t h i s  l e t t e r  w e  h a v e  p o i n t e d  o u t  t h a t  w e a k l y  d i s 

p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s ,  c o n s i s t i n g  o f  d i s t r i b u t i o n s  o f  

a c o u s t i c  e n e r g y  w i t h  f i x e d  m o d e  n u m b e r  a n d  v a r i a b l e  

f r e q u e n c y ,  f o r  w h i c h  I ( m ;  f ) p ( m ;  f )  ~  0  o v e r  t h e  e n t i r e  

f r e q u e n c y  b a n d ,  a r e  w e l l  s u i t e d  f o r  u n d e r w a t e r  c o m 

m u n i c a t i o n s  a p p l i c a t i o n s .  S u c h  w e a k l y  d i s p e r s i v e  

m o d a l  p u l s e s  a r e  a d v a n t a g e o u s  b e c a u s e  t h e y  a r e  a s s o 

c i a t e d  w i t h  b o t h  s m a l l  d i s p e r s i o n - i n d u c e d  d i s t o r t i o n  

a n d  s m a l l  s c a t t e r i n g - i n d u c e d  d i s t o r t i o n .  B y  e x p l o i t i n g  

w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s ,  c o m m u n i c a t i o n  s i g 

n a l s  c a n  b e  t r a n s m i t t e d  f r o m  a  p o i n t  s o u r c e  t o  a  d i s t a n t  

l o c a t i o n  w i t h o u t  p e r f o r m i n g  c h a n n e l  e q u a l i z a t i o n .  A  

v e r t i c a l  l i n e  r e c e i v i n g  a r r a y  i s  r e q u i r e d  b e c a u s e  m o d e  

f i l t e r i n g  m u s t  b e  p e r f o r m e d  t o  e x t r a c t  t h e  t r a n s i e n t  s i g 

n a l  c a r r i e d  b y  c e r t a i n  f i x e d  m o d e  n u m b e r s .  I n  p r a c 

t i c e ,  t h e  n e e d  t o  m e a s u r e  t h e  w a v e f i e l d  o n  a  v e r t i c a l  

l i n e  a r r a y  s h o u l d  b e  l a r g e l y  o f f s e t  b y  a  s i g n i f i c a n t  p r o 

c e s s i n g  g a i n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  r e q u i r e d  m o d e - p r o 

c e s s i n g .  A l t h o u g h  t h e  p r o c e d u r e  t h a t  w e  h a v e  

d e s c r i b e d  a v o i d s  c h a n n e l  e q u a l i z a t i o n ,  i t  s h o u l d  b e  

k e p t  i n  m i n d  t h a t  t o  p e r f o r m  t h e  p r o c e s s i n g  t h a t  w e  

h a v e  d e s c r i b e d ,  t h e  e n v i r o n m e n t  m u s t  b e  k n o w n  w e l l  

e n o u g h  t o  c o m p u t e  p ( m ;  f 0) a n d  t o  c o n s t r u c t  y m ( z ;  f ) ,  
a c r o s s  t h e  r e l e v a n t  f r e q u e n c y  b a n d ,  f o r  o n e  o r  m o r e  

w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d e s .  T h e  c l o s e  c o n n e c t i o n  

b e t w e e n  w e a k l y  d i s p e r s i v e  m o d a l  p u l s e s  a n d  w e a k l y  

d i v e r g e n t  b e a m s  h a s  b e e n  p o i n t e d  o u t .

F i n a l l y ,  w e  n o t e  t h a t  t h e  p r o c e d u r e  t h a t  w e  h a v e  

d e s c r i b e d  h a s  b e e n  i m p l e m e n t e d  u s i n g  d a t a  c o l l e c t e d  

( f o r  a  d i f f e r e n t  p u r p o s e )  i n  a  d e e p  o c e a n  e n v i r o n m e n t  

w i t h  f 0 =  7 5  H z  a n d  n c =  2 .  T h e  f i r s t  t e n  m o d e s  w e r e  

u s e d  i n  t h a t  a n a l y s i s  b e c a u s e  t h e  r e c e i v i n g  a r r a y  

d e p l o y e d  i n  t h a t  e x p e r i m e n t  l i m i t e d  a n a l y s i s  t o  l o w  

m o d e  n u m b e r s .  U s i n g  t h o s e  d a t a ,  t h e  p r o c e d u r e  t h a t  

w e  h a v e  d e s c r i b e d  w o r k s  v e r y  r e l i a b l y  a t  5 0  a n d  

2 5 0  k m ,  a n d  s o m e w h a t  r e l i a b l y  a t  5 0 0  k m .  E x p e r i 

m e n t a l  r e s u l t s  w i l l  b e  d e s c r i b e d  e l s e w h e r e .
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