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ВВЕДЕНИЕ
Проблема “самодействия” в классической 

электродинамике, т.е. взаимодействия источника 
с нолем, создаваемым им самим, все еще содер­
жит неразрешенные парадоксы. При движении 
источник, во-первых, “ набирает” релятивист­
скую массу. Во-вторых, он излучает энергию и, 
следователыю, испытывает радиационное тормо­
жение. Эти два эффекта известны больше ста лет, а 
точный учет их бывает сопряжен с теоретическими 
трудностями, обсуждавшимися подробно в 11, 21 и 
других классических трудах по электродинамике. 
Известна монография А.А. Власова |3 |, посвящен­
ная вопросам радиационной отдачи.

Эффективная электромагнитная масса, вве­
денная Дж.Дж. Томсоном в 1881 году [4|, возник­
ла как аналог присоединенной массы в гидроди­
намике (введенной в 1843 г. Дж.Г. Стоксом |5 |). 
Позднее, в рамках релятивистской парадигмы, 
понятие электромагнитной массы претерпело 
эволюцию, но аналогия не утратила актуально­
сти. Задача о движении тела в сжимаемой жидко­
сти развивает эту аналогию, как по линии присо­
единенной массы, которая приобретает "реляти­
вистскую" зависимость от соотношения скорости 
тела и скорости звука, так и по линии торможе­
ния излучением.

ВРЕМЯ ЗАПАЗДЫВАНИЯ 
В ТРЕХМ ЕРНОЙ ЗАДАЧЕ

Всюду ниже речь идет о безвихревых, потенци­
альных течениях в жидкости. В отличие от элек­
тродинамики, где отсутствует монопольное излу­
чение, "источник” или "сток” жидкости в гидро­

динамике может быть переменным. Простейший 
пример такого “ переменного заряда” — колеблю­
щийся пу зырек воздуха в жидкости. В задаче о по­
ле переменного источника мощностью q(t) воз­
никает время запаздывания т =  / — r/с , где г — рас­
стояние до источника |8 |. Такое же сферически 
симметричное запаздывание возникает при рас­
смотрении излучения в дальнем поле от системы 
зарядов, которая может менять свой дипольный 
момент (см., например, |9 |).

В задаче о поле движущегося источника запаз­
дывание уже не будет сферически симметрич­
ным. Если точечный источник движется с посто­
янной скоростью u =  const, то волновое уравне­
ние имеет вид:

- I ^  + Дф = <7(/)8(г — и/). (1)
с2 дГ

Здесьф — скалярный потенциал поля скоростей в 
сжимаемой жидкости, с — скорость звука в среде, 
q(t) — мощностьточечного источника, г -  радиус- 
вектор, характеризующий положение источника. 
Его можно решить с использованием функции 
Грина для оператора Даламбера. Направим о сьх  
парадлельно движению источника. Решение (по­
тенциал) представляется следующей формулой:

Ф = « Ш , (2)
Г

где время запаздывания т =  / ----у-^—- (х  — fи dt) —
с~ -  и ^

— р —-г, а величина г определяется как г  =  
с ' -  iT
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= ( х -  I'udt)2 + - , ( /  + z ')■ Здесь у2 =  -ф— - -  ко- 
у J у ' с ' -  и'

эффициент “релятивистского” сжатия, х, у , z  — де­
картовы координаты. Для случая u = const такую же 
формулу (с постоянным q ) можно найти в 110|.

Если скорость источника изменяется, время 
запаздывания зависит от всей истории движения. 
Эту функциональную зависимость можно пере­
дать как функцию скорости и ее производных в 
текущий момент времени г, при условии и <  с, а 
также (при любом натуральном п) w S  м0 <g с , где

■Я
>г" + 1 =  — - R , а Нц <  с -  некая величина, имею- 

dt"
т а я  размерность скорости и задающая характер­
ный малый параметр для скорости источника и ее 
производных. Время запаздывания вплоть до тре­
тьего порядка малости для прямолинейного дви­
жения записывается как:

*  =  < 3 >с -  и с - и  2 с

где к =  х  — jud t-  В общем случае ускорение не

обязательно направлено по оси х, так что в (3) 
вместо последнего члена, содержащего производ­

ную скорости, следует писать — г} г . Поле л и ­
ге

поля “дифференпирует” поле точечного заряда в 
направлении своего момента и, в случае перемен­
ного по величине диполя, движущегося парал­
лельно своему моменту, имеет вид:

ф = щ & ,
V дх г

(4)

где Q — величина дипольного момента.

(см. выше), “звуковые” и "инертные” члены хо­
роню разделены, и их можно изучать по отдель­
ности. Для того, чтобы составляющие энер- 
гии/потенциала, ответственные за присоединен­
ную массу и за звук, хорошо разделялись, время 
пробега звуком характерной длины задачи (см. 
171; здесь — радиуса шара) должно быть малым по 
сравнению со временем изменения скорости.

Сила, с которой шар действует на жидкость, 
совершает работу, которая идет, во-первых, на из­
менение кинетической и потенциальной энергии 
“близлежащей” жидкости, тем самым создавая 
добавку к коэффициенту инерции, г.е. присоеди­
ненную массу. Во-вторых, она идет на излучение 
звука. Для вычисления “релятивистского” эф ­
фекта зависимости присоединенной гидродина­
мической массы от соотношения м/с пользовать­
ся линейным волновым уравнением нс вполне 
корректно. Запишем уравнения Эйлера и непре­
рывности:

д \  . , г,, Ур — + (vV)v -  —

!  р <5)
+ div(pv) = 0. 

dt

Здесь, как обычно, v задает поле скоростей в сре­
де, р — давление, р — плотность среды. Для случая 
безвихревого движения v =  Уф нелинейный член

в уравнении Эйлера (vV)v = Ф - .  Полагая Ур =

= c2Vp, после стандартных преобразований полу­
чаем уравнение

- р ( у +1 /Уф)2 + (у1^ 12’УФ))+Аф = °- (6)
НЕЛИ НЕЙ НО Е ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ
Равномерное прямолинейное движение шара 

в несжимаемой жидкости и обтекание шара жид­
костью создают в среде поле скоростей, которое 
вне области, занимаемой шаром, совпадает с по­
лем движущегося дипольного источника с ди­
польным моментом, пропорциональным и/?3, где 
м — скорость шара, R — его радиус (см. например 
|9, 111). Линейная зависимость поля скоростей в 
жидкости от скорости движения шара дает хоро­
шо известное значение для присоединенной мас-

плотность жидкости. В сжима­

емой жидкости это соотношение корректируется, 
возникает зависимость потенциала от реляти­
вистского отношения м/с. Если движение остает­
ся прямолинейным, но скорость его меняется, 
появляется излучение звука и добавки к присо­
единенной массе. При наличии малого парамет­
ра, ограничивающего и производные скорости

Нетрудно проверить, что при м =  const вблизи 
границы шара все члены в скобках в левой части 
(6) одного порядка, так что им отвечают сравни­
мые поправки к присоединенной массе, возника­
ющие из-за сжимаемости.

Что касается задачи об излучении звука, то она 
остается линейной: (а) в дальнем поле нелиней­
ные поправки быстро убывают с расстоянием, и 
на бесконечность и шучения не уносят; (б) расче­
ты показывают, что нелинейные поправки ничего 
не прибавляют к той составляющей силы давле­
ния жидкости на границу шара, которая отвечает 
за радиационное торможение. Разумеется, о "ли ­
нейности" задачи, как и о применимости метода 
последовательных приближений, следует говорить в

диапазоне параметров -  <  to - ,  г де го2 = м/м —
R R

частота излучения, как видно из (5). Точкой обо­
значено дифференцирование по времени.
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ДВИЖ УЩ ИЙСЯ ШАР КАК СИСТЕМ А 
ДИ П О Л ЕЙ , ИСКАЖЕННАЯ 

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

уносимую мощность и устремляя радиус сферы к 
бесконечности, видим, что для расчета актуален 
член разложения потенциала

Как упоминалось выше, в однородной среде 
тело неизменного объема, движущееся с пере­
менной скоростью, излучает, как диполь с пере­
менным моментом. Действуя в рамках метода по­
следовательных приближений, будем исходить из 
того, что в ряду разложения потенциала по мало­
му параметру нулевой член должен иметь диполь­
ную структуру.

Выбирая

где А(/) = и(/) по определению (удобно разделять 
“скорость в роли системы точечных зарядов” и 
“скорость движения системы зарядов” ), R — ра­
диус шара, мы получаем при с —► оо поле, созда­
ваемое движущимся шаром в несжимаемой жид­
кости, а при u =  const — поле движущегося точеч­
ного диполя, которое в сжимаемой среде 
отличается от поля, создаваемого шаром, из-за 
нелоренцевости граничных условий.

Если шар движется с переменной скоростью, 
то в разложении ф(| из (7) по малому параметру 
возникнет ненулевой член первого порядка. Д и­
польная добавка, корректирующая граничные 
условия (непрогекание жидкости через границу

шара, то есть, ЕФ = и c o s0 ) в первом порядке,
дг г=к

дается выражением

Во взором порядке также нужно корректиро­
вать граничные условия дипольного типа, т.е. 
пропорциональныхcosO, гдеО — “зенитный угол” 
между направлением дипольного момента и ра­
диус-вектором точки границы. Но, кроме этого, 
во втором порядке уже будет проявляться разли­
чие между т и м з точках границы шара и “сжа­
тость" /• по сравнению с г, и то, что й 0 — ведь 
“сжатый запаздывающий диполь" (7), (8) являет­
ся решением линейного волнового уравнения 
только при u =  const — и собственно нелиней­
ность. Однако, исходя из того, что задача об излу­
чении звука (и торможении и злучением) остается 
дипольной и линейной, имеет смысл выписать 
отдельно “дипольную” часть потенциала во вто­
ром порядке

ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА
Рассчитаем излучение звука движущимся ша­

ром. Окружая шар большой сферой, рассчитывая

Ы (т)/г8сч«0 
с 2 'г

(это компонента дипольного потенциала (7), ко­
торая попадает в первый порядок малости), так 
как именно с ним связан первый не уходящий в 
нольнабесконечности член разложения. Величи­
на, которая рассчитывается, есть интеграл по по­

верхности шара от линейного давления

умноженного на скорость через границу Пер-
дг

вый неисчезаюший член возникает из

г (  I |A (t) l/? 'co s0fax ') \ |A(T)|/? 'eos0f'ЭтЛ
с 2R , W c  2R, \ d t ' )

x 27t / ^ s in 0</0 ,

т.е. мощность излучаемого звука

/  =  _ i 5 Po( A ( T ) ) V ,  (10)
с

что представляет собой мощность дипольного из­
лучения.

ТО РМ ОЖ ЕН ИЕ ИЗЛУЧЕНИЕМ

Тело, которое движется в сжимаемой среде с 
постоянной скоростью, не излучает звука. 
Действуя по методу, описанному в |9 | (гл. VIII, за­
дача 6 к §74), нетрудно убедиться в том, что если в 
некоторый момент скорость получила прираще­
ние, излученный звук от стартового значения и„ 
не зависит. Радиационное торможение, как и ин­
тенсивность звука, зависит от всей истории дви­
жения: строго говоря, это не функция момента 
времени /, а функционал в пространстве u(t). Но 
при обсуждаемых условиях — при достаточной 
гладкости и(1) и наличии малого параметра — 
функционал можно превратить в степенной ряд, 
вычисляемый в текущий момент времени I. Стар­
шие производные скорости в нем будут отраже­
нием эффектов запаздывания.

Рассчитаем давление на шар, положив и = 0 
(это локальное равенство), чтобы отвлечься от за­
громождающих вычисления поправок на “ реля­
тивистский” рост присоединенной массы. По за­

кону Бернулли давление р =  -рЕФ  -  р ^ Ф ^  .
at 2

Подсчет суммарного давления на шар, за которое 
ответственна система дипольных потенциалов 
(см. выше), нетрудно осуществить с учетом осе­
вой симметрии каждого дипольного слагаемого. 
Так, работая с системой диполей, в нулевом по-
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2л „ з . „рядке получаем силу давления — — р (|к и — не­

сжимаемая" присоединенная масса, умноженная 
на ускорение, как и должно быть.

13 первом порядке при и =  0 сила давления об­
ращается в ноль.

Во втором порядке вычисления дают для силы 

Это выражение не относится к радиацион-
3 с.-
ному торможению. Если умножить данную со­
ставляющую на и и проинтегрировать по ch за все 
время движения, то увидим, что этот член отвеча­
ет за изменение во времени составляющих энер­
гии системы, чья плотность в пространстве про­
порциональна (Л (т))2 и Л(т)/1(т), возникающих 
во втором порядке. Эти члены не диссипативны и 
могут естественно возникать в гамильтоновых си­
стемах. Если система имеет внутренние колеба­
тельные степени свободы, энергия может времен­
но “запасаться" в них при движении.

13 третий порядок из составляющих потенциа­
ла скорости с дипольной структурой (9) попадает 
“ моном”

Фз radiation
/4 (t ) /?Scos0

Ac'r
( И )

Дифференцируя его по времени при условии и = 0 
и интегрируя по поверхности шара, получим со­
ставляющую силы

Р I Л —  »)(>
Fr«.rf = — ;гРои Я • ( 12)

Мы отождествили на границе та р а  А(т) и и(/). 
Умножая эту компоненту на и и интегрируя за все 
время движения, видим, что полученное выраже­
ние совпадает с излученной мощностью (10). 
Проверка показывает, что других членов подоб­
ной структуры, которые могли бы отвечать за тор­
можение излучением, в выражении для силы не 
возникает. Радиационное торможение оказывает­
ся пропорциональным четвертой производной от 
скорости тар а .

ПРИСОЕДИНЕННАЯ МАССА
Присоединенная масса Madded описывает доба­

вочную инерцию, приобретаемую телом при дви­
жении в среде. Напишем закон сохранения 
энергии:

+  l ^ r + 1 р е ) =  ( F - и ) + ( F ~ * < ' 3 >

где первый член в скобках есть кинетическая 
энергия движущегося тела, второй член — кине­
тическая энергия, которую приобретает среда, 
третий — внутренняя энергия среды. Интегриро­
вание производится по объему большого шара с 
радиусом, который можно устремить к бесконеч­

ности. Если нет проблем со сходимостью, можно 
интегрировать сразу по всему бесконечному объ­
ему. Тогда второй член в правой части уравнения 
выпадает из ответа — настоящей диссипации нет 
и энергия сохраняется. Поток энергии на беско­
нечность имеется (и отвечает как раз слагаемому 
(F ra</, и)), а перехода ее в тепло — нет. Справа F  — 
внешняя сила, действующая на тело, F w  — тормо­
жение и злучением звука. Очевидно, что если сумму 
двух интегралов в скобках удастся привести к виду 
Maddeil и1/ 2 , то коэффициент перед и2/ 2 и будет при­
соединенной массой такой, что Мс)Г = т + МшкЫ — 
эффективная масса и з т о р о ю  закона Ньютона -  в 
том случае, если M„dded не зависит от скорости и.

Если же (в сжимаемой среде) присоединенная 
масса “релятивистским образом" растете увели­
чением скорости, то это ска зывается на коэффи­
циентах. Действительно, пусть коэффициент при 
и2/ 2  лредста1злен рядом по малому параметру:

Madded = М<1 + М2“- 2 + ... .
с

Продифференцируем в (13) выражение в скобках 
по времени и получим второй закон Ньютона, 
умноженный скалярно на и. Коэффициент при 
(й. и) тогда окажется равным

М 0 + 2 М 2^  + . . .  . (14)
с'

Считая u = const, вычислим присоединенную 
массу безграничной сжимаемой среды. От систе­
мы диполей, описанной в соответствующем ра з­
деле, при постоянной скорости останется только 
диполь из нулевого порядка, причем из всех его 
с оста вляющих выживаетлишь:

Ф(ю =-ГГ- 05)
2 г

Действуя методом последовательных приближе­
ний, получаем на следующем шаге:

= T ( ^  + f / v +»)‘ + l v
(Уф.юГ , Уф„о (16)

(Нечетные члены ряда по u j c  при и = const, оче­
видно, исчезают из разложения). Подставляя вы­
ражение для ф(Н| из ( 15) в правую часть и разрешая 
полученное уравнение Пуассона, найдем

ф, =  ! ( З иЛ* с о Л  1 M/j< .cos0_J5  иЛ* с о Л _  
/ 4  4 у  352

17 O‘>cos0----- и R ------
1056 у ) + Х’-

где 0 — угол радиус-вектора точки среды с осью

движения, cos0 =  -  (напомним, вовгором порял- 
г

ке ли л отождествлены), х 2 — некая функция с ну­
левым лапласианом.
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Добавка X: находится из граничных условий
дф
дг

= и cos0, (17)
г -  К

поскольку Д^ 2  =  0, она строится из полиномов 
Лежандра. Окончательный вид потенциала во 
втором приближении при u =  const:

и (  I COS в  , 81 „5COS0ф, =  — ------uR — —  +  — i/R — — -
- 30 у- NO у

27 cos 0 3 pi. cos 0 _ 1 p6co s0
" "  ',4 4 "  7? 4 '  -s22

0 8 )

15 „■> cos 0
- 3 5 2 " Я ^

r

17
1056

uR 'cos0 3 

r*
Вычисляя энергию согласно (13) — и принимая 
здесь, что (вплоть до четвертого порядка малости)
вместо внутренней энергии |ре можно подста­

вить квадратичную потенциальную энергию зву-
2-2

ковой волны из линейной теории звука |^-£- dV
■* 2ро

(см. 19 1, § 65) — получаем в нулевом порядке из­
вестное выражение для присоединенной массы 
из задачи о движении тара в несжимаемой жид­
кости:

Мо = у Р о * \

т.е. массу той же жидкости, налитой до половины 
в полый шар того же объема. Здесь р(, — равновес­
ная плотность среды, р — возмущенная добавка к 
ней. Во втором порядке получаем

М2 = Ц £ п р .  0R\  (19)

Если теперь вернуться к задаче с и u *  const, то 
придется учесть члены разложения потенциала, 
возникающие из-за непостоянства скорости. Рас­
четы получаются громоздкими, и мы ограничим­
ся случаем прямолинейного ускоренного движе­
ния. В первом порядке это уже известные нам со­
ставляющие дипольных потенциалов; во втором 
порядке к (18) добавится

I ( Ы (т)м/с cos 0 
02 “  Л Л------- Г-----------С2Ч  г

1 A{x)uR + 
12 г

M ( t )/?4cos0 M ( t )/?5cosO 
2 г 4 У

( 20)

1 /l(T )f/fl-(3cos2Q -  1) M ( t ) / I (t )/<i’cos203
36 у  4 у  У

Здесь третье и четвертое слагаемое в скобках про­
исходят из “системы грех диполей” , которой мы 
аппроксимировали движение шара выше.

Для проверки корректности выбранной моде­
ли определим давление жидкости настенки шара 
до второго порядка малости, отбрасывая члены с 
высшими производными. Получим:

п 2л „я. w~46 „я •
Ffluid pressure ~  у Р о °  и ^ |^Лр„/С«. (21)

В первом порядке давления нс возникает; в нуле­
вом и во втором (с точностью до отброшенных 
членов, содержащих высшие производные скоро­
сти) закон изменения импульса с введенной вы­
ше присоединенной массой в точности соответ­
ствует (14).

ЭВОЛЮ ЦИЯ ВОЗМ УЩ ЕНИЙ, ВЫЗВАННЫХ 
ОКОЛОЗВУКОВЫМ ДВИЖ ЕНИЕМ  ШАРА

При движении шара с околозвуковой скоро­
стью нелинейные эффекты приобретают прин­
ципиальное значение. Используя развиваемую в 
акустике ХЗ (Хохлова—Заболотской) идеологию 
(см. 114— 161, |18 |), можно получить уравнение, 
описывающее эволюцию потенциальных возму­
щений, возникающих при небольших колебаниях 
скорости шара. Выражения для времени запазды­
вания и потенциала источника (со “сжатым ради­
усом” г ) ,  приведенные выше, показывают, что 
при и —-  с излучение звука распространяется в 
основном “ направо”, в узком конусе, так что от­
носительно времени запаздывания (далеко спра­

ва от шара) можно принять т = t ------—  (х — |м dt).
с -  и J

г- с — иЕсли далее положить р =  -----  и считать его еди-
с

ным малым параметром задачи (так, что амплиту­
ды потенциальных возмущений р, р, v x  примерно 
в р  раз отличаются от стационарных значений 
соответствующих величин), то, приняв Т  =  рт,
Y = 7 р у , Z =  =  Vpz, Х  = х — Jmdt, получим (как

нетрудно проверить, исследовав уравнения гид­
родинамики в новых переменных)

д  д  д  д  „---- ~ —  ~ —  -  — . Возмущенные амплитуды по-
сд Т  дХ  o Y  d Z
перечных компонент скорости, какстановится вид­
но из этого рассмотрения, имеют “дополнительную 
малость”: vv, v. ~ р ,/2с, v x  -  рс\ Метод медленно 
меняющейся амплитуды, применяемый в акусти­
ке для ограниченных пучков (см. 1151—1181) в 
предположении о сравнительно медленной зави­
симости характеризующих возмущение величин 
от поперечных координату', z , для излучения ша­
ра заведомо годен и не требует дополнительных 
оговорок. Почему эго гак, видно из выражения 
для сжатого радиуса г. Поперечные координаты 
входят в него с релятивистским множителем, ко-
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Р и с . I .  Б а р ж а  с  о б т е к а е м ы м и  к р а я м и  п е р е к р ы в а е т  к а н а л :  п р о д о л ь н ы й  с р е з .

торый и является единым малым параметром за­
дачи. Это значит, что подобные пучки можно по­
лучать, разгоняя шар (или любое твердое тело) до 
околозвуковых скоростей в сжимаемой среде.

Применяя стандартные процедуры, очерчен­
ные в 114— 181, приходим к уравнению типа ХЗ 
(Хохлова—Заболотской, см. 1161, 118|):

& % - с̂ а£  -  ™

Нелинейность при выводе (22) считается слабой, 
так что зависимость возмущенного давления от 
возмущенной же плотности взята в виде р =  с2р +

+ сl l z l
2ро

Р2-

Нужно подчеркнуть, что реальная задача об 
околозвуковом движении шара очень сложна, и 
не может быть ни безвихревой, ни адиабатиче­
ской: будут возникать ударные волны, среда будет 
греться.

ТО РМ ОЖ ЕН ИЕ ИЗЛУЧЕНИЕМ  
В ОДНОМ ЕРНОЙ ЗАДАЧЕ.

ПРИМ ЕР РАСЧЕТА
Поскольку (см. 181) характер излучения звука 

фундаментально зависит от размерности, имеет 
смысл для сравнения рассмотреть теперь одно­
мерную задачу о релятивистском росте присоеди­
ненной массы и о торможении излучением (ср. 
одномерную задачу об излучении ионного звука 
ленгмюровским солИ тоном при его движении че­
рез неоднородность плазмы 112|). В качестве сре­
ды, в которой будет распространяться одномер­
ный “звук”, отрываясь от локализованного воз­
мущения, создаваемого движущимся объектом, 
выберем канал постоянной глубины //. Как из­
вестно [9|, волны на мелкой воде имеют линей­
ный закон дисперсии с постоянной скоростью
распространения с =  JgTl. т.е. длинноволновые 
возмущения с длиной волны Я. §> / /  можно рас­
сматривать как одномерный звук. Считая харак­
терную частоту возмущений го2 -  м/м, получаем

условие применимости акустической трактов­

ки событий на канале <  £ .  Вторым существен­

ным неравенством здесь будет малость времени 
пробега звуком размера “частицы” b по сравнению

с характерными временами задачи §> -  |7 |. Ча- 
с

стицеи, движущейся в среде, считаем протяжен­
ную баржу. Условимся, что наша частица лежит на 
воде поперек канала, перекрывая его в ширину 
целиком.

На рис. I: /У — глубина канала, и — скорость 
баржи, м/ — координата центра масс баржи (в об­
щем случае переменной скорости вместо м/следу­
ет поставить |м dl), размер баржи вдоль направле­

ния движения обозначен Ь, гак что координаты 
левого и правого края баржи м/ — Ь/ 2 и м/ + Ь/ 2 со­
ответственно. Там же А0 — глубина погружения 
свободно плавающей баржи, //* — расстояние от 
дна плывущей баржи до дна канала, vul — скорость 
жидкости под баржей, отличная от нуля; нако­
нец, S — площадь поперечного сечения в канале, 
a  — поперечный размер канала, равный ширине 
баржи.

Показан зазор, обозначенный пунктирной ли­
нией: й0 +  Н* < И — баржа, которая движется с не­
нулевой скоростью м, сидит в воде глубже, чем 
свободно плавающая. Действительно, положив 
-w  = vul — и скорость жидкости под баржей в си­
стеме отсчета, движущейся вместе с баржей, за­
пишем в этой системе отсчета при и =  const стаци­
онарное уравнение Бернулли для линий тока, 
проходящих у дна канала:

Pui + Р у  -  РgH  = Р, + Р у  -  pgH.

Здесь ри1 — давление у дна канала под центром 
баржи, которое складывается из атмосферного 
давления р0, давления силы тяжести баржи, рав­
ного pg/j„, и давления толщи воды над дном в этом 
месте, равного pgH*. Справа в том же уравнении
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давление /;,, измеренное у дна канала далеко от 
баржи, складывающееся из атмосферного давле­
ния р0 и давления толщи воды, равного рg/l.

Закон сохранения вещества (в системе отсче­
та, связанной с движущейся баржей):

- и Н  = ( v u,-u )H * .
Отсюда получается кубическое уравнение для v  
(или для Я*). Удобно записать его для перемен­
ной w = и — V.

»v' -  w(ti~ + 2 g (H -  Л,,)) + 2ugll = 0. (23)
Можно выписать точное решение кубического 
уравнения для скорости волы под баржей, но для 
наших целей достаточно приближенного, спра­
ведливого при и с:

V UI  =  U -  W
(  *0 
[ H - h 0

+ К
H - h

и_
ос2

U, (24)

где обозначено с =  ■JgTl.
Из выражения для скорости “ под баржей” 

можно заключить, что наша “ частица” при дви­
жении приобретает дополнительную инертность; 
второй член в скобках отвечает релятивистской 
поправке. В самом деле, кинетическая энергия 
движущейся воды под баржей есть (см. рис. 1)

Еи, = ( Pa b H * ) ^ ~ ( ^ \ \  + 2-± ) 9 Sbu- .  (25)

Потенциальная энергия, в отличие от случая с 
шаром, добавляется за счет работы ноля тяжести. 
Добавка к потенциальной энергии системы при 
переходе от свободного плавания к движению со 
скоростью и есть ДЕр = а х pg6(M )2/2  = рSgb х

hi fh 0 MV
х —  I — + —;J , т.е. демонстрирует релятивист-

ский рост” и она. Через ДИ здесь обозначена до­
полнительная осадка баржи, приобретаемая ею 
при движении.

Присоединенную массу можно рассчитать че­
рез энергию, а можно — через импульс. Сели бы 
мы попытались это сделать, исходя из поля ско­
ростей, найденного в одномерной модели (вода 
иод днищем баржи движется в отрицательном на­
правлении со скоростью (24) и покоится всюду 
справа и слева от баржи), получили бы парадок­
сальный результат: движение в среде не увеличи­
вает, а уменьшает коэффициент инерции баржи. 
Такой результат был бы ошибочен: для достиже­
ния стационарного состояния баржа должна из­
лучить со звуком положительный импульс, пре­
вышающий по модулю гот, что несет жидкость 
под днищем баржи, на величину, отвечающую 
присоединенной массе из формулы (25). Как это 
происходит, можно продемонстрировать на при­
мере вспомогательной модельной задачи; мы 
здесь опускаем это рассмотрение.

Возвращаясь к задаче о барже в исходной ее 
постановке (рис. 1), заметим, что, исходя из того 
же закона Бернулли, уравнение можно выписать 
не для скорости, а для относительной осадки бар-

к
II ( 1 - 5 ) v  ’ (26)

где М  =  -  — число Маха. Исследуя эго уравнение, 
с

можно убедиться в том, что при заданном М  < I для 
каждого /;„ < / /  существует максимальная относи­
тельная осадка 5 < I. Действительно, зависимость 
Л0от s передается кубической параболой, диффе­

ренцируя уравнение (26), получаем —  =  0 при
ds

(1 — s)3 =  М2. Поскольку правая часть положитель­
на, равенство достигается именно при s < I. Чем 
меньше скорость баржи, тем ближе к 1 максималь­
но возможная относительная осадка. Наличие тако­
го ограничения означает, что слишком глубоко си­
дящая баржа может сесть на мель при попытке 
слишком быстро ее потащить: производная давле­
ния под ней по глубине погружения меняет знак.

когда скорость потока под баржей ——  сравнивает-
I - s

ся с локальной скоростью звука. Действительно, 
c]ocal =gH* = c2( I —5), так что случайное небольшое 
смешение баржи вниз повлекло бы за собой умень­
шение давления под се днищем: подобная флуктуа­
ция по достижении этой скорости становится не­
устойчивой. Максимальная гкадка отвечает макси­
мальной скорости потока под баржей (в системе 
отсчета, в которой баржа покоится), и соотношения 
между плотностью потока и давлением здесь анало­
гичны гем, что возникают при истечении газа через 
сопло |9 | — наибольшая скорость, достижимая 
именно в самом узком месте сопла, равна местному 
значению скорости звука.

На [рафике зависимости (26) (см. рис. 2), как вид­
но, наблюдается звуковой барьер вдейсгвии. При из­

менении скорости зависимость s0 = — от глубины

просадки баржи s при данном значении числа Маха 
как бы движется относительно координатных осей. 
Жирным пунктиром показаны координатные оси 
для случая М < 1. Видно, что для данной скорост и и 
малой глубине погружения баржи при свободном 
плавании все в порядке, но при слишком большом 
значении s0 начинаются проблемы. При увеличении 
числа Маха максимально возможное значение$0 ста­
новится все меньше. Наконец, при М  =  1 осьабсцисс 
касается ррафика в начале координат: преодоление 
звукового барьера возможно только при условии .v0 = 
0 для “частиц” нулевой массы. За звуковым барьером
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(осьординат — точечный пунктир) “частица” не про- 
сажииается, а поднимается при движении, как если 
бы она имела "отрицательную массу”. Релятивист­
ские аналогии здесь очевидны.

Перейдем к вычислению торможения излучени­
ем при медленном (и <§ с) ускоренном движении 
баржи с малыми производными скорости, в прене­
брежении дисперсией. Если записать для оси ОХ:

Ф, = + 70 и
И -И  о / / - / г 0 с2

u ( x - u l )  X

( е Г * - «,, + * ' - 0 Г ,  bix - u l ---
v L 2. L 2 л

(27)

где ф, — потенциал одномерного поля скоростей в 
жидкости для стационарного случая и = const, ()|х| — 
функция Хевисайда (или она же, сглаженная сверт­
кой с какой-нибудь подходящей функцией для луч­
шей обтекаемости). Видно, что потенциал ф удовле­
творяет уравнению вида ( I) с локализованной в про­
странстве правой частью с точностью до второго 
порядка по малому параметру м/с.

Для решения нестационарной задачи, когда 
скорость м меняется и наша “частица” начинает 
излучать звук, рассмотрим сначала уравнение ви­
да ( I) с учетом одномерной специфики. Одномер­
ная задача о стационарном движении точечного 
источника поля с постоянным зарядом не имеет 
решения: возмущение накапливается, продолжая 
формироваться все время, пока активен источ­
ник. Иное дело диполь, для него и нужно форму­
лировать задачу. Итак, водномерном случае име­
ет смысл рассмотреть уравнение:

М - Л ) «
дГ дх~

ГбГ*-«/+*" - бГлг — u t — - ̂ L 2 . L  2 j

(28)

которое имеет решение
I X + <•(/-!)

ф(*. 0 = Ц  |  <7(0 X
-сед: -  г ( / -  т)

X ( б |^  -  in  + -  8 ^  -  мт -  d^dx.

При условии, что за время - пробегания звуком
с

расстояния между источником и стоком мощ­
ность их q(t) меняется незначительно, получаем:

если л; — м / с - - ,  то 
2 x

Ф(*. 0  = ^ - ? ( Т |) - ^ - ,2 с с + и

где т, = x  + c t . 
с + и

Р ис . 2 . П о г р у ж е н и е  б а р ж и  п р и  с в о б о д н о м  п л а в а н и и  в  
з а в и с и м о с т и  о т  з н а ч е н и я  е е  “ п р о с е д а н и я "  п р и  з а д а н ­
н о м  ч и с л е  М а х а .

b bесли — -  < х  — и! < -  , то 
2 2

Ф и  о  =
1

2 с

-<7(т2)

-</U)
x - u l -  Ь/ 2

с + и

х  — ui + Ь/2Л. 
с - и  '

если л — Ш >  - ,  то 
2

Ф и  0  = “ ? (т2)— •2с с - и

Заметим, что при q(i) =  const полученный по­
тенциал на больших расстояниях от диполя теря­
ет зависимость от пространственной координаты 
и становится немой добавкой к потенциалу лока­
лизован н ого воз м у ше н и я .

Возвращаясь к потенциалу (27). мы теперь мо­
жем it соответствии с вышеозначенным получить 
его нестационарную часть, которая возникает в 
первом порядке по м„/с, когда скорость и зависит 
от времени. (Здесь м„ вводится аналогично тому, 
как это делалось выше в случае трехмерной зада­
чи.) Будем впредь обозначать потенциал (27) че­
рез фд, имея в виду, что это стационарная часть об­
щего потенциала одномерного поля скоростей, и 
вычислим в первом порядке по u j c его нестацио­
нарную часть.

Нетрудно видеть, что в первом порядке за из-
<32ф,

лучение звука отвечает — тогда как временная
дх1

частьдаламбертиана вступает в игру в следующих 
порядках по малому параметру
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=  2сш (/)(э[л -- Ji/Л  + -
РАСЧЕТ РАДИАЦИОННЫХ 

ПОТЕРЬ В ОДНОМ ЕРНОЙ ЗАДАЧЕ 
ИЗ ЗАКОНОВ СОХРАНЕНИЯ

- ё|х- +аи(/)(х-|мЛ)х (29)

х (ё [*  -  | и л  + -  ejjc -  Jm<// - | ] ) ,

где (х = Ао
II

— отношение скорости под бренном к

скорости бревна, подученное при решении ста­
ционарной задачи. Сделав все нужные оговорки 
об иерархии масштабов, нетрудно убедиться, что 
в первом приближении мы снова приходим к по­
лю дипольного источника, стоящего в правой ча­
сти (28), причем q(t) = с2аи(1). Воспользовавшись 
решениями, полученными выше для волнового 
уравнения с дипольным источником (28), опреде­
лим в первом приближении интенсивность излу­
чения звука, поток энергии в единицу времени, 
уходящий на бесконечность:

/  =

\_

с
^ - ( й 2(т ,) + й2(т 2))Ь2. 
4

(30)

Уравнение движения можно вывести из зако­
нов сохранения, действуя по аналогии с |7 |. При 
выводе ограничимся случаем, когда баржу “ потя­
нули и отпустили'’ — внешняя сила уже обрати­
лась в ноль, но стационарный режим еше не уста­
новился. Запишем суммарную энергию системы:

и2 , рg b ( h * -h nY
+

p s f - +  ^ ( H  + Q dx .

(32)

Эффективная масса Мсд складывается, как обыч­
но, из собственной массы “частицы” и присоеди­
ненной массы — коэффициента дополнительной 
инерции, предоставляемой средой. Через/?* обо­
значена осадка баржи при данной скорости дви­
жения (Л* + //* =  //), через С, — смешение свобод­
ной поверхности воды в канале. Первые два сла­
гаемых представляют собой кинетическую и 
потенциальную энергию “частицы”, вторые два — 
энергию звука.

Обозначив через амплитуду звука, излучае­
мого в положительном направлении, через — в 
отрицательном, запишем, во-первых, закон со­
хранения вещества:

Исходя из рассчитанной первой поправки к 
потенциалу вблизи от баржи, можно получить 
первую поправку к силе давления жидкости на 
баржу. Для этого нужно линейное давление в точ­
ках х  — и! — Ь/2 и ;к — и! + Ь/ 2 умножить на нор­
мальную к движению площадь края a S  и сложить 
с соответствующими знаками. В результате полу­
чаем

Frad = - a S p ^  =

х  “( хг ) U « + Ы2  - : -------- Г 2 " ( Х ' Я = Ш - Ь / 2 )  =
(C + U)

р ЛсГ/Г 
2 с й(0-

(31)

Очевидно, что, будучи умножена на и и проинте­
грирована за все время изменения скорости бар­
жи, составляющая (31) полной силы давления 
даст в точности тот же результат, что интегриро­
вание интенсивности (30) за все время излучения. 
Другими словами, эта составляющая действи­
тельно отвечает торможению излучением. Урав­
нение движения здесь можно было бы написать в 
первом порядке по малому параметру, которое со­
держало бы торможение излучением, но еще не 
включало бы в себя релятивистской массы.

С,+(с-и) + (;_ (с  +  и) + /?*/> = 0 . (3 3 )
Во-вторых, закон сохранения импульса:

( Рpanicle + />/оя) + р^+с (с -м )  + р^_с(с + м) = 0.(34)
Здесь через Pinkie обозначен локализованный им­
пульс "частицы”, P,os, — импульс, линейный по ско­
рости, ушедший на бесконечность при разгоне бар­
жи до данного значения и. Суммарно + Ры
отвечает значению эффективной массы, вычис­
ляемой из кинетической энергии “частицы” . 
Введем обозначение Р =  Pparlkle + Plosl.

Из уравнений (33) и (34) получаем для ампли­
туды уходящею направо и налево звука выражение

;± = <35>2р с ( г т к )
где обозначено J = Р+  рИ*Ьс. Теперь можно запи­
сать закон сохранения энергии

ЁраШЫе + рgC,l(c -  и) + рgC?_(c + и) = 0 (36)
и, подставив в него значения уже известных нам ве­
личин, получить уравнение движения баржи в ка­
нале. Здесь, однако, нужна оговорка. Энергия звука 
взята из линейной теории: в ней она квадратична, а 
значит, закон сохранения энергии выше записан не 
более чем с точностью до и2/с2. Поэтому достаточно 
вычислить первый член разложения по двум малым 
параметрам системы, a  =  h j II  и Р =  и/с. А это зна­
чит, что дифференцирование величины J  по врсме-
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ми сводится к J  = рЬИ()й. Тогда получаем для радиа­
ционных потерь соотношение

/  = p / lb 'a 2 

совпадающее с (30).

. 2
U +

4 ( с - и )  4 (с + м

СТАЦИОНАРНАЯ КАРТИНА 
ОДНОМ ЕРНОГО ДВИЖ ЕНИЯ С УЧЕТОМ 

НЕЛИНЕЙНОСТИ И ДИ СП ЕРСИ И
Подучим сначала нестационарные уравнения 

(мри м = const) в более удобном виде, а затем пе­
рейдем к вопросу о стационарном режиме. Урав­
нение Бернулли на свободной поверхности дает в 
системе отсчета, связанной с баржей:

~ p u v x + ^р( v 2x + v y) + pgt; = - Д х ) ,  (37)

где крышечки над компонентами возмущенной 
скорости означают, что берутся их значения на 
поверхности, Д х)  есть распределение внешнего 
давления на поверхность. Например, для баржи, 
которую мы рассматриваем,Д х )  =  pghQ внутри от­
резка | — Ь/2, Ь/2 \ и обращается в ноль вне его. Вто­
рое уравнение — закон неразрывности, он же (при 
р =  const и в случае безвихревого движения) — 
уравнение Лапласа. Его можно записать как

Преобразуем эти уравнения, действуя по схеме, 
принятой в 1131 при выводе системы уравнений, 
из которой следует уравнение Кортевега-ле-Фри- 
за; при этом связь между средним значением го­
ризонтальной скорости в толще канала и на по­
верхности получается из линейной задачи. При­
дем к системе из двух уравнений:

й * - ий1 + ^ + % д ^ +ЕдС,= _ l § [ t
д I дх дх d td xd l  ' дх рдх  

дt дх дх'' 3

(39)

Исследуя возможные стационарные режимы при

заданной скорости баржи, положим — s 0 .  Вобо-
d t

значениях снова перейдем от С, к относительной

величине s =  и выполним интегрирования по 
Ни

х  с учетом того, что возмущение поверхности 
стремится к нулю на бесконечности. Тогда полу­
чим систему уравнений

V 2 /
- U V +  —  + С  S  =  —

. ,  H 2d 2v
( « -  v)s = V+ — — -.

-> дх
Исключая s, приходим к выражению

(40)

1 _
1

с р
(U- V) { - Jr  + u V - ^ )  = v + T ^ .Щ)д2 v

Положим w =  — . Тогда
дх

,  \ (  /  L , H 2d w( u - v ) [ - f p + u V- - )  = v + y - .

/

(41)

(42)

В стационарной точке v = (u  — v ) l - у -  + u v — у  J.
c‘p 4

Под днищем баржи, при/ =  рgh0, это даст значение 

_ J (c 2 -  и2 -g h „ y  -  4ii2gh„-{c2 -  и2 - g h a)v  =
2 и

при м с согласующееся с (24). Решения для ста­
ционарной скорости v  под днищем баржи суще­
ствуют, однако, лиш ь при с2 > (м + Jgh 0 )2.

Справа и слева от баржи, где/ =  0, —  =  0 вы-
дх

полняется при v =  0 (на бесконечности) и при v  =  

=  \ и  ±  J^i/~ + 2(с2 -  и2). При этом, каклегкоубе- 

диться прямым вычислением, s < 0. Наконец, в

данной постановке задачи при х  = функция/

разрывна, г.е. разрывно и решение, описывающее 
свободную поверхность. У носа и у кормы баржи 
возникает возвышение в силу уравнения Бернулли
(37), так как в этом месте скорость потока ( v — м) об-

2

решается в ноль, что дает s =  —. В результате вид
с '

свободной поверхности в стационаре оказывает­
ся таким, как показано на рис. 3.

О ДВИЖ ЕНИИ
С ОКОЛОЗВУКОВОЙ СКОРОСТЬЮ

В соответствии с подходом, развиваемым авто­
рами 114— 161, околозвуковые движения могуч 
оказаться проще для описания, чем общий слу­
чай, в силу наличия малого параметра. Теперь это

не - ,  а -— В самом деле, стационарное реше- 
с с

ние можно, как и раньше, получить из (23). Решая 
его (во втором приближении по малому парамет­

ру !с ~ «  |) ,  получаем:
с

v =  28m + £ ^ S
3 3

где 5м = и — с. Отсюда видно, что при (5м)2 §> #//„ 
возникает “релятивистский коэффициент” :
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Р и с .  3 .  Ф о р м а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и  в  с т а ц и о н а р е  
( ж и р н а я  л и н и я ) .

2  с - и
Вычисление присоединенной массы по методу, 
справедливому при малых скоростях, теперь, од­
нако, может оказаться некорректным. Восполь­
зовавш ись подходом |16 |, можно получить не­
стационарное уравнение, описывающее эволю ­
цию возмущений справа от баржи — скажем, 
возникших, когда баржа разгонялась до около­
звуковой скорости. Эго будет уравнение Корте- 
вега-де-Ф риза, у которого есть недокализован- 
ные решения — кноидальные волны, и локализо­
ванные — солитоны, убегающие от места рожде­
ния быстрее звука. Если учесть диссипацию, 
можно получить решение типа турбулентной бо­
ры — это тоже "убегающее" решение. "П рисоеди­
ненная масса” в виде сопровождающего горба бу­
дет демонстрировать "релятивистский” рост, но 
универсальность описания будет утрачена. Энер­
гия как сопровождающих, так и уходящих возму­
щений будет зависеть от истории движения. Воз­
можность “сбрасывать сопровождающий горб” 
снова может сделать звуковой барьер проходимым.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Задача о торможении излучением в разных 

размерностях, разных полях и средах, при разных 
видах локализованного возмущения имеет свою 
специфику. Общее во всех этих случаях: факт на­
личия торможения излучением; релятивистский 
рост массы при приближении скорости излучаю­
щего объекта к скорости распространения возму­
щений; хорошее разделение в конкретных ф ор­
мулах двух указанных явлений при условии, что 
время пробегания звуком характерного размера 
"частицы” много меньше характерного времени 
изменения скорости в задаче. Тогда, при том или 
ином выборе малого параметра, метод последова­
тельных приближений даст наглядные результа­
ты. Во всех случаях, когда взаимодействие объек­
та с полем, создаваемым им самим, удается ап­
проксимировать рядом функций, локальных во 
времени, релятивистские эффекты (рост массы) 
определяются в первую очередь величиной соб­
ственно скорости, а эффекты торможения излу­
чением — се производными.

В трехмерном случае сила радиационного тор­
можения пропорциональна четвертой производ­
ной скорости тела, в одномерном — второй произ­
водной. Релятивистский рост эффективной мас­

сы может, по-видимому, насыщаться благодаря 
нелинейности.

Автор благодарит К. В. Чукбара за руководство 
работой, О.В. Руденко за советы и дополнение к 
постановке задачи, а также А.М. и С.М . Вербиц­
ких, С.С. Маслова, Л.В. Паузнера и М. Фридмана 
за ценные обсуждения.

Автору хотелось бы выразить искреннюю при­
знательность научному редактору В.М. Кузькину за 
терпение, с которым он мастерски решал почти не­
возможную задачу о приведении данной рукописи к 
цивилизованному виду, а также С.С. и М.С. Вер­
бицких за советы технического характера.
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