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Анализируются теоретические методы, применяемые для исследования волн Лэмба в анизотроп­
ных пластинах. Основное внимание уделяется шестимерному формализму Коши. В замкнутом виде 
получено решение для определения дисперсионных кривых волн Лэмба в пластинах с произволь­
ной упругой анизотропией.
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ВВЕДЕНИЕ

Ниже дается краткое введение в теорию волн 
Лэмба, а также приводится обзор некоторых наи­
более важных работ по этой тематике.

Волны Лэмба в изотропной пластине

В первых работах 11 ,2| по волнам, распростра­
няющимся в бесконечной изотропной пластине 
со свободными границами, решение было полу­
чено в предположении, что длина волны суще­
ственно превышает толщину пластины. Полная 
теория распространения гармонических волн 
Лэмба, не связанная с длинноволновым прибли­
жением, получена в |3 |. В этой теории уравнение 
движения записывалось в виде

c^Vdivu -Cs-rotrotu = (1)
Р д Г

где и — поле перемещений, а сР и cs  — скорости со­
ответственно продольной и поперечной объем­
ных волн:

В выражениях (2) X и р  -  константы Ламе, р -  
плотность среды. Далее, для поля перемещений 
использовалось представление поля перемеще­
ний в терминах скалярного (Ф) и векторного (Ф) 
потенциалов

и = УФ + го|Ф (3)
Потенциалы предполагались гармоническими по 
времени

Ф (хд) = Ф'(х)<?Ав', 'V(x,t) =  'V^(x)ei,"'. (4)

Подстановка представления (4) в уравнение (1) 
приводила к двум независимым уравнениям 
Гельмгольца

( л 2\
д  +  “ -  ф - =  0 . д  + ^ V

1 с е ) .  CS у
Для учета пространственной периодичности и 

упрощения последующего анализа ниже вводится 
следующее расщепление пространственных пе­
ременных:

х = (х  • п)п + (х  • v)v  + (х  • w)w, (6)
где п -  единичный волновой вектор, v — единич­
ная нормаль к срединной поверхности пластины 
и w = п X V.

Замечание I. Для рассматриваемых волн Л эм ­
бом предполагалось, что поле перемещений не 
зависит от переменной х • w. Это предположение 
позволило ввести скалярные потенциалы Ф и У  
в (4) вместо векторных (в действительности, Лэмб 
рассматривал векторные потенциалы, состоящие 
из одной ненулевой компоненты (Ф w)w).

Следующее допущение относится к простран­
ственной периодичности потенциалов в направ­
лении распространения

Ф (х ) = ф(х")е*', Ф’(х) = v ( x > x’, (7)

где безразмерные координаты х' и х" определяют­
ся выражениями

х  = irx ■ n, х" = irx ■ V. (8)

В (8) /' = •>/—!, а г -  волновое число, связанное с 
длинной волны /соотнош ением

г  = 2к 
I '

(9)
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Подстановка представлений (7) в уравнение (5) 
дает систему несвязанных обыкновенных дифф е­
ренциальных уравнений

d ^  +
,« 2dx

с_
2

СР
Ф = 0, (Ю)Ф = о. ^  +

dx
где фазовая скорость с  связана с частотой и вол­
новым числом соотношением

2

С  = (II)

Следуя Лэмбу, общее решение уравнений (10) 
может быть представлено в виде

Ф(У) = С, sh(y,x") + С2сЬ(у,У ). 
V (х )  = С, sh (у 2х") + С4 ch(y2x"),

( 12)

где
42 2\

Уг = > - %  

с  р  /

. У i ~
CS)

(13)

Неизвестные коэффициенты в ( 12) определяются 
(с точностью до множителя) из граничных усло­
вий на свободных поверхностях пластины

t y =(A.tr(Vu)I + p(Vu + V u '))-v  = 0 , x v = ±Л,( 14)

где 2h — толщина пластины. Подстановка пред­
ставления (3) в граничные условия (14) дает гра­
ничные условия в терминах потенциалов ф" и ф":

(>.АФ,1 + 2ц (у УФ' + Ь
'  1 (15)

х I V ro tT ’ + ( V r o tT 'n l )  • v = 0. х • v = ±h.

Подстановка решений (12) в уравнение (15) при 
учете Замечания 1 дает дисперсионное уравне­
ние, найденное впервые в 11, 3|:

<1«(Т/*)_Г  4Т,Т: У ' = 0  
И1(у,гЛ) Ul + Y2)2J

(16)

Знак “ + ” в этом уравнении относится к симмет­
ричным, а ” к антисимметричным модам. Вви­
ду (I I) и (13), полученное дисперсионное уравне­
ние определяет фазовую скорость с как неявную 
функцию частоты. Уравнения для скоростей, от­
носящихся к длинноволновым и коротковолно­
вым пределам, были найдены в |3 |.

Переход к коротковолновому пределу /7» -»  со в 
( 16) дает

J J v h -
<1 + У2)2

(17)

Это уравнение совпадает с вековым уравнением 
для скорости рэлеевской волны, полученным в 
|4 |. Таким образом, первая предельная скорость 
совпадает со скоростью волны Рэлея

 ̂R' (18)

Анализ уравнения (16) при rh -> 0 (длинновол­
новый предел) приводит к уравнению |5 |

h  = l J m
У\ (I + Y2)2

(19)

откуда удается определить две предельные скорости

Сцт = 2f,vjl - Tv (20)

Tr.lim = Tv* (21)
Выражение (20) для предельной скорости впер­
вые получено в 11, 2|. Надо отметить, что это вы­
ражение отличается от предельной скорости для 
длинных акустических волн в стержнях.

Дисперсия антисимметричной фундаменталь­
ной моды, определяемой по уравнению (16), ис­
следована в |6 | с помощью метода возмущений. 
Исследования по волнам Лэмба в слое, контакти­
рующим с полупространством, рассматривались 
в 17— 10| в связи с геофизическими приложения­
ми. Анализ дисперсионных кривых при различ- 
ных значениях коэффициента Пуассона (вклю ­
чая отрицательные значения) осуществлялся в 
111 — 13|. В |14 | исследовались точки пересечения 
дисперсионных кривых.

Групповая скорость
Понятие групповой скорости введено Стоксом 

1151 для описания распространения волнового 
пакета гравитационных волн в гидродинамике. В 
116—18| понятие групповой скорости обобщено 
на поверхностные волны в теории упругости. 
Формально групповая скорость может быть опре­
делена следующим соотношением:

f «roup =  Л о  ( 2 2 )

dr
Численный анализ 119—25| дисперсии группо­

вой скорости (в основном, при условии Пуассона 
X = р) подтвердил гипотезу Рэлея 116, 171 о том, 
что возможны отрицательные значения группо­
вой скорости при малых значениях волнового 
числа. Численные эксперименты 1251 обнаружи­
ли существование более широкого диапазона от­
рицательных значений групповой скорости при 
значениях коэффициентах Пуассона, лежащих в 
интервале 0 .3 1 < v < 0 .4 5 . С физической точки 
зрения групповая скорость определяет скорость 
распространения пакета гармонических волн, 
различающихся частотами |25 |. Отдельные волны 
в пакете могут распространяться с различными 
фазовыми скоростями ввиду дисперсии, однако с 
точки зрения внешнего наблюдателя существует 
некоторая скорость, определяющая движение 
всего пакета. В связи с этим отрицательная груп­
повая скорость определяет собой движение паке­
та в сторону, противоположную движению от­
дельных волн.
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(а) 1261. В соответствии с уравнением (24) условие
cgro"p < 0 означает, что обе частные производные в 
(24) имеют одинаковые знаки; последнее эквива­
лентно одновременному возрастанию или убыва­
нию (относительно г  и <о) функций Fl (r,со).

Уравнение (24) позволяет выявить условия, 
при которых групповая скорость обращается в
нуль. Действительно, условие cf,oup = 0 означает,

что либо ------1----  ̂= 0 при конечном значении
дг

а ^ ( г ,  о>) _ а ^ (г ,0 ) )
-, или бесконечное значение----------- - при

5(0

конечном значении
DF* (г, со)

дш

дг
Типичные дисперсионные кривые фазовой и 

фупповой скоростей, определенные для титановой 
пластины толщиной 1.0 мм, показаны на рис. 1 |27|.

На этих графиках обозначения ак отвечают ан­
тисимметричным модам, a sk — симметричным. 
Как следует из приведенных графиков, отрица­
тельная групповая скорость соответствует только 
симметричной моде что согласуется с результа­
тами |25 |.

Р и с . 1. Типичные дисперсионные кривые волн Лэмба 
в 1.0 мм титановой пластине |27|: а) фазовая ско­
рость: б) групповая скорость.

Уравнение (16) позволяет получить другие ((юр- 
мулы для определения групповой скорости. Напри­
мер, подставляя фазовую скорость, определяемую 
по уравнению (11), в выражение (13), обозначая
правую часть уравнения (16) как FL(r,(о) и предпо­
лагая, что (о является функцией г, получаем при 
дифференцировании (16) следующее уравнение:

dF l (r,(o) | d F ^ r ^ dia Q (23)
дг 5(0 dr

откуда, с помощью (22), вековое уравнение для 
групповой скорости приобретает вид

c group _

5 /г1(г,м)

____ 5г___
d F 1 (г,ш) 

5(о

(24)

В (24) параметр г  рассматривается как функция (о. 
Еще одно выражение для групповой скорости, ко­
торое можно получить из (22), было найдено в |6 |:

. phasecgroUp = c ph*se_/ rfC-----  ̂ (25)
dl

где / — длина волны.
Теоретические исследования фазовой, группо­

вой и лучевой скоростей проводились также в

Ортогональность и полнота мод Лэмба
Вообще говоря, распространяющиеся моды 

волн Лэмба не ортогональны в смысле интегри­
рования по поперечному разрезу [28]:

А

JU(m)U')' й(я)(х')(/х' # 0 , т * п, (26)
-А

где и(т), и(я, — перемещения, отвечающие различ­
ным модам; х' — безразмерная координата, опре­
деленная по (8); 2И — толщина пластины. Однако 
в [29| была определена обобщенная ортогональ­
ность мод Лэмба, основанная на соотношении 
взаимности Бетти. Следуя 129, 30|, это соотноше­
ние может быть записано в виде

А

{(«(Л *); и,*,**’)) • нс*) х (27)
—И

X (u(fl)(x ');tv(n)(x'))' udx = 0, т *  п,
где Н(х') — некоторая 4 x 4  матрица; см. также 131. 
32| и |33 |, где предложен иной метод получения 
условий обобщенной ортогональности. Условия 
ортогональности в цилиндрических координатах 
получены в [34|.

Начиная с первых работ по волнам Лэмба в 
изотропных пластинах |1 - 4 | ,  стало очевидным, 
что распространяющиеся моды образуют непол­
ную систему функций, главным образом, из-за
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наличия частот отсечки; нотой связи см. |35—371. 
Проблема полноты обсуждалась также в |33|.

На рис. 2 приведен трехмерный график семей­
ства комплексных дисперсионных кривых, отве­
чающих симметричным модам, см. |5, 351-

График на рис. 2 показывает переход от дей­
ствительных к комплексным модам при частотах 
отсечки. Надо отметить, что полнота комплекс­
ных мод Лэмба, установленная в |33 |, является 
следствием теоремы о полноте системы собствен­
ных функций линейного эллиптического опера­
тора в гильбертовом пространстве 138, 39|. Вопро­
сы суперпозиции нераспросграняющихся (зату­
хающих в направлении распространения) мод с 
фундаментальной модой s0 исследовались в |40|.

Наконец, проблема устойчивости мод Лэмба 
изучалась в |411. Эта проблема связана с доказа­
тельством отсутствия нерас и ростран я ющи хся 
мод, отвечающих волновым числам с отрицатель­
ными мнимыми частями. Последнее обеспечива­
ет отсутствие мод Лэмба, экспоненциально рас­
тущих с возрастанием частоты.

Анизотропные пластины, трехмерный формализм
В первых работах но теоретическим исследо­

ваниям распространения волн Лэмба ванизотроп- 
ных пластинах применялся трехмерный форма­
лизм. Вначале этот формализм применялся для ана­
лиза волн Рэлея в грансверсально изотропном 
полупространстве [42]; в дальнейшем этот подход 
был распространен на другие виды упругой ани­
зотропии |43—47|. Далее, с небольшими видоиз­
менениями подход |42 | применялся к анализу 
волн Лэмба в анизотропных пластинах [48—581.

В этих работах, за исключением |48 |, где рас­
сматривался более сложный случай цилиндриче­
ской анизотропии, использовалось следующее 
представление для поля перемещений:

и(х,/)=  т .
, * I

(28)

где Ск — комплексные коэффициенты, определяе­
мые с точностью до множителя из граничных 
условий; и< — перемещения, соответствующие 
А-ой парциальной волне; т ( — векторная, в об­
щем случае комплексная амплитуда, определяе­
мая из уравнения Кристоффеля (это уравнение 
будет введено ниже); у к-  корень уравнения Кри­
стоффеля. Заметим, что в соответствии с (8), ко­
ордината х" — мнимая. Ш есть парциальных волн 
в (28) соответствуют шести (возможно, кратным) 
корням уравнения Кристоффеля.

Подстановка представления (28) в уравнение 
движения

А(дх,д,)и = div ,С • • V ,u -  pii = 0, (29)

lm(rh)
R e ( r h )

Р и с . 2 . Б е з р а з м е р н ы е  д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е ,  о т в е ­
ч а ю щ и е  с и м м е т р и ч н ы м  м о д а м :  п о  |3 5 | .

где С — четырехвалентный положительно опреде­
ленный тензор упругости, дает уравнение Кри­
стоффеля

[(y*v + п) С (n + y*v) - p c ’l]  • m* = 0, (30)
где I — единичная диагональная матрица. Уравне­
ние (30) может быть представлено в эквивалент­
ном виде

det[(y*v +n) C (n + Y *v)-pc:lJ = 0. (31)
Левая часть уравнения (31) представляет собой 
полином шестого порядка относительно пара­
метров Кристоффеля у к. Уравнения (30), (31) по­
казывают, что корни у к и соответствующие соб­
ственные векторы mt могут рассматриваться как 
функции скорости с.

Замечание 2. а) В случае рэлеевской волны па­
раметры ук в представлении (28) должны быть 
комплексными с Im(yA) < 0. Это условие обеспе­
чивает затухание рэлеевской волны в “ нижнем” 
полупространстве (v • х) < 0. Условие lm(yt ) < 0  
ограничивает интервал допустимых скоростей и 
количество парциальных волн в (28). В случае, 
когда Re(y*) = Олля всех парциальных волн, соот­
ветствующая волна Рэлея называется истинной 
волной, если же Re(yt ) ^ ( )  при некоторых к , то 
соответствующая волна называется обобщенной 
волной Рэлея |43|. Для волн Лэмба случаи 
Re(y*) = 0 и Re(y*) * 0 обычно не различаю!.

б) В рамках обсуждаемого формализма случай 
появления кратных корней у к и совпадающих 
корневых векторов рассмотрен в |59 | приме­
нительно к волнам Рэлея и в |60 | при анализе дис­
персионного уравнения для дозвуковых волн 
Лэмба.

в) В случае анизотропных пластин предельные 
скорости (20), (21) исследовались в |61 ,62 |.
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Для получения дисперсионного уравнения 
рассмотрим условия на свободных поверхностях 
пластины

‘. L „ , - ± v C - V, H , (32)

где 2И обозначает толщ ину пластинки. Подста­
новка представления (28) в граничны е условия

(32) дает следую щ ее дисперсионное уравне­
ние:

ъ

(y4v С v + v С n) mketJr,ih = 0. (33)
*=i

Уравнение (33) может быть представлено в иной 
форме, более удобной для численного анализа:

det
(у,v • С ■ v + v • С • и) • m ie t ‘r,,h 

4(y,v • С • v + v • С - п) ■ т ,? ’"7'*

(y6v • С - v + v • С • п) • т,,? "г’"и 

(y6v ■ С ■ v + v ■ С • п) • т 6е 'г'" \
(34)

Уравнение (34) определяет фазовую скорость как 
функцию волнового числа или, ввиду ( I I ) ,  как 
функцию круговой частоты.

Анизотропные пластины, 
шестимерный <Jk)pmojiu3m  Стро 

Первоначально этот формализм |63 | приме­
нялся для анализа рэлеевских волн, распростра­
няющихся в анизотропном полупространстве; 
см. также |64—70|. Случай “ неполупростого” вы­
рождения фундаментальной матрицы рассматри­
вался в |68) (этот случай связан с появлением 
кратных корней и совпадающих корневых векто­
ров в уравнении Кристоффеля). В 171 ,721 форма­
лизм Стро применялся для описания волн Лэмба 
в анизотропных пластинах.

Следуя |64 |, поле перемещений для волн Рэлея 
или Лэмба разыскивается в виде

и(х,0 =  Г(л-)е<™ ° ,  (35)
где неизвестная функция f  рассматривается как 
функция комплексной координаты У , опреде­
ленной формулой (8). Подстановка представле­
ния (35) в уравнение движения (29) дает

(а,э2- + (а2 + А'2)а,- + а3) • «У) = о, (36)
где
A |= v  C v, A2 = v C n ,  А3 = n-С • n -  pe l. (37) 
Матрица А, — невырожденная вследствие поло­
жительной определенности тензора упругости.

Замечание 3. Для изотропного материала мат­
рицы (37) представимы в виде

'X +  2ц 0 0^ ^0 X 0)
0 ц 0 игч

< ооа.

, 0 0 о  0)

Н -  рс2 0 0 1

0 X + 2р -  рс2 0

0 0 Р ~ р с 2,
Hrmxtol )С точностью до множителя е поверх-

постные усилия на любой плоскости, параллель­

ной срединной плоскости пластины, могут быть 
записаны в терминах матриц (37):

t ¥(jc") = (A,ar  + A2)f(x " ) . (39)
Основная идея формализма Стро состоит в за­

писи уравнений движения (29) в терминах пере­
мещений и поверхностных усилий: умножая обе
части уравнения (39) на матрицу А|Л получаем 
следующее выражение для производной 5,-Г(У):

д Л х !  = А ,1 • М У ) -  АГ’ • А, • Г(У). (40)
Объединение уравнений (36)—(40) дает искомое 

уравнение движения в терминах векторов f  и t ¥:

=  N (41)

где N

(42)

фундаментальная матрица:

N = f  А' '
U j - A r '  - А , - А ,  -А 2- А Л  

С помощью фундаментальной матрицы общее 
решение уравнения (41) может быть представле­
но в виде

^  J = ex p (y N )-C 6, (43)

где С6 — шестимерный, вообще говоря, ком­
плексный вектор неизвестных коэффициентов. 
Этот вектор с точностью до множителя определя­
ется из граничных условий. Подстановка реше­
ния (43) в граничные условия (32) дает

М = exp<+,>/,N> • с »>'
V ° ’ (44)

[ « ? )  = expH r/iN ) • С6.

Исключение вектора С,, из уравнения (44), и 
подстановка получающегося выражения в (44)2 
дает следующее дисперсионное уравнение:

det ((0.1)- exp(-2/r/jN)) • ̂  * j = 0. (45)

Несмотря на очевидную простоту вывода урав­
нения (45), в работах 17 1, 72| по получению дис­
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персионных соотношений для волн Лэмба при­
менялся более сложный подход.

В следующем разделе рассматривается еще 
один вариант комплексного шестимерного ф ор­
мализма для анализа дисперсии волн Лэмба в 
пластинах с произвольной упругой анизотропи­
ей. Поскольку этот подход связан с приведением 
системы уравнений второго порядка (36) к нор­
мальной форме Коши, соответствующий форма­
лизм будет называться формализмом Коши.

Ш ЕСТИ М ЕРНЫ Й ФОРМ АЛИЗМ  КОШ И

Основная концепция

В этом формализме, так же, как и в формализ­
ме Стро, применяется представление (35) для 
волны Лэмба. Ведением новой вектор-функции

у (Л  = д г-Г(х") (46)
уравнение движения (29) может быть приведено к 
нормальной форме Коши

(47)

где
О I

-А , А, -А , • (А) + А(2)
(48)

и матрицы А,, А,. А , определены но (37). По ана­
логии с формализмом Стро 6 х 6-матрица G будет 
именоваться фундаментальной матрицей.

Аналогично (43) общее решение уравнения 
(47) может быть представлено в эйлеровой форме

( ™ Ь х р < * ’ с ) с ‘ - ,4 9 >

где С(, — шестимерный, в общем случае комплекс­
ный вектор неизвестных коэффициентов, опре­
деляемый с точностью до множителя из гранич­
ных условий.

Поле поверхностных усилий определяется 
уравнением (39). Далее, объединяя уравнения 
(49) и (39), получаем поля перемещений и усилий 
на свободных поверхностях пластины в виде

f(±irli) \  

t v(±irh)J
Z • exp(±/VAG) • С,„ (50)

где

Надо отметить, что матрица Z — невырожденная, 
ввиду положительной определенности тензора 
упругости.

Уравнение (50) позволяет исключить 
вектор С(„ выражая перемещения и усилия на од­

ной из поверхностей пластины через соответству­
ющие векторы на другой:

f(- irh )  \  f  f(+/>//) \
t v(-irh)J [ t v(+ir/i)J'

(52)

где

T = Z exp(-2/VAG) Z~‘. (53)
Матрица T может быть названа передаточной 

матрицей, поскольку она “ передает” перемеще­
ния и усилия с одной поверхности на другую. На­
до отметить, что матрица Т не зависит от г ранич­
ных условий.

Дисперсионные соотношения 
и предельная скорость

Уравнение (52) служит основой для определе­
ния дисперсионных соотношений и получения 
выражения для предельной скорости с2.мш ИРИ 
г -* 0.

Пластина со свободными поверхностями. Если 
обе граничные поверхности свободны, то

М±/>А) = 0. (54)
Условие (54) означает, что 3 х 3-отображение

(0.1) т
R' О Я (55)

из трехмерного пространства нетривиальных пе­
ремещений и нулевых усилий на “ верхней" гра­
нице в трехмерное пространство усилий на “ ниж­
ней" границе -  вырождено. Последнее эквива­
лентно условию

d e t^ ( 0 . l ) - T - [ ^ j  = 0. (56)

Таким образом, уравнение (56) дает искомое дис­
персионное уравнение для пластины со свобод­
ными границами.

Переход к пределу при г —> 0 в  (55) не позволя­
ет получить содержательного уравнения, поскольку 
детерминант (56) тождественно равен нулю при 
г = 0 и любой фазовой скорости. Для получения со­
держательного уравнения необходимо продиффе­
ренцировать (55) по волновому числу (см. 174—76|). 
эго дает следующее уравнение для определения 
скорости сМ т:

det
(
(0. I) Z  G Z"1 (57)

Другие типы граничных условий, рассмотрен­
ные ниже, приводят к очевидным изменениям в
уравнении для с ,Пт.

Замечание 4. Подстановка матриц (38) в урав­
нение (57) дает для изотропной пластины уравне­
ние (20).
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Защемленная пластина. В случае, когда обе по­
верхности пластины защемлены, соответствую­
щие граничные условия имеют вид

f (±irh) = 0. (58)
Условие (58) означает, что отображение из про­
странства нулевых перемещений и ненулевых 
усилий на "верхней” граничной плоскости в про­
странство перемещений на “ ниж ней” границе -  
вырождено:

det^(I,0)-T-^jj = 0. (59)

Уравнение (59) является искомым дисперсион­
ным уравнением для защемленной пластины.

Пластина со свободной и защемленной поверх­
ностями. Для пластины с “верхней” защемленной 
и “ нижней" свободной границей соответствую­
щее дисперсионное уравнение имеет вид

d e t |( 0 , I ) - T - ^ J J  = 0. (60)

Благодаря симметрии матрицы Т, уравнение (60) 
инвариантно по отношению к смене поверхно­
стей, на которых заданы рассматриваемые гра­
ничные условия.

Пластины со смешанными |раничнымн условиями.
Рассматривается два типа смешанных граничных 
условий: (i) нулевые нормальные к |ранице компо­
ненты усилий и нулевые касательные к границе сме­
щения и (ii) нулевые касательные компоненты уси­
лий и нулевые нормальные к границе перемещения. 
Граничные условия (i) могуг быть записаны в виде

v • t v(±/rA) =  0, (I -  v ® v ) • f(±/>A) = 0. (61)
Соответствующее дисперсионное уравнение име­
ет вид

de l^(1 -  v <8> v,v <8> v) - Т - ^  V ^  j j  = 0.

По аналогии с условиями (61) граничные усло­
вия (ii) могут быть представлены в виде

(I -  v <8> v) • tv(±irh) = 0, v f(± /rA ) = 0. (63)
Условия (63) дают следующее дисперсионное 

уравнение

delf(v ®v,I-v

П РИ М ЕН ЕН И Я ВОЛН ЛЭМ БА 
Применения в геофизике

Начиная с открытия волн Лэмба [2, 3], эти вол­
ны, наряду с волнами Рэлея и Лява, рассматрива­
лись в качестве основного источника переноса 
сейсмической энергии при землетрясениях. Надо 
отметить, что в первых работах по волнам в стра­
тифицированном полупространстве соответству­
ющие поверхностные волны назывались волнами 
Рэлея, см. 119—24|. Однако в современной лите­

ратуре поляризованные в вертикальной плоско­
сти волны в стратифицированном полупростран­
стве обычно называют волнами Рэлея—Лэмба, 
см. 1771.

Вопросы теории и применения волн Лэмба и 
Рэлея—Лэмба, возникающих при землетрясени­
ях, обсуждаются в 153, 78—80|. Различные приме­
нения этих волн в геологических исследованиях 
рассматриваются в |811.

Применения в неразрушающей диагностике 
материалов и дефектов

Волны Лэмба широко используются в неразру­
шающей диагностике. В |82 | изложена методоло­
гия применения этих волн для идентификации 
возможных дефектов, а также диагностики ф изи­
ческих свойств и геометрии пластин. Позднее в 
работах |6 , 831 этот подход был распространен на 
ультразвуковые волны Лэмба.

Ш ирокое распространение волн Лэмба в не­
разрушающей диагностике основано на следую­
щих свойствах этих волн: (i) возможность их рас­
пространения без существенного затухания (в мате­
риалах без существенной вязкости); (ii) дисперсия 
волн, позволяющая исследовать геометрические и 
физические свойства как однородной пластины, 
так и отдельных слоев в случае неоднородной 
пластины; (iii) простота возбуждения и регистра­
ции этих волн; см. |6, 27, 32, 40, 57|, а также не­
давние работы 184—861.

ВОПРОСЫ ТЕХ НИ КИ ВЫ ЧИСЛЕНИЙ

Вычисление экспоненциа11ьной матрицы

Экспоненциальная матрица, встречающаяся в 
различных вариантах шестимерных формализмов, 
может быть определена с помощью ряда Тейлора

exp(G) = Х Т Т -  <65)
*=0 '

Однако с вычислительной точки зрения форму­
ла (65) неудобна, главным образом, из-за медлен­
ной сходимости ряда |87 |. Значительно более 
быстрые численные алгоритмы могут быть по­
строены на основе приведения фундаментальной 
матрицы G к жордановой нормальной форме |87|

G = W 1 J W, (66)
где W — матрица, состоящая из собственных век­
торов и, возможно, обобщенных собственных 
векторов, a J — матрица, состоящая из собствен­
ных значений и, возможно, жордановых блоков. 
С помощью разложения (66) экспоненциальная 
матрица приобретает вид |88, 89|

exp(G) = W 1 e x p (J)W . (67)
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Численная устойчивость
Как отмечалось в |90—95|, вычисления, свя­

занные с построением дисперсионных кривых, 
обычно приводят к численной неустойчивости, 
обусловленной либо потерей точности вычисле­
ний, либо переполнением разрядной сетки из-за 
присутствия экспоненциальных множителей с 
большими показателями.

В то время как проблема переполнения легко 
решается с помощью алгоритмов неренормализа- 
ции, потеря точности требует применения более 
сложных алгоритмов |9 0 -9 4 |. В большинстве та­
ких алгоритмов |90—921 задача нахождения пара­
метров, при которых детерминанты разрешаю­
щих уравнений обращаются в нуль, осуществля­
ется с помощью нахождения минимальных по 
модулю собственных значений соответствующих 
матриц; еще один подход связан с техникой высо­
коточных вычислений, при которых мантиссы 
имеют большее число значащих цифр, чем при 
вычислениях с удвоенной точностью. Численные 
примеры 174—76|, основанные на высокоточных 
алгоритмах |95, 96|, показывают, что вычисления 
с мантиссой до -1000 десятичных разрядов позво­
ляют полностью избавиться от проблемы, связан­
ной с потерей точности.

ЧИС Л ЕН Н Ы Е ПРИМ ЕРЫ  ДЛЯ 
КУБИЧЕСКИХ КРИСТАЛЛОВ

Ниже рассматриваются три кубических кри­
сталла с единичной нормализованной плотно­
стью и упругими параметрами, нормализованны­
ми по отношению к СШ1.

Для оценки отклонения упругих констант ку­
бических кристаллов от соответствующих пара­
метров изотропной среды, вводится мера

5 = ш - 1 ( 68 )
С|122 + 2С,2|2

В (68) параметры Сп 2 2 и С 1212 соответствовали бы 
параметрам Ламе 7. и р, а С||М был бы равен знаме­
нателю в (68), если бы материал был изотропен.

Первый из рассматриваемых кристаллов имеет 
следующие упругие параметры:

C| III — 1» С||22 -  0-1> 1̂212 — 0.5. (69)
Для этого кристалла мера отклонения от изотро­
пии весьма незначительна: б «  0.09.

Второй кубический кристалл имеет следую­
щие значения упругих параметров:

С „„  =1. С„22=0. С,2,2 = 0.25. (70)
Эти параметры отличаются от изотропной среды 
существенно больше: 5 = 1.

Третий кубический кристалл принадлежит 
группе ауксегиков |97 |, характеризуемой отрица­
тельными значениями коэффициента Пуассона

£ | | | |  -  1' C |I22- - 0.1, C1212 — 0.5. (71)

Рис. 3 .  И з м е н е н и е  п р е д е л ь н о й  с к о р о с т и  о н т  в  з а в и ­
с и м о с т и  о т  у г л а  у .

Для ауксетика (71 )5  = 0.09, что совпадает с соот­
ветствующим значением для первого кристалла.

Для рассматриваемых кристаллов векторы v и 
it задавались следующими компонентами (в глав­
ных осях упругости рассматриваемых кристал­
лов):

v = (1;0;0), n = (0;cosv|»;sin vj»). (72)
Изменение предельной скорости c2j im в зави­

симости от угла \|/ показано на рис. 3.
Ерафики на рис. 3 показывают, что предельная 

скорость Cjjin, является достаточно информатив­
ной для идентификации направления распро­
странения волны Дэмба: даже для первого и тре­
тьего кристаллов по значению скорости С2.пт 
можно судить о направлении распространения 
волны Дэмба.

Замечание 5. При неразрушающих испытани­
ях предельная скорость С2.Мп1 играет важную роль, 
поскольку соответствующую волну легко возбу­
дить. Действительно, энергия, необходимая для 
возбуждения, пропорциональна квадрату часто­
ты, а для рассматриваемой предельной волны со­
ответствующая частота близка к нулю.

ЗАКЛЮ ЧИТЕЛЬНЫ Е ЗАМЕЧАНИЯ
В настоящее время развитие исследований но 

волнам Дэмба и Рэлея-Лэмба в основном связано 
как с разработкой и совершенствованием экспе­
риментальной техники за счет освоения новых 
частотных диапазонов, гак и с развитием теорети­
ческих методов для анализа сред с усложненными 
свойствами.

Экспериментальные исследования связаны с 
созданием трансдьюсеров и соответствующей ре­
гистрирующей аппаратуры, способных работать в 
гигагерцовом частотном диапазоне |8 4 -86 |, про­
водятся исследования по освоению терагерцово- 
го диапазона 1981.
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При разработке теоретических методов внима­
ние уделяется исследованиям слоистых микропо- 
лярных сред |99, 100|, рассматриваются среды 
Био, содержащие водонасыщенные слои 11011, 
разрабатываются методы для анализа поверх­
ностных волн в стратифицированных жидкостях 
1102|. Кроме гою , за счет совершенствования ме­
тодов и алгоритмов численного анализа удается 
рассматривать среды с весьма значительным чис­
лом упруго анизотропных слоев, см. |74—76|, где 
рассматривался несколько более простой случай 
распространения SH волн и волн Лява в средах, 
содержащих более 30 упруго-анизотропных 
слоев.
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