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Излучение звука вихревым диполем уменьшает энергию диполя и меняет распределение вихревой 
скорости. Происходит относительное смещение компонент диполя. Ранее такой процесс акустиче­
ской неустойчивости вихря рассматривался применительно к случаю слабого акустического излу­
чения, описываемого волновым уравнением. Особенности акустической неустойчивости при излу­
чении сильно нелинейного звука вихрем рассматриваются в настоящей работе.
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ВВЕДЕНИЕ

Вихревое движение является источником зву­
кового излучения. В свою очередь, излучение зву­
ка вихрем уменьшает энергию вихревого диполя. 
Развивается акустическая неустойчивость и отно­
сительное движение вихрей диполя 11]. Линейная 
стадия этого процесса рассматривалась ранее, и 
было установлено, что одинаковые вихри расхо­
дятся [2], а вихри различной интенсивности и 
знака — сближаются, и происходит коллапс вих­
рей разного знака [2, 3]. В результате сближения — 
коллапса вихрей — интенсивность возмущения 
растет, и эффекты нелинейного звука становятся 
существенными. Этот процесс рассматривается в 
настоящей работе методом сращивания асимпто­
тических разложений решения для диполя из то ­
чечных вихрей в несжимаемой жидкости и реше­
ния нелинейного уравнения Бюргерса в сжимае­
мой среде. При этом приняты во внимание 
эффекты цилиндрического расхождения волны и 
нелинейной эволюции профиля.

ai  = flIXi/(Xi + Х2)1- Энергия диполя определяется 
интенсивностями вихрей и зависит от расстояния 
а между ними:

Е = 2яр„х,Х2 In (д/г). (2)
При этих обозначениях уравнение ( I ) в области

г >  а (3)
дает асимптотическое соотношение вида

ф(г, 0, Г) =  ЪЪ- (а/г)2е2'<ш 0|, (4)
2(Хл + Хз)

которое можно рассматривать в качестве гранич­
ного условия для уравнения звуковой волны. 
Здесь X — длина звуковой волны. Соответственно 
радиальная составляющая скорости определяется 
соотношением [31

v ( /- ,e ,o  =  ^  = а ЪХг 2«<о/-В) (5)
дг 2 (X,+ХгУ3 

В области малых /-радиальная скорость возрастает 
и нелинейные эффекты становятся заметными.

ВИХРЕВОЕ ПОЛЕ ДИПОЛЯ

Два вихря с интенсивностью соответственно 
Xi и Х2> (X =  Г /2л , Г  — циркуляция вихря) и угло­
вой частотой вращения вокруг общего центра со = 
= (XI — Хг)/й2> где а — расстояние между вихрями, 
в несжимаемой жидкости производят поток с по­
тенциалом скорости |41

Ф0-ДО = ‘Х\ 1п(ге'° -  а К'""') + i%21п(ге'н -  а2е""'). ( I ) 
Здесь г  и 0 — полярные координаты точки наблю­
дения, г -  время, в формуле (1)д, = й[х2/(Х| + Хз)1>

Н ЕЛИ Н ЕЙ Н Ы Е з в у к о в ы е  в о л н ы

Распространение звуковой волны конечной ам­
плитуды описывается уравнением Бюргерса для 
скорости частицы и. В обобщенном виде это урав­
нение учитывает расхождение сферической или 
цилиндрической волны и выглядит так [4, 5):

d v  , V  £  d v  , S V  

dr r c l  d y  dy~
(6)

Здесь/- — “ медленная” полярная координата; у  = 
— t — г/ cq; t — время; с0 — скорость звука; п =  1, I /2 , 
0 для сферической, цилиндрической и плоской

395

mailto:konstantin.naugolnykh@noaa.gov


396 Н А У Г О Л Ь Н Ы Х

toy и л и ,  п р и  r /r0 > 1 ,

—  = F((oy)J^- + 2o0F((oy), (12)
v 0 \  r

т а к  ч т о  л и н е й н о - а к у с т и ч е с к и й  ч л е н  ц и л и н д р и ч е ­

с к о й  в о л н ы  у б ы в а е т  п р о п о р ц и о н а л ь н о  1  / ' J r ,  а  

н е л и н е й н ы й  ч л е н  н е  м е н я е т с я  с  р а с с т о я н и е м ,  н е ­

л и н е й н ы е  э ф ф е к т ы  к о м п е н с и р у ю т  ц и л и н д р и ч е ­

с к о е  р а с х о ж д е н и е ,  и  э т о т  ч л е н  —  в  р а м к а х  ц и л и н ­

д р и ч е с к о й  м о д е л и  —  в  д а л ь н е й  з о н е  в н о с и т  о с н о в ­

н о й  в к л а д  в  и з л у ч е н и е  в и х р я .

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  Б ю р -  

г е р с а ,  у д о в л е т в о р я ю щ е е  г р а н и ч н о м у  у с л о в и ю  / - ( t o y )  

в  т о ч к е  г =  г 0  и  с о о т в е т с т в у ю щ е е  с и л ь н ы м  н е л и н е й ­

н ы м  э ф ф е к т а м .  У р а в н е н и е  п р о с т о й  в о л н ы  э к в и в а ­

л е н т н о  х а р а к т е р и с т  и ч е с к о м у  у р а в н е н и ю

<оу = -Z.W  +  Г \< а у ) ,  ( 1 3 )

г д е  F - ' ( c o y )  —  ф у н к ц и я ,  о б р а т н а я  F((ay).  В  р а з м е р ­

н о й  ф о р м е  э т о  у р а в н е н и е  п р и н и м а е т  в и д

Профили распределения скорости частиц в волне: 
IN  начальное распределение, DI — нелинейно-де­
формированный профиль.

в о л н ы  с о о т в е т с т в е н н о ;  е  =  ( у  +  1 ) / 2  —  н е л и н е й ­

н ы й  п а р а м е т р ,  г д е  у  =  (дс2/ б р ) ! ( р 0 / c l)  +  1 ,  р  —  п л о т ­

н о с т ь  ж и д к о с т и ,  и н д е к с  0  у к а з ы в а е т  н а  р а в н о в е с н о е  

з н а ч е н и е  в е л и ч и н ы ;  Ь —  д и с с и п а т и в н ы й  к о э ф ф и ­

ц и е н т ' .  В  с л у ч а е  б о л ь ш о г о  ч и с л а  Р е й н о л ь д с а ,

R e  =  e v / c 2bcо  >  1 ,  г д е  о  —  к р у г о в а я  ч а с т о т а  в о з ­

м у щ е н и я ,  д и с с и п а т и в н ы м  ч л е н о м  у р а в н е н и я  

Б ю р г е р с а  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь ,  и  п о л у ч а е м  с л е д у ю ­

щ е е  у р а в н е н и е  в  н о р м и р о в а н н о м  в и д е :

й К . ц г й К  = о.  ( 7 )

d z  ду
Д л я  ц и л и н д р и ч е с к о й  в о л н ы  ч л е н ы  э т о г о  у р а в ­

н е н и я  о п р е д е л я ю т с я  с о о т н о ш е н и я м и

г  = 2а„ Щ соу) = ^  Е ,

У) К
(8)

г д е  с т 0  =  eM kr0, М  =  v /c „  —  ч и с л о  М а х а ,  и  к  =  с о / с 0 .  

Р а с п р о с т р а н е н и е  р а с х о д я щ е й с я  ц и л и н д р и ч е с к о й  

в о л н ы  к о н е ч н о й  а м п л и т у д ы ,  з а д а н н о й  ф у н к ц и е й  

/ • ' ( с о у )  в  т о ч к е  г  = г0, о п р е д е л я е т с я  у р а в н е н и е м  

п р о с т о й  в о л н ы :

IV(ту) = F { a y  + z W ) .  ( 9 )

Р а с с м о т р и м  с н а ч а л а  с л у ч а й ,  к о г д а  н е л и н е й ­

н ы е  п о п р а в к и  м а л ы  и  э т о  у р а в н е н и е  п р и б л и ж е н ­

н о  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н о  в  в и д е  р а з л о ж е н и я

W (соу)  «  Г(<х>у) + z W F \(oy ) ,  ( 1 0 )

г д е  ш т р и х  о б о з н а ч а е т  п р о и з в о д н у ю  ф у н к ц и и  

F ( c o y ) .  В  р а з м е р н о м  в и д е  п о л у ч а е т с я  у р а в н е н и е

F ( ( o y )  +  2 с т 0 F(coy) ( П )

Д в а  ч л е н а  в  п р а в о й  ч а с т и  у р а в н е н и я  о п р е д е л я ю т ­

с я  с о о т в е т с т в е н н о  н е л и н е й н ы м  э ф ф е к т о м  и  г р а ­

н и ч н ы м  у с л о в и е м .  О с о б е н н о с т и  р а с п р о с т р а н е ­

н и я  н е л и н е й н о г о  з в у к а  о п р е д е л я ю т с я  б е з р а з м е р ­

н ы м  к о э ф ф и ц и е н т о м  о0 =  иМкг0, к о т о р ы й  

у к а з ы в а е т ,  н а с к о л ь к о  н е л и н е й н ы й  э ф ф е к т ,  п р о п о р ­

ц и о н а л ь н ы й  еМ ,  н а к а п л и в а е т с я  в  п р о ц е с с е  р а с п р о ­

с т р а н е н и я .  С  у м е н ь ш е н и е м  г 0  с к о р о с т ь  ч а с т и ц  v  

у в е л и ч и в а е т с я  ( с м .  ( 5 ) )  и  ч и с л о  М а х а  р а с т е т .  Р е ­

ш е н и е  ( 1 4 )  д а е т  п р о ф и л ь  в о л н ы  с о y ( v / v 0 )  н а  р а з ­

л и ч н ы х  р а с с т о я н и я х  г /г 0 п р и  з а д а н н о м  с т 0 .  В  к а ­

ч е с т в е  п р и м е р а  р а с с м о т р и м  и з л у ч е н и е  в и х р е м  

з в у к о в о й  в о л н ы ,  з а д а н н о й  г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м

( 5 )  и  п р е д с т а в л е н н о й  н а  р и с у н к е  в  в и д е  ф у н к ц и и  

б е з р а з м е р н о й  с к о р о с т и  и  =  v / v 0  о т  б е з р а з м е р н о й  

к о о р д и н а т ы  с о у .  Н а ч а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  с к о р о ­

с т и  ч а с т и ц  и  н е л и н е й н о - д е ф о р м и р о в а н н ы й  п р о ­

ф и л ь  п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с у н к е  к р и в ы м и  I N  и  D I .

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

И з л у ч е н и е  з в у к а  п р и в о д и т  к  у м е н ь ш е н и ю  э н е р ­

г и и  в и х р я ,  с о о т в е т с т в у ю щ е м у  и з м е н е н и ю  в и х р е в о ­

г о  п о л я  д и п о л я  и  р а з в и т и ю  а к у с т и ч е с к о й  н е у с т о й ­

ч и в о с т и  [ 1 ] .  Л и н е й н а я  т е о р и я  п р о ц е с с о в  а к у с т и ­

ч е с к о й  н е у с т о й ч и в о с т и  и  э в о л ю ц и и  в и х р е й ,  

о п у б л и к о в а н н а я  в  л и т е р а т у р е ,  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  в  

р е з у л ь т а т е  н е у с т о й ч и в о с т и  о д и н а к о в ы е  в и х р и  

р а с х о д я т с я  [ 2 ] ,  а  в и х р и  р а з л и ч н о й  и н т е н с и в н о с т и  

и  з н а к а  —  с б л и ж а ю т с я  и  п р о и с х о д и т  к о л л а п с  в и х ­

р е й  р а з н о г о  з н а к а  | 3 ,  4 ] .  В  р е з у л ь т а т е  к о л л а п с а  

в и х р е й  и н т е н с и в н о с т ь  в о з м у щ е н и я  р а с т е т ,  и  э ф ­

ф е к т ы  н е л и н е й н о г о  з в у к а  м о г у т  с т а т ь  с у щ е с т в е н -
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ними. Этот процесс рассматривается в настоящей 
рабогс методом сращивания асимптотических раз­
ложений решения лля диполя из точечных вихрей в 
несжимаемой жидкости и решения нелинейного 
уравнения Бюргерса в сжимаемой среде. При 
этом как эффекты цилиндрического расхожде­
ния волны, так и нелинейной эволюции профиля 
приняты во внимание. Показано, что линейно­
акустический член цилиндрической волны убы­
вает пропорционально 1 Д /г , а нелинейный член 
не меняется с расстоянием, так как нелинейные 
эффекты компенсируют цилиндрическое рас­
хождение. В рамках цилиндрической модели этот 
член в дальней зоне вносит основной вклад в из­
лучение вихря.

В заключение отметим, что процессы акусти­
ческой неустойчивости обсуждались в Акустиче­
ском журнале в основном применительно к излу­
чению звука струями (см. |8 | и цитируемую в пей 
литературу). Об истории создания использован­
ных выше нелинейных моделей подробно расска­
зано в историческом обзоре [9].
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