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В В Е Д Е Н И Е
В настоящее время теория слоистых сред со

ставляет основную часть раздела акустики, кото
рый связан с распространением звука в жидкости. 
Важность этого класса неоднородных сред обу
словлена тем. что в большом числе геофизиче
ских и технических задач среды действительно 
являются слоистыми или мало отличаются от них 
|1, 2|. При теоретическом исследовании распро
странения звука в океане в основном использует
ся приближение плоскослоистой среды, когда 
скорость звука c(z), плотность p(z) считаются за
висящими лишь от глубины z■ В этом случае для 
описания акустических свойств волновода ис
пользуют два основных подхода: плоскослоистая 
модель на абсолютно жестком основании и плос
кослоистая модель на жидком или упругом полу
пространстве 11 — 31. В реальных природных волно
водах применение первого или второго подхода 
определяется структурой и свойствами донного 
слоя 111. Для расчета звукового поля в волноводе с 
более сложной геометрией дна актуальным явля
ется моделирование нижней границы гидроаку
стического волновода. Цель настоящей работы со
стоит в исследовании границ для слоистых моде
лей волноводов.

П О С Т А  Н О  В К А  ЗАДАЧ И
В акустике шельфа для нахождения звукового 

поля в морской среде широко используется метод 
нормальных мод [2, 41. В случае цилиндрической 
симметрии звуковое поле точечного гармониче
ского источника излучающего волну круговой ча
стоты со =  2л/. описывается скалярной функцией

Ф(г,z.l) =  Ф(г,г)ехр(-/'со/), удовлетворяющей урав
нению Гельмгольца

Д Ф  + со
c\z)

Ф  = —8(г ~ friffi'') 
2лг

где Д  —  оператор Лапласа; Ф(г, г) —  амплитуда по
тенциала скорости; 5 -  дельта-функция Дирака; 
c(z) — вертикальное распределение скорости зву
ка в волноводе.

Поверхность гидроакустического волновода мо
делируется как акустически свободная, что соответ
ствует краевому условию

Ф:=0 = 0.
В качестве первого приближения к реальным гид
роакустическим волноводам можно использовать 
известную модель плоскослоистого гидроакусти
ческого волновода [1|. Рассмотрим двухслойную 
модель гидроакустического волновода, где дон
ный слой лежит на абсолютно жестком основа
нии. Расположим начало цилиндрической систе
мы координат на поверхности волновода над ис
точником звука с координатами (0. г,,), ось Oz 
направлена к дну. Пусть гидроакустический вол
новод имеет радиальную симметрию и ограничен 
свободной поверхностью и жидким дном на абсо
лютно жестком основании:

<?Ф
dz

= 0.

На границе раздела слоев z =  h должны выпол
няться условия непрерывности звукового поля:

П т  р,Ф
z - > h -

П т  р2Ф;
г->/н

lim —  = lim
dz ->h> dz
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где р| — плотность слоя воды; р2 — плотность дон
ных осадков. Общее решение Ф(г, z) краевой за
дачи, удовлетворяющее как граничным условиям, 
так и условию излучения, строится в виде суммы 
нормальных мод:

(D = ^ Ап ^ п Ш (0\ „ Г \ О)
/1=0

где H[!\z) = Jv(z) + iYv(z) —  функция Ханкеля 
1-го рода порядка v, Jv(z) и Ку(г) —  функции 
Бесселя 1-го и 2-го рода соответственно; ’_0

и {ф„(г)}* —  собственные числа и собственные 
функции следующей краевой задачи:

2
Ф +

0). - VU (г)
ф |(0) =  о,

Ф  =  о.

П т  р ,ф |(г )  =  П т  р 2ф2(г),
Z - > h -  z ~ * h *

П т  ф !(г )  =  П т  ф'2(г ) ,
Z— <—>/н-

ф'2(Л,) = 0, (2)
при этом Л„ —  произвольные постоянные.

После подстановки выражения (I) в неодно
родное уравнение Гельмгольца, с учетом ортого
нальности собственных функций { ф „ ( г ) {  * 0 в про
странстве Z.2|0; А,], значения произвольных по
стоянных А„ определяются как |5|:

л _ / р(го)фя(*о)
4 "г

JpfcWkVfe
о

В результате выражение для амплитуды потенци
ала скорости Ф(г, z) имеет вид

Ф(r ,z ) =  L4 P ( z 0) j r ^ M z )  Я Г(^г). (3)

"=" \p(zWn(z)dz

А Л Г О Р И Т М  П О С Т Р О Е Н И Я  С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  
Ф У Н К Ц И Й  И Ч И С Е Л  К Р А Е В О Й  ЗАДАЧИ
Рассмотрим алгоритм построения собствен

ных функций и чисел краевой задачи (2) на осно
ве линейной аппроксимации квадрата волнового

числа к Пусть профиль скорости звука
cf(0

c,(z) в водном слое определен системой опорных 
точек c(Zj) = с,, тогда отрезок |0; /;| разбивается на 
N  частей системой точек {г*}*0 (г0 = ®-ZN = А). "а

каждой из которых профиль скорости звука до
пускает аппроксимацию c(z) = ck(z). z £ 
обеспечивающую существование аналитических 
решений дифференциального уравнения (2). Л и 
нейно независимые решения уравнения для ап
проксимации вида

( 1
= ак + bkz ‘h =

со
< Zk+1 - zk
2 \

А <» 1 1
ик

C**l С*/
при Ьк*() выражаются через функции Эйри:

Ф и ( г , ^ )  =  М

Фз.*(^) = Bi
V й  к

(4)

при Ьк =  0 —  через показательную и тригонометри
ческие функции:

Ф и ( г , ^ )  =  -

ф2.*(^) =

cos(Va* ак - 1 : > О,

с х р (yjak ак - 1 2 <  0;

sin (\1ак -£ 2г), ок -  > О,

exp(->/«* ак -£ ,2 < 0.

Таким образом, на отрезке аппроксимации z £ 
£ [г*-:;г*] профиля скорости звука общее реше
ние однородного дифференциального уравне
ния (2) имеет вид

Ф * -  Ф и О *  +  Ф ’ ,*С2* . к  -  1 ,2 . . . ,N .

При z —> °о скорость звука достаточно быстро вы
ходит на постоянное значение, поэтому в донном 
слое будем иметь

к2 = — , с2 = Нтс2(г).
с2 г-w

Построив непрерывные со своей первой про
изводной линейно-независимые решения для 
всего водного слоя в точках г , ,  г2,..., z N - \ с учетом 
условий (2), получим однородную систему линей
ных алгебраических уравнений относительно С, к 
и С2 к. Необходимым условием для существова
ния у полученной системы нетривиального реше
ния является равенство нулю ее определителя, что 
дает дисперсионное уравнение для определения 
собственных чисел {̂ „}. Данные формулы остают
ся справедливыми и в случае, когда поглощение 
звука в слое осадков описывается постоянной ве
личиной коэффициента потерь р, к2 = к2(I - /Д).
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М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  Н И Ж Н Е Й  Г Р А Н И Ц Ы  
Д Л Я  П Л О С К О С Л О И С Т О Г О  В О Л Н О В О Д А

Гидрофизический волновод, как правило, име
ет слоистую структуру, дно которого расположено 
на жидком или упругом полупространстве |1, 2|. 
Для исследования волноводных эффектов в гидро
акустическом волноводе, таких как распростра
нение звука вдоль трассы, влияние структуры 
осадков на акустическое поле, энергетические ха
рактеристики мод, необходимо предварительно 
ограничивать область волновода. Данную про
блему можно решить путем введения искусствен
ных границ |6, 7|.

В простейшем случае гидроакустический вол
новод представляет собой однородный слой воды 
глубины /; с постоянным профилем скорости 
звука с,, лежащий на жидком фунте с профилем 
скорости звука с 2. Из приведенных выше теорети
ческих результатов следует, что решение краевой 
задачи (2) дает дисперсионное уравнение для опре
деления собственных чисел {£,„}:

tg(PiA)tg(/>fe2 - А 2(А, -  А)) =

где ц, = А:2 - ^ 2, р2 = к 2 -t\ bn = —  • Используя
р2

известное разложение th*при больших |г| |Х|:

thz = I -  2 e ~ 2z + 3 е  л'  - 2 е

для достаточно большой глубины донного слоя /;, 
получим, что характеристическое уравнение сов
падаете характеристическим уравнением для вол
новода на жидком полупространстве |3| tg(MiA) = 
=  /р|//)12Р2> несмотря на различный характер их по
строения.

В случае типичного для П З К  профиля скоро
сти звука проведем линейную аппроксимацию 
(со/с,(г))2 на двух отрезках |0; Z\ I и (г,; И\. Исполь
зуя предложенный выше метод, можем найти ре
шение задачи (2). При достаточно большой глу
бине донного слоя И| спектр горизонтально-вол
новых чисел 2; задачи (2) совпадает с дискретным 
спектром краевой задачи для волновода на жид
ком полупространстве Д(%) =  0, где

д  =  <pu (0) | д ,  д , 1 -  <р2.,(0) | д 3 Д-» ];
I  Л 2В 2 )  V Л 2р ,  )

Д| = ф|.2(Л)(ф'2,2(*|)ф2.|(г|) -  4>2.2(Z|)4>,2.|( |̂)) +

+ ср2.2(*)(ф2.|(̂ 1 XPutei) -  <p2.i(*i )4>i.2(zi)j;

Д2 =  ф,|.2(Л)(ф2.2( г 1)ф2.|(г|) -  Ф2.2(г,)ф2.|(г|)| +

+ Ф2д(й) |ф'2 (г, Хри (г,) -  Ф2.1<г, )ф'|,2(г|));
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Дз = ф|.2(Л)(ф’2.2(г|)ф|.|(г,)-ф2.2(г|)Фм(г|)) +

+ Ф2.2(Л) (ф'и(г, )Ф,.2(г,) -  Фи(г, )Фи(г,)); 

Д4 = ф’,.2(А) ф'2,2(г|)ф|.|(г|) -  ф2.г(г|)фи(г|) +

+ Ф’ЛА) (ф'и(г| Xpufei) -  Фи(*| )ф'|.2<̂1)] -
а ф, |, ф 2.|, ф|,2. ф2.2 —  функции Эйри (4). Таким об
разом, при достаточно большой глубине жесткого 
дна Л, модели волноводов с жестким дном и дном в 
виде жидкого полупространства отличаются лишь 
вкладом сплошной составляющей спектра (инте- 
гралом по разрезу). Предложенный результат мож
но обобщить и на случай нескольких слоев.

В качестве энергетической характеристики 
моды номера А: |9| возьмем величину, пропорцио
нальную энергии, сконцентрированной в слое 
волы и в донных слоях, при этом предполагаем, 
что коэффициент потерь г| * 0 в последнем слое 
осадков:

+ I
ы\ А, - /»,_

Jp<zWik(z)dz

где п — количество донных слоев, /;„ = /;. В случае 
двухслойного волновода данная формула будет 
иметь вид

Ек = —  
2И

sin(pu/i)cos(nu/i)

Mu
+ ■ I

2(А, -  h)

b\ i  sin*(M i*A) Ig(BuA)
(ехр(-2/ц2<(/»| -A)-l)

Mu

М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  Н И Ж Н Е Й  Г Р А Н И Ц Ы  
В С Л О И С Т О Й  С Р Е Д Е  С  Н Е Р О В Н Ы М  Д Н О М

В настоящее время множество эксперимен
тальных данных о рельефе дна (степени его изре- 
занности, вертикального расчленения, углах на
клона) океана показывают, что для структуры 
донных слоев во многих случаях не характерна го
ризонтальная слоистость. Ниже предлагается мо
дель гидроакустического волновода с цилиндри
ческим выступом (впадиной), который можно 
моделировать варьированием параметров слоев 
(рис. I) в областях декомпозиции гидроакустиче
ского волновода. При моделировании нижней 
границы волновода используем предложенный 
выше подход отдельно к областям декомпозиции 
и выбираем нижнюю границу волновода как hN = 
= тах(Аи д,; hBN).

Общее решение Ф /|(г, z) краевой задачи для об
ласти (Л), удовлетворяющее как граничным усло
виям, так и условию излучения, есть линейная 
комбинация стоячих и бегущих мод 11.2|. Для об-
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ласти (В) общее решение Ф й(г, z) описывает ухо
дящую от излучателя волну:

ФА = № £ . 9 _ Л . » М  „ oW )  +

|p 4(vxp;V„(-vW.v 
0

/7=0
СО

Ф B = Y . BM " n W № B.„r).
/1=0

Из условия непрерывности звукового поля, ис
пользуя ортогональность вертикальных собствен
ных функций, получаем бесконечную систему ли
нейных алгебраических уравнений относительно 
неопределенных коэффициентов в представлении 
потенциала скорости:

оо
л У. !п.тУп ~ ~~iР A.m(Zo)Н Q 

Уп, „=0 4уи

Ут 1 1̂>1(5д.тГц)у^-Л(̂ Л.я/о)
У яДл.т И I (4 B .m r 0 ) n ^ u  ^ о ( ^ > А ,п г о )

+ л ( £ ( ) )  " о  ^ э / f .m ^ b )  \  '  ^  /1./7

4у£и« *.т<ил>£; у я
Фя.п(2о)//| т.п

(т =  О, I, 2, ...),
где

*v
L, = J 

0 
*V

Ym = | p n(2)«Pa.m(2)f/Z (сте{/1.й(),
0

-«я, =  А Л ^ А л Л ) .  У т  =  й „ , / / о " ( ^ Д . т Г0 ) .

Аналитическая форма решения, полученная в ре
зультате декомпозиции области гидроакустиче
ского волновода, позволяет значительно упро
стить исследование энергетических характери

стик звукового поля, в частности, при анализе 
структуры ближнего поля рассматриваются энер
гетические характеристики распространения зву
ковой волны через зону сопряжения двух обла
стей волновода.

Средний поток мощности от источника 
области А, проходящий через сечение г =  г0, есть 
сумма средних потоков мощности распространяю
щихся и затухающих нормальных волн. Для случая 
П = 0 средний поток мощности можно найти по 
формуле

Wt _ ^/р(г)рЛг11)у ’
4 л̂-0

х 4/м(-Л (%аяго) ̂ о(4аяго) -  ̂ (U/o)M*U„'b)) +

+ Z  Рз(го)фАяМ^.я|1тЛ(1*
n-N л+\

Х (Л (|^Ал|Го) ^od^/l.flko) + Л) (|^Ал| Г0 ) К\ (|^Ал| /()))< 
где N A + 1 - число распространяющихся нормаль
ных волн области A; lv(Z) и K v(z) - модифициро
ванные функции Бесселя 1-го и 3-ю рода. Сред
ний поток мощности в области В, подводимый 
через сечение г = г„, есть сумма средних потоков 
мощности распространяющихся нормальных 
волн:

V*

»в = л/р(г)2д„|2у ^в,ях

Фз,я(г0)
4v/(

+ I m Л, фАя(г») х

Х (Л  В . п 'Ь )  К  (4д ./Л ) ~ Л ( £ « .л ,Ь )М 4 в .л Го))>
где N„ + 1 —  число распространяющихся нор
мальных волн области В.

Для случая р * 0 средние потоки мощности в об
ластях декомпозиции вычисляются численно, при 
этом число распространяющихся мод в области А 
определяется из условия 1т(ц/1.„)<0, а в области В -

lm(p„ < 0, так как р2 /со" ( 1 — /Г|)~ 

I c2„(z)
- очевид

но, должны удовлетворять условию затухания в 
последнем донном слое. Из закона сохранения

Т а б л и ц а  1.

т С  (А, = 500 м) С  (А, = Ю00 м)

0 -0.213500 + 0.000150/ -0.213502 + 0.000149/ -0.213500 + 0.000150/

1 -0.211434 + 0.000679/ -0.211436 + 0.000672/ — 0.211432 + 0.00067Х/

2 —0.210ХХ0 + 0.001665/ -0.210259 + 0.001824/ -0.210425 + 0.001942/

3 -0.209453 + 0.001631/ -0.209631 + 0.001X17/ -0.2092X9 + 0.001953/
4 -0.206X53 + 0.001267/ -0.207074 + 0.001569/ -0.207369 + 0.001530/
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г= гп
CaM z), Pa.i <д.|(г). р в.\
Са.2(г), Рл.2 Qu<£>- Рй.2

►
L  _

• • •

1 c/l.*+|(z), P/U+I cH.k+\(Z). Р«.А+|г — - — — 
1
1 ...
L  _

.  .  .

! С Л. fAZ), р A.N cH.r̂ Z). Ph.N' с а М * ) '  РA . N  , C g ^ Z ) .  Р I I .N

7 ♦
Р и с . 1. М о д е л ь  с л о и с т о й  с р е д ы  н а  ж е с т к о м  о с н о в а 
н и и .  п о з в о л я ю щ а я  м о д е л и р о в а т ь  н е р о в н о с т и  д н а  
( в ы с т у п  и л и  в п а д и н у ) .

F

Р и с . 2 .  Э н е р г е т и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  м о д  в  з а в и с и м о 
с т и  о т  ч а с т о т ы  f  Гц ( -------------------------------L\ ; — F2).

энергии вытекает необходимость выполнения 
условия Wn/wA =  1, которое может рассматривать
ся как критерий точности численного решения 
бесконечной системы.

Ч И С Л Е Н Н Ы Е  РЕЗУЛЬТАТЫ

В статье |9| было отмечено, что для слоистого 
волновода с потерями возникает вопрос об опре
делении номера моды или ее идентификации. В 
нашем случае номера горизонтально-волновых 
чисел £, задачи (2) определяются порядком распо
ложения их вещественных частей. Исследуем 
влияние геометрии нижней границы /;, на спектр 
горизонтально-волновых чисел Ъ, для двухслой
ной модели волновода, представляющей собой 
однородный слой воды глубины И =  150 м с про
филем скорости звука с, = 1467 м/с, второй слой — 
жидкий грунт глубины (А, - /;) с постоянным про
филем скорости звука с2 =  1474 м/с и с коэффи
циентом потерь т) = 0.009, лежащий на абсолютно

жестком основании. Отношение плотностей вод
ного слоя и слоя осадков полагаем bn = 0.Х06, ча
стота звука/ =  50 Гц. Для сравнения рассмотрим 
гидроакустический волновод, состоящий из вод
ного слоя, лежащего на жидком полупростран
стве с теми же параметрами. В табл. I приведено 
численное сопоставление для горизонтальных 
волновых чисел полученных для случая двух
слойной модели волновода на абсолютно жест
ком основании при варьировании нижней грани
цы волновода И , (в таблице £") и для модели вол
новода, дно которого представляет собой жидкое 
полупространство (втаблице q). Данный факт ука
зывает на близость двух описанных моделей гид
роакустических волноводов и дает возможность 
при некотором удаче ни и от источника описать 
акустическое поле с помощью более простой мо
дели волновода на абсолютно жестком основании.

Проведем анализ характеристик мод в зависи
мости от частоты на примере двухслойного волно
вода, имеющего следующие параметры: И = 150 м;

F.

Р и с .  3. Э н е р г е т и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  в е р н ы х  м о д  в  
з а в и с и м о с т и  о т  б е з р а з м е р н о й  в ы с о т ы  в ы с т у п а  Л* =  
= (/,,- /,)//;,(-----/■„;----- -F2).

F

Р и с .  4 .  Э н е р г е т и ч е с к и й  в к л а д  п е р в ы х  м о д  в  з а в и с и м о 
с т и  о т  б е з р а з м е р н о й  в ы с о т ы  в ы с т у п а  Л* =  ( /ц  h)/h2
( ------------ Л ,,; -------------- / : ' | ; — И2) д л я  в о л н о в о д а  б е з  п о 
т е р ь  в  с л о е  о с а д к о в .
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Таблица 2.

А0| = 7723.29 А и = 3378.44
Лог = 3420.29 Л |4 = 2195.77
Л,,-, = 2350.32 Л23 =  75 1 3.11
Aq4= 1709.69 Л34 = 3418.48
Л 12 = 6138.96 Л 34 = 6272.48

/;, =  1000 м; с, =  1467 м/с; с2 = 1650 м/с; Ьп  =  0.556; 
Ч =  0.02 (рис. 2). Из рис. 2 видно, что на частотах 
от40до62 Гц энергетический вклад нулевой моды 
очень мал, от частоты 62 до 100 Гц разница между 
нулевой и первой модами незначительна, вклад 
третей моды уменьшается, начиная с частоты, 
равной 80 Гц.

(а)

Рис. 5 . И з о л и н и и  м о д у л я  п о т е н ц и а л а  с к о р о с т и  |Ф |д л я  и с т о ч н и к а ,  р а с п о л о ж е н н о г о  в  т о ч к е  (0 .1 /;:  0 ) .  п р и  ч а с т о т е  со =  100 Г'ц.
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Рассмотрим модель гидроакустического вол
новода с цилиндрическим выступом и исследуем 
энергетический вклад первых мод в зависимости 
от высоты выступа (рис. 3, 4). Параметры двух
слойного волновода: с, =  1467 м/с; с2 =  1650 м/с; 
I)I, =  0.556; г| =  0.01;/ = 80 Гц, в области А высота 
выступа /; меняется от 0 до 100 м; /;, = 150 м, /;2 = 
=  1000 м. в области В слой осадков имеет глубину 
Л2 —  Л| =  850 м (рис. 3). Если высота цилиндриче
ского выступа /; от 90 до 100 м. то вклад нулевой 
моды близок к нулю, основное влияние на аку
стическое поле оказывает первая мода, если вы
сота выступа от 10 до 50 м, то разница между пер
вой и второй модами незначительна (рис. 3).

Рассмотрим двухслойный волноводе парамет
рами: с| =  1467 м/с; с2 = 1650 м/с; Ьп =  0.556;/= 
= 400 Гц; коэффициент потерь г) =  0, в области Л 
высота выступа /; меняется от 0 до 100 м; /;, =  150 м, 
/;2 =  1000 м, в области В слой осадков имеет глуби
ну/;, —  Л, =  850 м (рис. 4). На рис. 4 видно, что для 
высоты выступа от 0 до 30 м энергетические вкла
ды первых трех мод мало отличаются друг от дру
га. Вклад нулевой моды оказывает существенное 
влияние на поле в случае высоты выступа от 90 до 
100 м, а вклад третьей моды для данных парамет
ров выступа уменьшается.

Приведем расчет поля модуля потенциала ско
рости |Ф| для гидроакустического волновода глу
бины /;, = 100 м, расположенного на слое осадков 
такой же глубины /;2 =  2/;,, содержащего под ис
точником звука цилиндрический выступ высо
ты 0.5/;, и радиуса 2/;, (рис. 5) для двух случаев: 
(а) верхний слой дна, включая выступ, состоит из 
осадковсоследующими постоянными: р, =  2.0 г/см3, 
с2 =  1800 м/с; (б) верхний слой дна, включая вы
ступ, состоит из осадков со следующими посто
янными: р2 =  1.8 г/см3, с2 = 1600 м/с. Параметры 
морской среды —  р, = 1.0 г/см3, с, =  1450 м/с. В 
двух случаях (рис. 5) картина изолиний на рисун
ках имеет одинаковый качественный характер. 
Вариация параметров слоя осадков приводит к 
небольшим вариациям потенциала скорости зву
ка, в основном они наблюдаются под выступом 
около дна.

Исследуем основные волноводные эффекты в 
подводном звуковом канале. Пространственные 
периоды интерференции для случая наличия по
терь в жидком грунте равны

• ________2л______

■“ |Re(U-|Re(Uf
В табл. 2 приведены периоды интерференции мод 
с номерами т  и п для гидроакустического волно
вода с профилем скорости звука, характерным для

ПЗК, со следующими параметрами дна: /;, —  /; = 
=  850 м (глубина водного слоя /; =  150 м), с2 = 
=  1474 м/с, г| =  0.009, р, = 1.24 см/м3, частота/ =  
= 50 Гц.

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

Подход к отысканию звукового поля подвод
ного источника в слоистой среде зависит от сте
пени влияния донных слоев на формирование 
звукового поля в волноводе. Для описания про
цесса распространения звуковых волн в слоистой 
среде можно использо1«ггь модель дна как распо
ложенного на однородном жидком полупростран
стве, так и представляющего достаточно глубокий 
слой на твердом основании. Выполненные расче
ты показали, что при моделировании дальнего 
поля в гидроакустическом волноводе, располо
женном на илистых или глинистых донных осад
ках, обе модели плоскослоистого волновода даюг 
близкие результаты. Если для структуры донных 
слоев не характерна горизонтальная слоистость, то 
в данном случае в качестве нижней границы вол
новода можно использовать жесткое основание.
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