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Получено новое асимптотически точное решение задачи о поперечных колебаниях прямоугольной 
ортотропной пластины со свободными краями. Общее решение уравнения колебаний строится в 
форме суммы рядов Фурье с неопределенными коэффициентами, которые связаны посредством 
однородной квазирегулярной бесконечной системы линейных алгебраических уравнений. Анализ 
бесконечной системы позволяет найти степенную асимптотику нетривиального решения системы, 
что дает возможность вычислить собственные частоты колебаний и построить соответствующие им 
собственные формы. Приводятся примеры численной реализации для реальных материалов.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача о свободных поперечных колебаниях 
прямоугольной пластины относится к числу ста­
рейших классических проблем. Еще в начале 
XIX века опыты с демонстрацией фигур Хладни 
|1 | благодаря эстетическому аспекту привлекли 
внимание широкой общественности к проблеме 
колебания пластин. Попытки математического 
описания проблемы, в свою очередь, дали мощ­
ный голчок к разви тию аппарата математической 
физики.

Точные аналитические решения всегда вызы­
вают повышенный интерес |2 , 3|. Тем не менее, 
несмотря на дол тую историю и посвященные ука­
занной проблеме сотни работ на основе различ­
ных подходов, задача о  поперечных колебаниях 
прямоугольных пластин имеет точное решение в 
форме рядов Фурье (решения типа Levy) лиш ь в 
случае, когда две противоположные стороны пла­
стины являются шарнирно-опертыми |4 , 5|. В 
других случаях закрепления сторон пластины пе­
ременные в краевой задаче не разделяются. П о­
пытки преодолеть данное препятствие не прекра­
щаются и сегодня. В частности, отметим спорную 
работу |6 |,  где используется новый метод dual se­
paration of variables применительно к полностью 
защемленной ортотропной пластине.

Использование техники классического разде­
ления переменных позволяет построить общее 
решение уравнения колебаний в виде суммы

частных решений, что приводит для произволь­
ных граничных условий к бесконечным системам 
линейных алгебраических уравнений относи­
тельно коэффициентов этих рядов. При исследо­
вании колебаний прямоугольных пластин со сво­
бодными краями данный подход был использо­
ван впервые |7 |. Более известной модификацией 
данного подхода к определению собственных ча­
стот прямоугольных пластин является method of 
superposition, который был развит в |8 |. Здесь ре­
шение строится в виде конечной суммы частных 
решений, что позволяет получить, благодаря ис­
кусственному усечению бесконечных рядов, ко­
нечную систему уравнений относительно неопре­
деленных коэффициентов. В работе |9 | использу­
ются решения типа Levy в форме неурезанных 
бесконечных рядов для исследования гибких ко­
лебаний и устойчивости прямоугольных пластин 
в случае произвольных граничных условий.

Чрезвычайная важность прямоугольной пла­
стины как элемента в структурной механике и ин­
женерных приложениях привела к появлению 
большого числа работ, где проблема колебаний 
изучалась на основе различных подходов. Одним 
из них является метод Ритца, который первона­
чально был предложен |10 | для решения задачи 
колебаний изотропной пластины с полностью 
свободными краями. Различные модификации 
вариационного подхода позволяют найти при­
ближенные решения для ряда задач колебаний и 
устойчивости прямоугольных пластин |4 |. Вчаст-
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ности, в статье 1111 метол Рэлея—Ритца использу­
ется для исследования влияния сложной нагруз­
ки в плоскости пластины на ее колебания и 
устойчивость. Колебания и устойчивость симмет­
рично-ламинированных композитных прямо­
угольных плит под действием сил в ее плоскости 
исследовались 1121 на основе метода Р элея-Р и т- 
ца и finite strip method. Приложение метода ко­
нечных элементов для исследования колебаний 
ортотропных пластин дается в работах 113, 14|, 
метода Канторовича — в |15 |, метода функции 
Грина — в 1161.

В представленной работе задача о колебаниях 
ортотропной прямоугольной пластины со сво­
бодными краями сводится к однородной беско­
нечной системе линейных алгебраических урав­
нений. На основе авторского обобщения закона 
асимптотических выражений Б.М. Кояловича 
117, 181 найден степенной закон убывания нетри­
виального решения дайной системы, что позво­
ляет построить эффективный алгоритм вычисле­
ния собственных частот и форм пластины.

П ОСТА Н О В КА ЗАДАЧ И 
И О БЩ ЕЕ РЕШ ЕН И Е

Рассмотрим прямоугольную ортотропную 
пластину )(.v,>’) е | - о;й| х |-Л;6|| толщины Л. С о­
гласно [19|, упругие свойства материала можно 
описать при помощи четырех упругих констант, 
например, с помощью модуля Юнга Ех вдоль на­
правления оси х, модуля сдвига G и двух коэф ф и­
циентов Пуассона v l2 и v21. Тогда уравнение сво­
бодных поперечных колебаний пластины в при­
ближении классической теории Кирхгофа—Лява 
может быть записано относительно прогиба пла­
стины w(x,y,t) = W(x,y)c‘""\

D, + 2 А   ̂+ D2 d V  _  D t f w  = о (I)
rV d x 2d y 2 - я 4d y

где О  = S
V A

безразмерный частотный пара­

метр, p  — плотность материала, to — круговая ча­
стота;

д  Д А  . д  _  v2 lA ^  .
12(1 -  v l2v 2, ) ’ 2 1 2 v ,3(I  — v , 2v 2|)*

A  = Д| 2  + 2Д,6; D M, =  D \ 2  = ' ' п о ­

граничные условия свободного края на сторо­
нах х = ±а имеют вид

+ D d2W
12 т тду

= 0.

ох охоу

(2)
= 0

на сторонах у  = ±Ь:

л/, = - ( д c 2W + п / ^ )  =
1 дх- ‘ ду2 )

Уу = - + (А
ду дх2ду

(3)
= 0.

Общее решение задачи может быть представ­
лено в виде суммы четных и нечетных составляю­
щих по каждой из координат:

I

^  = X  W«' (4)
*.;=о

где tV00 является четной по обеим координатам, 
И'',,, — четная по х  и нечетная по .у, и т.п.

Используя стандартную технику разделения 
переменных, общее решение уравнения колеба­
ний (I) для каждого случая симметрии может 
быть записано в виде суммы двух рядов Фурье с 
неон ределе н ными коэффи циента м и

= £ ( A»H j(P"*y)+ в , н № *У))Тк(о-лх)
Л -1

со
+ k(q„jX) + DnHk(qn/x))Tj($nJy),

+

(5)

Л = 1

где тригонометрические и гиперболические 
функции обозначены как

7)M  = {C0SZ' ■/ = |°- t f / d = { Cbh b  ' Дsin г, j  = 1, [sh z. j  = 1.
Константы разделения выбираются в форме, 
обеспечивающей полноту решения (5) на границе 
пластины:

“ - - И 4 (6)"I I" Т/’ rnjа \ 21
Величины р пк, р пк и qhj ,q hj являются корнями сле­
дующих характеристических уравнений:

D2pA -  2Д а 2/»2 + Д  ( а 4 -  О 4) = 0, (7)

D,q4 -  2Dy Рlq2 + А р 4 -  Д О 4 = 0, (8)
которые легко выражаются аналитически:

Р =

Р =

q =

Ч =

1 Д а 2 + у (А 2 -  Д А ) а 4 + Д Д О 4
а

А  а '  -  \ 1 ( 0 :  -  Д Д ) а 4 + Д Д О 4

А

А Р 2 + /(А 2 -  Д А ) Р 4 + Д2о 4
V А

/а р 2 + У (А 2 -  Д А )Р 4 + Д20 4

(9)

(Ю)

D,
В зависимости от знаков подкоренных выра­

жений величины (9), (10) могут быть, вообще го-
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воря, комплексными. Однако в силу соотноше­
ний теоремы Виета для уравнений (7), (8) выра­
жения

A (a i  + ч 1 и \о .2пк + q l j )  =  D A \ t  +  + f nk)  =
(П )

Лп =
( - 1 )"^ /A ( /)2p j  - ( / ) , +  2Ры,)а2„к)

ЩРпк̂ 'АРпкЬНРпк -  Рпк)
(-1 Г ' ь Щ р . р ] ,  - (Ру + 2Д ,„)а;,)^

2о грпкн'АрпкЬ)(р2пк -  р;,к) 

с  ( - \ ) яаЩ (Р хЯ 4-(Р >  + 2Db ,M j)y

2 D \ q „ j H [ ( q , „ a ) ( q l  -  <7Я,-)

0  + 2 Dm№ \ ) y

2Ай./ и i(q,va )(qlj -  qlj)
указанные условия выполняются тождественно.

Условия на моменты М х и М , дают два ф унк­
циональных уравнения вида

В., =

Р2 „_| Р п к  Р п к

( P i Р п к  ~ ( Р у  +  2 . Р ы , ) 0 - ~ „ к 1 Р \ 1 Р п к  ~ Аая*) Н ) ( Р п к У )

Р п к  H ' j ( P n k b )

(DiPnk ~ (Р\ + 2РыЖ М 1 р 1 к  ~ PVnk)Hj(Pnky) _
Р п к н ' А Р п к Ь ) .

= £V ^ y H ) X

A  -  Qmj

(P\Qmj -(Р у  + 2 Д * ) р 1 ) (Д 4  -  Д 2р ') Я * ( 9я,0)

1/Я/

(А ^,/ -  (А  + 2Д,„)Р,-„у)(/У7т; -  Я Х )  Я ,( ^ о )  

^  H'kGmja)/
x T j® mjy ), у е \ - Ь Ы

У

т п у /У ^ п к  п т )  > * '  I 4 ' n j  ' / 'п к Л Ь 'п у

=  Р ,а Апк + 2 Z * a i X  + А <  -  Я ,0 4
обязательно являются действительными.

Общее решение (4), (5) точно удовлетворяет 
уравнению колебаний (I)  и имеет достаточный 
произвол для выполнения любых заданных гра­
ничных условий. В случае свободных краев пла­
стины условия (2) и (3) на нормальные реакции Vх 
и V могут быть выполнены точно. Действитель­
но, из (6) следует, что для любого типа симметрии

Tk(a nka) = Tj{$njb) = 0. Тогда при выборе неопреде­
ленных коэффициентов в форме

a fP i
А я=| Qnj ~ Qnj

(P\Qnj ~(Ру + 2Dhb$ 2nj)(Dnq1„j -  АгРn/)

*
Я*(<jnjx)

X
HAQnfi)

( P \ q i j  - ( Р у  +  2 д , „ )р Ij H P ^ j  -  f l 2p j )

.. Н М ,* )

H'k(Qn,a)

П —2 2~ m-\ Pmk Pmk

(PyPmk ~(Py + 2P(,b)<X~mk)(P2Pmk ~ P\2a 'mk) .
Pmk

. . " M )

Pj(Pmkb)

_ (PiPmk ~ (Ру + 2Рьь)а тк)(Ргртк -  P\2a mk)

H j C P n k b )

Pmk

T № mkx), x e \-a :a \ .
Hj(Pmkb)j

Данные равенства после разложения входящих в 
них гиперболических функций по тригонометри­
ческим

i r ' g - W r | ,M i
Hk(qa) а яЛ CLmk+q-

I I , ( Р У )  =  ^ ( - Г ' ( 2 - « Л )  •

Pi, + p2
_  ' Т,(?>т,У)

Hj(pb) 0 m-| Рту 
и перестановки порядка суммирования в левой 
части равенств приводят к бесконечной системе 
линейных алгебраических уравнений относи­
тельно последовательностей {Л',,}’,, и {К„|я=|: 

2 - M i m
Ут 222Д1^АА

у (4Аб„ + АА2 -  A O P ja i  + />|2fl,Q4 v

t !  ( * n k  + <7ту)(ая* + q lj)

у  _ 2 5A08|m ^
2 ЬА2т̂ Р 2

(12)

.. 5Г<4А* + А  А, -  D y^W m k  + А :А (24,,
х 2 -  ~ 2  Г Т ^ Г у--------------------- у п  •

п-1 (P i + Р т к ) (  P i  + p i )
(т = 1,2,...).
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Здесь 5„„, — символ Кронекера,

Д| = Ht ( w ) x

H'k(qmja)

х ( /У/„„ ~ ( А  + 2Аб)Рт/)(А<//;;/ ~ АзРм/)

2 Д ^ ( Й  -9ту)

J i M x

H'k(qmja)

(/У/„’„ - ( А  + W b(f y ( D « l j  -  /),# ;„)

- i\qnj^qnj ~ q~mj)

д .  = W X
H)(pmkb)

x ( D l P m k ~(Ar + 2A,(,)Ctm<)( Aim* ~ ̂ I2am*) _
I D l P m k G m k  ~  P m k )

H jQ mkb )y

H](pmkb)

x (A  Pm* ~ ( A  + 2Р„ь)а.тк){РгРтк -  P\2a mk)
Щ Р т * ( р О л  ~  P m k )

Заметим, что выражения Д^,, обязательно яв­
ляются действительными для любой комбинации 
параметров задачи. Таким образом, коэффициен­
ты системы ( 1 2 ) в силу тождества ( I I )  также дей­
ствительны. Нетривиальное решение данной си­
стемы на собственной частоте колебаний позво­
ляет получить явное аналитическое выражение 
для собственных форм колебаний:

2ZT'  ̂  я=| /Л/А Р п к

РгРпк ~ ( А  + -^ы.У^-пк Н^РикУ)

V Р п к  H j i P n k b )

N
АР,^ Ч^РпкУ)

Рпк Н)(рпкЬ)
Тк(а пкх) +

2  а  г  « 4 - 4

А Й  -  (А  + 2 А Ж /  Нк(д„х)
q,j HktinjO)

/У/»/ -  (А  + 2/),,,,)(3;,у Нк(дП1х)

q.,j H'k(qnja)
m 4y).

АНАЛИЗ И РЕШ ЕН ИЕ 
БЕСКОНЕЧНОЙ СИСТЕМ Ы

Следуя теории бесконечных систем 1201. запи­
шем систему ( 1 2 ) в канонической форме при по­
мощи замены переменных Z 2m_, = Ym,Z 2m = Х,„

сю

Zm=YdMmnZn ( r n  =  1 ,2 , . . . ) -  ( 1 3 )
П=I

Бесконечная система линейных алгебраических 
уравнений называется регулярной, если сумма 
модулей коэффициентов для любой строки си­
стемы меньше единицы; если же можно указать 
число 0 , такое что

5 .  = Z K J  *  в  < I. <14>
я=|

то систему называют вполне регулярной 1201. При 
выполнении условий регулярности (вполне peiy- 
лярности) бесконечную систему можно рассмат­
ривать как функциональное уравнение в про­
странстве ограниченных последовательностей /и. 
Для таких систем при некоторых ограничениях на 
свободные члены | 2 0 | можно гарантировать су­
ществование ограниченного решения. Для впол­
не регулярных систем гарантируется также един­
ственность ограниченного решения. Если ука­
занное условие (14) выполняется с некоторого 
номера /л > N K, то бесконечная система называ­
ется квазирегулярной, и ее исследование можно 
свести к анализу конечной системы порядка NK. 
Очевидно, что полученная система (12) не может 
быть вполне регулярной на всем диапазоне ча­
стот, так как в силу ее однородности это привело 
бы к наличию только нулевого (тривиального) ре­
шения.

Для исследования регулярности системы (12) 
используем известные значения рядов 12 11

I
I

, а-м+Ч'И I
X  + У ---- ---- 7 = —  cth qa + -Ц,
q ~ l(n n /a )  +q~ 2q 2q~

СЮ (Ю
T  —j- ^ — 7 -  У ----------- !------7------ -  —  til qa.

+ q" ^ ( n ( n - \ / 2 ) / a y  +q- 2q
Объединяя эти формулы с учетом введенных обо­
значений. можно записать

S 1 _  аг_ Ч к(да) 1 - к

^  H'k(qa) 2q-
Аналогично получаем

0 5 )

У _ i  = a " M + I z 2  (16)
„ _ Х  + А  2РН](рЬ) 2 р- 

В силу того, что коэффициенты системы (12) 
являются знакопеременными лиш ь для первых 
строк и столбцов бесконечной матрицы, ряды в
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условиях регулярности (14) можно вычислить 
точно на основе формул (15), (16):

* 2 -8 ,„ 8 ,
'|д ! '

X ](/),/), + 4 /)66 -  D ffll i

21̂ я.|

а НАЧщр) ( I - к
—2

З т> И 'к(Чт;а) Яmi

( Д А  + 4D l -  n l i t a i ,  -  Пи п &

Я mi Qmj

a Hk(qm.a) a l / k(qmJa) I — к
+ -

q"v H'k(qmja) Яmj Hk(qmja) Яп,Ят,

2 -  5i0S|m

(яmi Я mi)

^2m ~ Y ,^ 2 m J -M 2 m m ) + ^ - F = r L2 
1 1 4 ^ /В Д Д *

(A  A  + 4 D,tb -  I): )amk
b Hj{pmkb) | 1 - j

Pmk Hj(pmkb) 2Pmk 

(A  A  + ^ A.ft ~ A  )a mkPmk ~  A 2A Q  v
— 2 2
/*mA Pmk

Ь Hj{Pmkb) b Hj(Pmkb) 

, P"’k H'j(pmkb) Pmk H](pmkb)
+

T —2 ( P m k  P m k )
P m k  P m k

Здесь номер N  =  N(Cl) выбирается таким образом, 
чтобы обеспечить положительность Л/,„„ (/; > /V). 
Переходя к асимптотике при /и —» оо и учитывая, 
что

д !  =  Р |°*  ^  +  о Ц -
2 V2  V A (A  + V A A ) U W

Д 2 _  д а  +■ 4Д„(Л/ в д  -  д 2-
2J2yjD,(D3 + ylDtD2)

2-о .тк+0\ I
, а т*

получаем, что четные и нечетные суммы стремят­
ся к одному и тому же постоянному пределу

1'Ш Д2т-1 = 1'т  $2т =т кс т-кс
х2 (17)_ А  А  -  Р|2 ~ 4Д(,(,/)|2 _ 0 < 1

Д А  -  Д 22 + 4Д66>/Д А
Формула (17) указывает, что всегда найдется но­
мер Л у  начиная с которого ряды в условиях регу­
лярности становятся меньше единицы, то есть 
система (12) является квазирегулярной.

Заменой вида
-V»

Z m = ^ m Z ,  (т > Nr) (18)
ы

бесконечная система сводится к совокупности 
вполне регулярных бесконечных систем относи­

тельно [с \ (/ =  1 ,2 , ..., NK) с одинаковой* >m=NR* I

(19)

матрицей:
со

С =  Z  м т£ п + М т1,
Л=\* + |

(т = N r + \ ,N  r + 2,...).
При этом из ограниченности свободных чле­

нов данных систем следует, что каждая из них 
имеет единственное ограниченное решение. Та­
ким образом, вопрос о  существовании ограни­
ченною  решения для исходной квазирегулярной 
системы (12) оказывается эквивалентен вопросу 
существования решения конечной системы отно­
сительно первых неизвестных {Zm}^*h которую 
можно получить, подставив (18) в (13) при т  =  I,
2...... ЛУ

/V»
Zm -  X • <20>

Я=1

где (У , = М тп + Л/п/^ .  Таким образом, ра­
венство нулю определителя конечной системы 
(20) дает дисперсионное уравнение для определе­
ния собственных частот пластины:

det||6m„ -  Qmn\ =  0.
Для построения эффективного алгоритма ре­

шения систем (19) найдем аналитически асимп­
тотику их решений. С этой целью проведем заме­
ну переменных вида

у  у
f 1 _  Г)4 2П-<2+*>./ р/ _  2 Н2+Х) t
S2m- 1  A  Р m j У  т ’ г>2т ^ 2 т к  -*“т ’ 

где X найдем из условия, что преобра зованные си­
стемы

N>■/4
Р  mi I U-,

У т  =

V  1
х X

я=\,+1

■ | а ]

г»2 -X
Р<ч/-а«*

. 4 - 2 - Х

(<*«* +ql,)(a„k + q 2mj)

+ М  2m- l j f im j

д
' mJ 

I/2+ X /4
= о £ Г а '

Х/4

-X,', +

(21)

: Z
n = N , * \

(4Ды. + д а -  a x a a ;  + д 2/ д т [ у - л / +

(Рл, + /4)<Рл, + p i )

Л/ а 2+х
. (2/Vr = /V«; m =/V r + l,(Vr + 2,...) 

‘h

удовлетворяют обобщению закона асимптотиче­
ских выражений Б.М. Кояловича |9 |.
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Таблица 1. Упругие характеристики некоторых материалов
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Материал £| х К) 5, кгс/см2 (7 х 10 5. кгс/см2 V I2 V21

М | — стекло 0.7 0.28 0.25 0.25

М2 — стеклотекстолит КАСТ-В 2 . 0 0.40 0 . 2 0 0 . 1 1

Му — эпоксидное стекло 0.61 0 . 1 2 0.23 0.09

При этом из условия ограниченности свобод­
ных членов систем (21) получаем, что Х е |0 :1 ) . 
Для краткости опуская математическое доказа­
тельство, лиш ь отметим, что коэффициенты си­
стемы (21) удовлетворяют оценкам в условиях 
указанной теоремы для любого показателя 
X е 10; 1). Однако обязательным условием суще­
ствования общего ненулевого предела у решения 
каждой из систем (2 1)

limy', = lim х т = К , > 0
/я—хо  т -> х

является тот факт, что данные системы должны 
оставаться регулярными, но уже не удовлетворять 
условию вполне регулярности, то есть ряды в усло­
виях регулярности должны стремиться к единице 
снизу. Это и дает уравнение для вычисления X.

Действительно, вычисляя на основе формулы 
Эйлера— М аклорена значение ряда

S'„(z) =
у  ( /) - !  + j /2 )  л 
^ ( n - \ + j / l ) 2 + z 2

_ </У + у/2) -1-Х

1+Х
F' 2 ' I

1 + X. 3 + X,
Л' + j /2

2\
+

X

( N + j / 2 Г , M N + j /  2 ) x“‘ |
2((/V + j /2 ) 1 + z 2) 12( ( /V + j /2 ) 2 + Z2)

(N + j/2 ) '-2- ( N + j/2)'~k ..
6(((V + j /2 ) 2 + z 2)2 720((/V + j/2 )2 + z 2)

( X(X + 1)(X + 2) . 6X2
( /V  +  j / 2 ) 4 ( ( ( V  +  j / 2 ) 2 + z 2) ( N  + j / 2 ) 2

24(1-X )
( ( N  +  j / 2 ) 2 +  z W ;

j -q j  _  V2 V Д| I ) ,  _ D\ Д  ~  Д  2 ~  £ A.6 A  2  x
■]V/),D2 -  D\ А  А? -  Д 2 + 4Д b'JA  A

sin X + l arctg Д Д  _ 1

A
cos-. дХ

Следовательно, равенство 
/(X ) = 1 (22)

даст искомое уравнение для определения показа­
теля X.

В табл. I представлены упругие константы для 
стекла и стеклопластика. Для данных материалов it 
табл. 2 проиллюорировано решение уравнения (22).

Известный степенной закон убывания реше­
ний систем (21) позволяет для нетривиального 
решения исходной бесконечной системы, соглас­
но формуле (18), получить главный член асимп­
тотики в форме

). I
КО/ 2

р5х

±4
к p j 2

2+Х
а  тк

(т -> оо)

и свести решение исходной бесконечной сис­
темы (12) к нахождению нетривиального решения 
конечной системы относительно первых неиз­
вестных К|, Л'|,К2, Х 2......Yn ,X n и предельной кон­
станты К. Таким образом, удается найти всю по­
следовательность неизвестных коэффициентов в
обшем решении Wkr что позволяет получить ана­
литическое решение поставленной задачи (1)—(3).

ЧИ СЛЕН Н Ы Е РЕЗУЛЬТАТЫ
Предложенный подход был программно реа­

лизован для вычисления собственных частот и 
построения собственных форм прямоугольных

и переходя к его асимптотике при z -> со:

2 cos—  ̂ ^  )
2

получаем, что ряды в условиях регулярности 
систем (21) стремятся снизу к значению

(14)

Таблица 2. Показатель X в асимптотике решения

Материал X

Л/, — стекло 0.809211
Л7, — стеклотекстолит КАСТ-В 0.581107
М2 — эпоксидное стекло 0.614004
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Таблица 3. Первые собственные частоты ц = 4Q2 для 
квадратной изотропной пластины при v = 0.3

N N  =  10 141

1 13.4682 13.4728
2 19.5960 19.5961
3 24.2702 24.2702
4 34.8008 34.8011
5 61.0949 61.0932
6 63.6868 63.6870
7 69.2653 69.5020
8 77.1724 77.5897
9 105.461 105.463

10 117.108 117.109

ортотропных пластин. Как частный случай был 
рассмотрен случай изотропной пластины, для ко­
торого, как известно

v = v I2 = v'21. Е = Ей G = Е
2(1+ v)

Прежде всего, было проведено сравнение с из­
вестными в литературе результатами, полученны­
ми на основе метода Рэлея—Ритца |4 |. Для удоб­
ства сравнения в табл. 3 представлен частотный
параметр р = 4 Q \ Практически все значения сов­
падают, за исключением 7 и 8 мод, которые явля­
ются кососимметричными по обеим координа­
там. Здесь отличие составляет около 0.5%. Д ан­
ный факт, по-видимому, связан с более слабой 
сходимостью метода Рэлея-Ритца по выбранным 
нечетным функциям.

В табл. 4 представлены первые десять соб­
ственных частот для квадратных пластин из стек­
ла и стеклопластика (см. табл. I). На рисунке 
представлены соответствующие им фигуры Хлад- 
ни — у зловые линии собственных форм. При этом 
для квадратной пластины из изотропного матери­
ала /V/, собственным значениям, отвечающим мо­
дам, симметричным по одной из координат и ко- 
сосимметричным по другой, соответствуют две 
собственные формы IV0I(х,у) и fV]0(x,y). Поэтому 
для данных собственных частот на рисунке при­
водятся две фигуры Хладни: первая соответствует 
форме IV0,(.х ,у), вторая соответствует И/0|(дг,у) — 
— Wl0(x,y). Заметим, что именно вторая фигура 
наиболее часто встречается в эксперименте. Из 
табл. 4 и рисунка следует, что во всех примерах 
фундаментальная частота соответствует кососим- 
мегричным по обеим координатам формам. 
При этом результаты для двух орготронных мате­
риалов М2 и Муоказываются более схожими меж­
ду собой, чем результаты для изотропного мате­
риала М ,. Это проявляется и в близости собствен­
ных частот, и в одинаковом характере фигур 
Хладни. Наибольшее отличие между изотропным 
и ортотропным материалами проявляется для 
симметричных мод, в частности, для второй и 
третьей мод. Хотя для всех трех материалов они 
имеют одинаковый характер симметрии, фигуры 
Хладни значительно различаются для изотропно­
го материала Л/, и для двух ортотропных материа­
лов М2 и Му.

Таблица 4. Первые собственные частоты £2 для квадратной пластины

п М\ Симметрия м 2 Симметрия Му Симметрия

1 1.8645 (1. 1) 1.5916 (1, 1) 1.5832 (1, О
2 2.2434 (0,0) 2.0213 (0. 0) 1.8792 (0, 0)

3 2.4503 (0. 0) 2.3683 <0, 0) 2.3653 (0.0)

4 2.9834 (1 .0 /(0 , 1)) 2.5628 (1,0) 2.4872 (1.0)

5 3.9144 (1.0 /(0. 1)) 2.7436 (0, I) 2.7349 (0. 1)

6 4.0316 (0,0) 3.3787 (0,1) 3.1388 (0,1)

7 4.2093 ( 1 ,1) 3.5314 (0,0) 3.4892 (0,0)

8 4.3988 (1,1) 3.6937 (1.1) 3.5140 (1,1)
9 5.1780 (1.0 /(0 . 1)) 3.9211 (1,0) 3.9210 (1,0)

10 5.4316 (0,0) 4.1467 (1,1) 4.1395 (1,1)
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ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
Таким образом, представленный здесь алго­

ритм построения собственных частот и форм ко­
лебаний прямоугольной ортотропной пластины 
лает возможность решения поставленной задачи 
с требуемой точностью на основе известного 
асимптотического закона убывания коэф ф ици­
ентов в общем решении.

Сравнение вычисленных собственных частот с 
известными значениями показывает полное их 
совпадение. В приведенных примерах отличие в 
фигурах Хладни для изотропной и ортотропных 
пластин наиболее отчетливо проявляется на сим­
метричных модах, в частности на второй и тре­
тьей модах.
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