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ВВЕДЕНИЕ
Один из основных эффектов в гидродинамике 

стационарных сдвиговых течений дисперсных сред 
состоит, как из1зсстно, в увеличении эффективной 
сдвиговой вязкости. Результаты многочисленных 
экспериментов и известные реологические модели, 
основанные на решении стационарного уравнения 
Стокса, дают увеличение эффективной вязкости 
дисперсных сред, в частности суспензий, с ростом 
объемной концентрации включений 11,2|.

В быстрых же колебательных процессах при виб- 
роакустических воздействиях на суспензию ситуа­
ция существенно меняется. Если плотность вклю­
чений отличается от плотности несущей жидкости, 
то основной эффект в дисперсной среде обусло1злен 
инерционно-вязким взаимодействием включений 
с жидкостью при их относительных поступатель­
ных колебаниях |3 |. Среда “приобретает" эффек­
тивные инерционно-вязкие свойства, характеризу­
ющиеся комплексной динамической плотностью, 
зависящей от размера, концентрации, относитель­
ной плотности включений и частоты поступатель­
ных колебаний |4 |. Действительная часть ком­
плексной плотности является мерой инерции дис­
персной среды, а мнимая часть характеризует 
вязкую диссипацию, демпфирование поступатель­
ных колебаний или грансляционную вязкость.

При распространении звука в дисперсной сре­
де, как и в однородной жидкости, движение каж­
дого представительного элемента я!зляется супер­
позицией поступательных, объемных и деформа­
ционных сдвиговых колебаний. С каждым типом 
колебаний дисперсной среды связаны эффектив­

ные динамические свойства — комплексная плот­
ность, объемная и сдвиговая вязкость. Здесь также 
основную роль играет комплексная динамическая 
плотность, в значительной мере определяющая 
скорость и загухание звука.

Что же касается эффективной сдвиговой вязко­
сти в акуст ических процессах, то обычно считается, 
что она играет менее существенную роль и, по-ви- 
димому, по этой причине не исследовалась. Однако 
для сред, в которых плотность включений равна 
плотности жидкости, инерционно-вязкое взаимо­
действие при поступательных колебаниях исчезает 
из-за отсутствия относительного движения. В этом 
случае эффективная сдвиго1зая вязкость становится 
од11 и м и з ос нови ых д исси пати ин ых с войств.

При низкочастотных сдвиговых колебаниях та­
кой среды движение жидкости в окрестности вклю­
чений определяется вязкими силами, а ее сдвиговая 
вязкость может быть определена по извесшым 
фюрмулам реологии суспензий. В предельном слу­
чае малой концентрации Т1зердых сферических 
включений большинство реологических фюрмул 
асимптотически переходят в фюрмулу Эйнштейна. 
Однако при высокочастотных дефюрмационных 
колебаниях дисперсной среды движение жидкости 
13 окрестности включений определяется инерцион­
ными силами везде, кроме тонких пограничных 
слоев, 1зозникающих на n o i e p x H o c r u  включений. 
В этих пограничных слоях происходит основная 
диссипация, определяющая сдвиговую вязкость 
дисперсной среды.

Основная цель работы заключается в иллюстра­
ции существенного влияния высокочастотных де-
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формационных колебаний дисперсной среды на 
эффективную сдвиговую вязкость.

ДЕФ ОРМ АЦИОННЫ Е КОЛЕБАНИЯ 
ДИ СП ЕРСН ОЙ СРЕДЫ

Рассмотрим деформационные колебания не­
сжимаемой дисперсной среды, образованной рав­
номерно распределенными в несущей жидкости 
твердыми сферическими включениями. Для про­
стоты и наглядности воспользуемся простой яче­
ечной моделью, где элементарным представитель­
ным объемом будем считать сферическую ячейку 
жидкости радиусом Ь с одним твердым включени­
ем радиусом а. Отношение объемов включения и 
ячейки примем равным объемной концентрации 
включений в среде а  =  (а/Ь)у. Для определенности 
рассмотрим случай, когда плотность включений 
равна плотности несущей жидкости.

При деформационных чисто сдвиговых колеба­
ниях дисперсной среды, представляющих ее пери­
одическое растяжение-сжатие водном направле­
нии и сжатие—растяжение в двух других направле­
ниях, усредненные по элементарным ячейкам 
компоненты поля скорости в декартовых коорди­
натах имеют вид

Ux = i х, Uу =  - ^ ё .у ,  Uz = - ^ ez, ( I )

где ё =  dz/di — колебательная скорость относи­
тельного удлинения представительного элемента 
среды. В этом случае, как и при деформационных 
колебаниях однородной жидкости, поворотом си­
стемы координат тензор скорости деформации 
диагонального вида с компонентами ё, - ё /2 , - ё / 2 
можно привести к недиагональному виду с соот­
ветствующими компонентами скорости сдвиговой 
деформации. Нормальные растягивающие и сжи­
мающие напряжения, создающие чисто сдвиговые 
деформации, трансформируются при этом в каса­
тельные напряжения [5|.

При деформационных колебаниях среды лю­
бой ее сферический обьем радиусом Ь, в том числе 
и сферический объем с центром в начале коорди­
нат, периодически деформируется в вытянутый и 
сплюснутый сфероид, форму которого в полярных 
координатах г, 0 представим в виде

/J(0) = Z>[l+eK,(cosO)], (2)

где Ej(cosO) = 3cos2 0 - 1 
2

поверхностная сфери­

ческая функция второго порядка, 0 -  полярный 
угол, отсчитываемый от ос их. Поскольку скорость 
диссипации энергии в элементе единичного объе­
ма однородной Ж И Д К О С Т И  С  В Я З К О С Т Ь Ю  Г) при скоро­
сти сдвиговой деформации вида (1) равна = 
=  2г|^ё"’ + 2(ё/2) J =  Зг)ё2, то в сферическом объеме 
жидкости радиусом Ь она равна

Ё0 = (4/3 )пЬ 'Ё 1 =  4лй'г|ё2. (3)
Далее для вычисления скорости диссипации в 

дисперсной среде примем, что поверхность сфери­
ческой ячейки также деформируется в сфероид по 
<|юрмуле (2). При этом для определения эффектив­
ной вязкости дисперсной среды вычисленную 
скорость диссипации в ячейке с включением бу­
дем относить к скорости диссипации в ячейке од­
нородной жидкости (3). Граничные условия для 
составляющих скорости и вязких напряжений на 
поверхности ячейки (г=  Ь) и твердого включения 
(г=  а) запишем в виде

и г ( г  =  b) =  zbY2(cosO), и г ( г  = а ) - 0 ,  (4)

а г0(г = Ь) = п 1_ди,
г 50

дм»
дг Г  I  г = Ь (5)

и0(г = а) = 0.
Отметим, что в общем случае задачу о сдвиго­

вых колебаниях дисперсной среды или сферои­
дальных колебаниях жидкой ячейки с включением 
следует рассматривать на основе нестационарного

уравнения Стокса р —  =  - У  р + i]V 'u, приводяще­
го

го, однако, к весьма громоздким результатам. В свя­
зи с этим отраничимся здесь предельными случая­
ми низкочастотных и высокочастотных сдвиговых 
колебаний, соотттетствующих малым и большим ко­
лебательным числам Рейнольдса (Re„, =  ро2со/г)), 
определенным по радиусу включений, частоте ко­
лебаний, плотности и вязкости жидкости.

СФЕРОИДАЛЬНЫ Е КОЛЕБАНИЯ ЯЧЕЙКИ 
ДИ СП ЕРСН ОЙ СРЕДЫ ПРИ <  I

Наиболее простой подход к изучению сдвиго­
вой вязкости концентрированных дисперсных 
сред дает модель деформируемой в а|>ероид ячей­
ки со свободной поверхностью. Относительную 
сдвиговую вязкость дисперсной среды определим 
при этом как отношение диссипации энергии в 
ячейке с включением к диссипации в ячейке одно­
родной жидкости.

Если жидкая ячейка с твердым включением со­
вершает низкочастотные сфероидальные колеба­
ния и силы инерции малы по сравнению вязкими 
силами, то скорость, давление, вязкие напряжения 
и диссипация при Re(„ «  I находятся из решения
стационарного уравнения Стокса V р  =  г)V u, удо­
влетворяющего уравнению неразрывности Vu = 0 
и граничным условиям (4), (5). Из решения стаци­
онарного уравнения Стокса была получена зави­
симость для вязкой диссипации энергии в ячейке с 
включением в виде

Ё  = 4яг)ё"б’ I +
- а  - - а 10̂ ’ 
2 2

/ ( а )
(6)
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где
/ ( о ) = 1 _ 2 5 а  +  2 ]а д а _ 2 5 а 7„ + а ,.,3 

4 2 4
Отсюда отношение эффективной вязкости дис­

персной среды к вязкости несущей жидкости, рав­
ное отношению скоростей диссипации (6) и (3), 
было получено Бреннером |6 | в виде

= | + — а  ~  а ^ - . (7)
Ч £о 2 /(<*)

С достаточной для оценок точностью формулу (7) 
при умеренной концентрации включений ( а  < 0.3), 
как и ряд других формул, удовлетворительно согла­
сующихся с известными экспериментальными дан­
ными, можно записать в более простом виде:

Л  .и  . .  2  +  a  ( g )
г) 2(1 -  2а)

При а  < 0.3 результаты по (7) и (8) отличаются ме­
нее чем на 5%. При малой же концентрации вклю­
чений ( а  <§ 1) соотношения (7) или (8) асимптоти­
чески переходят в формулу Эйнштейна для вязко­
сти суспензий:

34Ъ = 1 + ^ а . (9)
П 2

СФЕРОЙ ДАЛ ЬН Ы Е КОЛЕБАНИЯ ЯЧЕЙКИ 
ДИ СП ЕРСН О Й  СРЕДЫ ПРИ Re,„ 5> I

В этом случае инерционные силы являются 
преобладающими, и движение жидкости можно 
считать потенциальным во всей ячейке кроме вяз­
кого пограничного слоя на поверхности включе­
ния. Считая толщину пограничного слоя б =
=  (2г)/ро))'^2 много меньшей радиуса включений а, 
поле скорости идеальной жидкости в ячейке най­
дем из решения уравнения Лапласа Утр = 0 для 
потенциала скорости:

ф = Т ^ ( т +Й 1'2(с“ е)’ <10)
удовлетворяющего граничным условиям (4) для 
радиальной составляющей скорости.

Для касательной же составляющей скорости 
идеальной жидкости на поверхности ячейки (г  = Ь) 
и включения (г =  а) вместо граничных условий (5) 
получим следующие соотношения:

При условии прилипания жидкости на поверх­
ности включения, м0(г =  а) =  0, касательная ско­
рость идеальной жидкости (12) “ вырабатывается”

в вязком пограничном слое б, где и происходит 
диссипация энергии.

Считая тонкий пограничный слой локально 
плоским, скорость диссипации энергии на всей по­
верхности сч|)ерического включения определим как

Е = 2ла: 3 Jw,; (а ,0 )sin 0</0. (13)
и

В результате получим

Ё = I P ^ g  Ё-У«
3 6 ( , _ a v -y

(14)

Таким образом, сдвиговая вязкость дисперсной 
среды в этом случае выражается формулой

Пспг _ Ё_ _  5 аа

П Ёо 68 ( | _ а * ) 2
(15)

или, при малой концентрации включений, — фор­
мулой

Г| 66
(16)

Далее для объединения частных результатов по 
эффективной вязкости дисперсных сред при ма­
лых и больших колебательных чисел Рейнольдса 
воспользуемся решением аналогичной по физиче­
скому смыслу задачи о силе вязкого сопротивле­
ния, действующей на твердую сферу при ее посту­
пательных колебаниях в вязкой жидкости. В этой 
задаче точное решение нестационарного уравне­
ния Стокса, справедливое при произвольных Re„„ 
дает известную формулу Дамба |7, 8| для силы вяз­
кого сопротивления (без инерционной составляю­
щей) в виде суммы стационарной составляющей 
Стокса и динамической составляющей, обуслов­
ленной поступательными колебаниями сферы со 
скоростью У(г):

/=’ =  6 л г |а ( 1 + |) к  (17)

Здесь следует отметить, что второе слагаемое в
(17) может быть также получено из решения задачи 
в приближении идеальной жидкости, как и ф ор­
мула (16). С учетом образования тонкого погра­
ничного слоя на поверхности колеблющейся сфе­
ры при Re„, S> I динамическая составляющая силы
вязкого сопротивления 6nr\a(a/8)V определяется 
как F =  (1/2)d ii/dV , где скорость диссипации в по­
граничном слое вычисляется по формуле (13) при 
подстановке в нее касательной скорости идеаль­
ной жидкости ио(о,0) =  (3/2)KsinO, соответствую­
щей поступательным колебаниям сферы |4|.

Таким образом, гот факт, что при произвольных 
колебательных числах Рейнольдса диссипация и 
сила вязкого сопротивления равны сумме предель­
ных значений при Re,,, <€ I и Re,„ §> I, использован
здесь как основание для суммирования частных
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результатов по эффективной вя зкости дисперсных 
сред. Исходя из этого, формулу для эффективной 
вязкости дисперсных сред при малой концентра­
ции сферических включений запишем в виде 
суммы стационарной и динамической составляю­
щих (9) и (16):

= I + - а ( | + —).
п 2 V 35/

В этой формуле, иллюстрирующей роль динам и­
ческого слагаемого в эффективной вязкости дис­
персной среды при ее деформационных колеба­
ниях, состоит цель работы. Например, для такой 
дисперсной среды, как водная суспензия твердых 
частиц радиусом 0.1 мм, при частоте деформаци­
онных кол еб ан и й /=  10 кГц параметр а /8  * 15, что 
дает шестикратное увеличение эйнштейновского
слагаемого (5/2)о.

Для концентрированных сред эффективная 
сдвиговая вязкость, по-видимому, также может 
быть представлена в виде суммы составляющих (8) 
и (15), соответствующих низкочастотным и высо­
кочастотным деформационным колебаниям:

И! ~ 2 + а  | 5аа 
г) ~ 2(1 -  2а) ^ ( j - a * 3)2'

Отсюда следует, что, например, при а =  0.3 эф ­
фективная вязкость водной суспензии частиц за 
счет динамического слагаемого будет примерно в 
три раза больше, чем при стационарном сдвиго­
вом течении.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
На основе рассмотренных вязких диссипатив­

ных процессов в дисперсной среде при се дефор­
мационных колебаниях показано, что к известным 
реологическим формулам для эффективной сдви­
говой вязкости должна быть добавлена динамиче­
ская составляющая, обусловленная образованием 
на поверхности включений вязкого пограничного 
слоя с повышенной диссипацией. Приведенная

для разбавленных суспензий формула Эйнштейна 
с дополнительным динамическим слагаемым яв­
ляется но физическому смыслу и содержанию ана­
логом известной формулы Ламбадля силы вязкого 
сопротивления, действующей на колеблющуюся в 
жидкост и с([>еру.

Во избежание недоразумений отметим специ­
фику деформационных или чисто сдвиговых коле­
баний среды. В отличие ог обычно рассматривае­
мого движения дисперсной среды при сдвиговых 
течениях в вискозиметрах, здесь движение среды и 
ее элементарных ячеек с включениями происходят 
без вращения.

Отметим также, что при распространении аку­
стических волн в дисперсных средах деформаци­
онные колебания среды сопровождаются объем­
ными колебаниями. В этом случае эффективную 
сдвиговую вязкость следует рассматривать одно­
временно с эффективной обьемной вязкостью, не 
имеющей, однако, динамической состашшющей.
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