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ВВЕДЕНИЕ

В акустической литературе последних лет на­
блюдается рост числа публикаций, посвященных 
акустическим метаматсриалам (Д М М ). Эти ис­
кусственно создаваемые композиционные мате­
риалы обладают существенно более широким 
спектром волновых свойств, чем обычные мате­
риалы и среды, включая ранее неизвестные свой­
ства, и, соответственно, имеют перспективы бо­
лее широких практических приложений. Хотя ис­
следования в этой новой области акустики еше не 
вышли из лабораторной стадии, уже полученные 
результаты позволяют предположить, что в недале­
ком будущем такие материалы дадут возможность 
направлять потоки акустической энергии по нуж­
ным траекториям с требуемой скоростью и интен­
сивностью и, таким образом, обеспечат новый, бо­
лее высокий уровень решения практических задач 
эффективного управления виброакустически ми 
полями в технике, медицине, строительстве и дру­
гих областях — см., например, 11—3|. А пока основ­
ные усилия исследователей направлены на кон­
струирование и изучение новых материалов и на ре­
шение целого ряда научных проблем, в том числе 
теоретического характера, необходимых для со­
здания А М М  с заданными волновыми свой­
ствами.

Данная работа посвящена построению теории 
распространения волн в одном перспективном, 
но малоисследованном классе акустических ме­
таматериалов и сред, представимых двумерными 
линейными периодическими структурами обще­
го вида. Их волновые свойства зависят от устрой­
ства и параметров ячеек периодичности. В работе 
предполагается, что ячейкой является колеба­
тельная система, имеющая произвольное число 
степеней свободы, включая внутренние (скры­
тые) степени свободы, и состоящая из соедине­
ния линейных дискретных и/или непрерывных 
механических элементов. Работа является про­
должением статьи |4| и обобщает на двумерные 
акустические материалы и среды подход и резуль­
таты, полученные гам для случая одного измере­
ния. Ниже предложена общая двумерная дискрет­
ная модель, выведены формулы для эффективных 
параметров и энергетических характеристик, ис­
следованы волновые свойства и ограничения, на­
кладываемые на двумерные А М М , дана их класси­
фикация и приведено несколько новых схем дис­
кретных и непрерывных А М М  различных типов, 
включая так называемые гиперболические А М М . 
Демпфирование в данной работе не учитывается.

Напомним сначала некоторые необходимые 
для дальнейшего основные положения предло­
женного в |4| подхода к  анализу акустических ма­
териалов и сред указанного типа. Первое положе­
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ние касается определения акустической среды. В 
литературе по этому вопросу нет четкости. Нет 
также и четкой классификации сред, в которых 
возможно существование упругих волн. Обычно 
принято различать среды по их материальной 
природе и по их математическому описанию. Од­
нако существуют среды одной и той же природы, 
в которых можно наблюдать принципиально раз­
личные волновые эффекты. В то же время, в неко­
торых средах разной физической природы имеют 
место совершенно идентичные волновые эффек­
ты. Желательно поэтому иметь классификацию 
упругих сред не только по их материальной приро­
де, пространственной размерности или по слож­
ности математического описания, но и по волно­
вым свойствам. Это особенно важно при создании 
новых искусственных материалов, которые могут 
состоять из элементов различной материальной 
природы и, главное, структура которых напрямую 
зависит от проектируемых волновых свойств.

По мнению автора, наиболее важной характе­
ристикой среды, ответственной за ее волновые 
свойства, является число независимых плоских 
нормальных волн — свободных волновых движе­
ний, которые среда может поддерживать без 
внешних воздействий. Это мнение основано на 
том факте, что волновые свойства сред с одинако­
вым числом волн принципиально ничем не разли­
чаются (например, свойства единственной нор­
мальной волны в тон кой трубке с воздухом и в про­
дольно колеблющемся упругом тонком стержне). Л 
среды с различным числом волн демонстрируют 
качественно различные волновые эффекты (на­
пример, у свободной плоской поверхности упруго­
го твердого тела, у которого есть три типа нормаль­
ных плоских волн, может существовать волна рэ- 
леевского типа, а в жидкости, у которой только 
один тип волн, волна Рэлея в принципе невоз­
можна). По этой причине, с точки зрения волно­
вой теории, было бы целесообразно классифици­
ровать среды и метаматериалы именно по числу 
независимых типов нормальных волн.

Существует простое правило для определения 
этого числа |5|: оно в точности равно числу неза­
висимых физических механизмов обмена энергией 
между соседними участками непрерывной среды 
или между соседними ячейками периодической 
структуры. Для непрерывных сред, колебания ко ­
торых описываются линейными дифференциаль­
ными уравнениями, это число также равно полови­
не порядка старшей производной по простран­
ственным координатам, а для периодических 
структур оно определяе тся свойствами некоторой 
матрицы, характеризующей колебания одной 
ячейки периодичности — см. далее.

Учитывая сказанное, мы будем придерживать­
ся следующего определения |4|: под упругой сре­
дой или материалом акустического типа будем 
понимать непрерывную среду или периодиче­

скую  структуру, в ко торой существует тол ько один 
тип плоских упругих нормальных волн. Акустиче­
ские среды, таким образом, являются простей­
шими по своим волновым свойствам. Помимо 
жидкостей и газов, являющихся традиционно аку­
стическими средами, в этот класс входят, в соот­
ветствии с данным определением, ряд упругих 
сред, например, продольно или крутильно колеб­
лющиеся тонкие стержни, натянутые струны и 
мембраны, “ твердые жидкости” , называемые так­
же пентамодальными материалами, имеющие 
один отличный от нуля упругий модуль |6, 7|. Сю­
да также входят звуковые кристаллы, у которых не­
сущей является одна из обычных акустических 
сред [21, а также периодические структуры опре­
деленного ниже типа.

Второе важное положение используемого в 
статье подхода касается способа вычисления эф­
фективных параметров Д М М . Так как в общем 
случае А М М  представляет собой сложную колеба­
тельную систему с множеством внутренних (скры­
тых) степеней свободы, его детальный анализ гро- 
моздок и малопродуктивен. В физике в таких слу­
чаях применяют различного рода усредняющие 
процедуры, называемые сглаживанием (англий­
ский термин homogenization), переходя таким об­
разом к  более простым моделям с небольшим чис­
лом интегральных рабочих параметров, которые 
принято называть “ эффективными параметрами” . 
В литературе существует множество методов усред­
нения и сглаживания — см., например, |8—10|. 
Большое их число обьяснается тем, что они разра­
батывались для конкретных физических задач и, 
как правило, малопригодны для задач с другой 
спецификой. Поэтому в работе |4| был предложен 
новый метод, названный “ волновым сглажива­
нием”  (wave homogenization), который наилуч­
шим образом подходит для исследования именно 
волновых свойств периодических структур. Ме­
тод состоит в том, что А М М  как сложная перио­
дическая структура моделируется, т.е. заменяется, 
другой периодической структурой, состоящей из 
минимального числа дискретных механических 
элементов — сосредоточенных масс и упругостей, 
которые и приняты в качестве эффективных па­
раметров. Их значения рассчитываются из усло­
вия равенства дисперсии нормальных волн в А М М  
и в модели. Как показано в |4|, они явно выража­
ются через характеристики (входные импедансы) 
отдельной ячейки периодичности структуры. Зна­
ние эффективных параметров позволяет точно 
рассчитать не только все волновые характеристики 
А М М , в частности, фазовую и групповую скоро­
сти, но и основные энергетические величины — 
поток мощности и плотность энергии нормальных 
волн. Отметим, что столь высокая информатив­
ность эффективных параметров, определенных 
волновым сглаживанием, обусло1тлена как адек- 
ватным выбором модели, так и возможностью ис-
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пользования для анализа одного из самых разрабо­
танных в математике аппаратов -  теории матриц.

СТРУКТУРА 2D А М М

Перейдем теперь к основному содержанию 
статьи и рассмотрим распространение волн в дву­
мерных акустических метаматериалах, предста­
вимых в виде периодических по двум простран­
ственным координатам структур или решеток. 
Предполагается, что ячейкой периодичности та­
кой структуры является линейная колебательная 
система с произвольным (в том числе бесконеч­
ным) числом степеней свободы и четырьмя дис­
кретными входами, посредством которых она со­
единена с соседними ячейками (рис. I). Наличие 
у ячейки четырех входов связано с условием аку- 
стичности решетки: один вход, по определению, 
характеризуется одной парой “ обобщенные сила 
и скорость”  и, следовательно, задает один меха­
низм передачи энергии. Число входов ячейки мо­
жет быть и больше четырех, но поскольку вередах 
и решетках акустического типа должен бытьлишь 
один физический механизм обмена энергией с 
соседними ячейками, то выбором другой формы 
ячейки и других переменных они сводятся к  че­
тырем. Ниже будет показано, что наличие четы­
рех входов является необходимым, но не доста­
точным условием для акустичности решетки.

Рассматривая далее только гармоническое 
движение и всюду опуская множитель ехр(—но/), 
где (о — круговая частота, колебания ячейки пери­
одичности на рис. 1 будем характеризовать мат­
рицей Z  входных импедансов, которая связывает 
4-вектор f  комплексных амплитуд обобщенных 
сил, приложенных ко входам ячейки, и 4-векгор v 
комплексных амплитуд обобщенных скоростей 
на входах:

/ , 2|| Z|2 <43 Zи 1̂

Zv, или / : — 2|2 2̂2 2гз 2̂4 v 2

h 2l3 2̂3 2.3J 2,34 ^3

и <44 2 24 2.34 4̂4 ^4

( I )

Матрица Z ячейки в общем случае комплексная 
симметричная. Симметричность означает выпол­
нение принципа взаимности, т.е. линейность и 
отсутствие в ячейке гироскопических и активных 
элементов. Если ячейка имеет /V степеней свобо­
ды, то каждый элемент матрицы как функция ча­
стоты (о является отношением двух полиномов 
четной степени не выше 2N. В этой работе пред­
полагается отсутствие потерь, так что Z  является 
чисто мнимой матрицей. Максимальное число ее 
независимых элементов равно десяти.

Два основных вида двумерных периодических 
структур (решеток) можно составить из одинако­
вых ячеек на рис. I. Они изображены на рис. 2 и

Рис. I. Схема ячейки периодичности двумерной пе­
риодической структуры акустического типа в виде 
линейной колебательной системы А с произвольным 
числом степеней свободы и четырьмя входами.

отличаются тем, что каждый вход какой-либо од­
ной ячейки периодичности соединен в решетке I 
с тремя, а в решетке 2 — с одним входом соседних 
ячеек. Эти две решетки отличаются математиче­
ским описанием, в частности, условие акустично­
сти в терминах элементов матрицы Z  в них запи­
сываются по-разному. Рассмотрим их отдельно.

Решетка I. Совместим начало декартовых ко­
ординат с первым входом одной из ячеек перио­
дичности решетки I, а оси координат X  и Y, не 
обязательно ортогональные, направим ко входам 
2 и 4, как показано на рис. 2а. Если dx и dv— это 
размеры ячейки, то координаты первого входа 
произвольной ячейки равны (mdx, ndv), где т, п — 
целые числа, а положение на плоскости этой 
ячейки определяется парой (/и, п).

Пусть по решетке I распространяется свобод­
ная нормальная волна. По теореме Флоке 1111 она 
имеет следующий вид:

\(т ,п )  = v(0, 0)ехр(/'Рд./и + /р,.я -  /со/) (2)

и характеризуется одинаковой для всех ячеек 
формой колебаний v(0.0 ) и вектором безразмер­
ной постоянной распространения |) =  |Р(, р,.|. 
При распространении волны на входах всех ячеек 
решетки возникают смещения и силы реакции, 
которые в точках соединения удовлетворяю! сле­
дующим условиям: на всех четырех входах обоб­
щенные скорости одинаковы, а сумма сил реак­
ции равна нулю. Принимая во внимание зависи­
мость (2), эти условия, относящиеся ко входам 
разных ячеек, можно записать в виде следующих 
условий для четырех входов одной ячейки перио­
дичности:

v , = v, ехр(/'Р,), v3 = v ,exp(/p t + /р,.), 

v4 = v, exp(/'pv),

f  + / 2exp(-/'Pv) + /,e x p (-  /р , -  /p ,) + /4exp(-/p,.) = 0.

Если ввести в рассмотрение два комплексных 
4-вектора
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(а) (б)

Рис. 2. Два основных вида двумерных решеток из ячеек на рис. I: (а) решетка I , в которой каждый вход ячейки соеди­
нен с тремя входами соседних ячеек; (б) решетка 2 с попарным соединением входов. Пунктиром выделена ячейка на 
рис. I.

С|
-Ф.-Ф, -Ф „ е ,е  ],

где верхний индекс Т  означает транспонирова­
ние, эти условия соединения можно записать как

v = c2v ,, с , f  = 0 . (3)

Умножив далее соотношение (1) слева на вектор 
с, и подставив вместо v e ro  представление из (3), 
получим равенство (c,Zc2)v, =  0. А та к  как в нор­
мальной волне амплитуда колебаний v, отлична 
от нуля, то должно выполняться равенство 
c,Zc, =  0, являющееся дисперсионным уравне­
нием нормальной волны (2), корни которого да­
ют зависимость постоянной распространения |! 
от частоты оз. В развернутом виде оно имеет сле­
дующий вид:

spur(Z) + 2(zn + *M)cas(Px) + 2(zu + z23)cos(P>.) +

+ 2j ц cos( p, + p,.) + 2^24cos(Рд -  p,.) = 0 , (4)

где spur(Z) — это след матрицы Z, т.е. сумма ее 
диагональных элементов. Уравнение (4) является 
четным по постоянной распространения и имеет 
сдвоенные корни, различающиеся знаком и про­
тивоположным направлением распространения 
соответственных нормальных волн. Из-за нали­
чия двух последних слагаемых в левой части это 
уравнение имеет две пары корней, которые опре­
деляют два различных типа нормальных волн. 
Для того чтобы решетка I была структурой аку­
стического типа, в ней по определению должен 
существовать один тип нормальных волн, а урав­
нение (4) должно иметь только один сдвоенный 
корень. Другими словами, условием акустично-

сти решетки I, помимо наличия в ячейке перио­
дичности четырех входов, является также равен­
ство нулю следующих элементов матрицы вход­
ных импедансов ( 1):

=  г 24 =  °- (5)
Физически условие (5) означает, что в ячейке 

периодичности отсутствует прямая связь между 
первым и третьим, а также между вторым и чет­
вертым входами. Это эквивалентно тому, что каж­
дая ячейка решетки напрямую связана только с 
четырьмя первыми соседними ячейками и не мо­
жет иметь связей со вторыми и более дальними 
соседями. С учетом условия (5) дисперсионное 
уравнение (4) для нормальной волны решетки 1 
запишем в следующем окончательном виде:

sum (Z) -  U |2 + Zm )V (P*) -  U u  + *23>V(P>-) = 0 .(6 )
Здесь sum(Z) — это сумма всех 16 элементов импе- 
дансной матрицы ячейки, а функция

У (Р ) =  2(1 -c o s (P )) (7)
введена вместо cos(P) для удобства анализа дис­
персии и энергетических характеристик — см. да­
лее; кроме того, для длинных распространяю­
щихся нормальных волн она равна квадрату аргу­
мента, что упрощает и делает более наглядным 
переход от периодической структуры к непрерыв­
ной среде. Отметим, что линейность дисперсион­
ного уравнения относительно cos(PA.) и cos(p,.) или 
v|/(Pv) и \|/(р,.) является математическим призна­
ком акусгичности двумерной периодической 
структуры.

Решетка 2. Рассмотрим теперь решетку второ­
го типа (рис. 26), составленную из тех же блоков с 
четырьмя входами (рис. 1), что и решетка 1. Оси X
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и У направим, как показано на рис. 26. При рас­
пространении по решетке 2 нормальной волны 
вила (2) на входах всех ячеек периодичности воз­
никают силы реакции и скорости, которые, по­
мимо соотношения ( I ) ,  удовлетворяют следую­
щим условиям соединения ячеек:'Р , 'Р , f  f  -<Р, пV, = v, e  , v4 = v 2e  , f  +he  = 0.

(° )

f i + Л е '" ’ = 0.
Если ввести укороченный 2-вектор скоростей 

и две вспомогательные прямоугольные матрицы:

SV = 1̂ . С, = 1 0 е Фж 0

У \ 0 1 0 е~'Ь

С2
1 0 е " ' 0

0 I о / •

то условия (8) могут быть переписаны в компакт­

ном виде как C ,f  = [о о ] v =  C 2v \  Умножив 
далее соотношение ( I )  слева на С, и подставив 
вместо полного 4-вектора скоростей его выра­
жение через укороченный вектор, получим

C ,Z C 2vs = [о ()]/ . Это однородная система двух 
уравнений относительно двух амплитуд скоро­
стей на входах 1 и 2 ячеек периодичности. Так как 
при распространении нормальной волны эти ско­
рости отличны от нуля, то определи гель системы 
должен равняться нулю:

de t(C ,Z C 2) = 0. (9а)

Это равенство представляет собой дисперсион­
ное уравнение нормальных волн решетки 2. В 
развернутом виде оно записывается следующим 
образом:

- \ {  \ < 2-|
1 1 3 ) 2 4 1 3 ]

sum sum - sum
и  3 ) ,2  4 , 12 4 J,

£ ,,su m

/  > 
3 4

-  (*12*23 +  *14*34)

-
, 3 4 ,

£24sum -(*12*14  +  *23*34)
1 2 )

V ( P ,b

v (P ,) +

(96)

+ (ZnZlA -  *13*24)V(P*“  Ру) +  (*14*23 _ *13*24) х

* V ( f t r+ P , )  =  0 .
Условием акустичности здесь является равенство 
нулю двух последних слагаемых в левой части 
уравнения:

*12*34 =  *13*24 =  *14*23 (Юа)

или, иначе, равенство нулю следующих опреде­
лителей:

dct
' l  2 ' ' 1 3 '' 1 4= del = del
,3  4 1, 2 4 ,  ̂ 2 3 ,

= 0 . (Юб)

Здесь через i  J 
[ к  I

обозначены, следуя | 12|, ми­

норы матрицы ( 1) из элементов, лежащих на пе­
ресечении строк i , j  и столбцов к, I.

Сравнение уравнений (4), (9) и условий (5), 
( 10) показывает заметное различие в математиче­
ском описании решеток 1 и 2. Различие, однако, не 
является принципиальным и обусловлено выбо­
ром формы ячейки периодичности, направления 
осей координат и переменных. Ниже на примерах 
будет показано, что одна и та же конкретная пери­
одическая структура может быть представлена как 
решеткой I, гак и решеткой 2, причем бесконеч­
ным числом способов. Различие имеет и физиче­
ское объяснение: подобно тому, как в классиче­
ских акустических средах (газах, жидкостях) вы­
полняется закон Паскаля о равенстве давления во 
всех направлениях, так и в прои звольных перио­
дических структурах акустического типа суще­
ствуют физические величины, которые в четырех 
смежных ячейках принимают одинаковые значе­
ния. В решетке 1 такой величиной является обоб­
щенная скорость (смешение) в местах соедине­
ния входов. В общем случае выбор структуры и 
типа решетки зависит от цели исследования. Ес­
ли целью является дисперсия, т.е. волновые свой­
ства (как в данной статье), то допустимо любое 
представление решетки (дисперсионные уравне­
ния (4) и (9) совпадают с точностью до множите­
ля. являющегося некоторой функцией частоты). 
По этой причине в качестве основной структуры 
ниже принята решетка I как более простая.

ДИС КРЕТН АЯ  МОДЕЛЬ А М М

В качестве модели произвольного двумерного 
акустического метаматериала рассматриваемого 
типа без потерь примем самую, по-видимому, 
простую двумерную дискретную решетку, состоя­
щую из периодически расположенных одинако­
вых масс и соединяющих пружин (рис. 3). Пред­
полагается, что массы смешаются только в верти­
кальном направлении (из плоскости), а силы 
растяжения пружин пропорциональны разности 
смешений их концов. Модель является двумер­
ным аналогом цепочки Ньютона из чередующих­
ся масс и пружин, которая в работе |4| использо­
валась нами в качестве модели одномерных 
А М М . Решетка на рис. 3 имеет три параметра, ко ­
торые приняты в качестве эффективных парамет­
ров моделируемой А М М : тсП, к тсП-и Klv.n. Как от-
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Рис. 3. Дискретная модель двумерного акустического 
метаматериала.

мечалось выше, форму ячейки периодичности 
можно выбрать бесконечным числом способов, 
два основных типа которых показаны на рис. 4. 
Ячейки на рис. 4а образуют решетку I путем сли­
яния отдельных масс, так что выполняются соот­
ношения 4

'Ист = Х 'И г  К« 1Г = К.С + к *2. 
j -  I

K.vctT =  K y i  +  < у 2 -

Ячейка на рис. 46 образует решетку 2, при этом 
имеют место соотношения'И ст =  'И , 1 /КдеП =  1 /К д | +  1 / К д 2 ,•/к ,-ся  =  W * y \ + \ / к ^ -

Рассмогрим модель на рис. 3 в представлении 
решеткой I. Матрица входных импедансов ее 
ячейки (рис. 4а) равна

«II - Z x 1 0 ~Zy\

-Z.xl Z22 “ « Л 00 -Zy2 *33 -Zx:0 - Z x 2 *44*11 -  z „ ,\ +  Zx \ +  Zy\, o i  -  Z„a +  Zx \ +  Zy2,*33 =  * m3 +  ZX2 +  Zy2 >*44 =  Zm4 +  Zx2 +  Zyi,  Zm,  =  —itoSttlj,

Zxk = iKxk/(o, zyk = iKyk/(0,
где j  =  1....... 4 A- =  1,2. Условие акустичности (5)
для нее уже выполнено, а дисперсионное уравне­
ние (6) имеет вид

г т + г,У(Р.г) + V y (P r) = ° .  ( |2>

(а) (б)

4

Рис. 4. Дна вида ячеек периодичности, которые обра­
зуют модель на рис. 3 в виде (а) решетки I и (б) решет­
ки 2.

' к  veil / к , c i -где Zm = - / 0)/ис|Т, г ,  = — . Zy = —1— ,  а пара-
СО со

метры решетки связаны с параметрами ячейки 
формулами (11). В соответствии с основной идеей 
волнового сглаживания |4| дисперсионные урав­
нения Д М М  (6) и модели ( 12) должны совпадать, 
откуда следует, что эффективные параметры мо­
дели равны

"»«nr = -su m (Z ), Кдст = /со(г,2 +  гз4).
“  0 3 )Куст =  i<o(zu +  Z2 з ) .

Таким образом, эффективные параметры про­
извольного акустического метаматериала рас­
сматриваемого в этой работе типа определяются 
через элементы матрицы входных импедансов его 
ячейки периодичности. В общем случае парамет­
ры (13) являются функциями частоты и могут 
принимать, в зависимости от устройства ячейки 
периодичности, произвольные действительные 
значения.

Относительно моделирования Л М М  и сред 
уместно сделать следующее замечание. В исполь­
зуемой нами модели (рис. 3) пространственно- 
анизотропным параметром является только упру­
гость, вто  время как реальные Л М М  и среды мо­
гут иметь также анизотропные инерционные па­
раметры или одновременно инерционные и упру­
гие параметры. Однако противоречия в этом нет, 
если принять во внимание критерий эквивалент­
ности модели и моделируемой среды. В этой ра­
боте критерием эквивалентности является иден­
тичность их дисперсионных уравнений. Но так 
как структура дисперсионных уравнений акусти­
ческих сред имеет вполне определенную трех­
членную структуру (6), не зависящую от типа 
анизотропии, то в качестве модели может слу­
жить любая простая анизотропная решетка, име­
ющая дисперсионное уравнение такой же струк­
туры, в том числе и простейшая из них, изобра­
женная на рис. 3.
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Болес подробной моделью Л М М , учитываю- 
щей особенности анизотропии, может служить, 
например, акустическая сеть работы |13|. В дву­
мерном случае она представляет собой плоскую 
решетку из одинаковых объемов газа малых вол­
новых размеров, соединенных тонкими трубка­
ми, в которых находятся массы (газ или поршни). 
У  нее анизотропны как масса, так и сжимаемость, 
поэтому она может использоваться для модели­
рования не только дисперсии, но и тензорных 
инерционных и упругих особенностей Л М М . Од­
нако критерии эквивалентности здесь должны 
быть более сложными и в данной работе не рас­
сматриваются.

Э Н Е РГЕ ТИ Ч Е С КИ Е  Х АР А КТЕР И С ТИ КИ  
И О ГРАНИЧЕНИЯ Н А А М М

Знание эффективных параметров (13) дает 
возможность точно рассчитать не только диспер­
сионные свойства, но и все энергетические ха­
рактеристики Л М М . Найдем прежде всего пол­
ную энергию одной ячейки периодичности при 
распространении по решетке нормальной волны 
вида (2). Для этого воспользуемся методом статьи 
114|. Согласно этому методу, усредненная по вре­
мени полная энергия ячейки равна

Е  = —-v * Z 'v ,  где Z  — матрица ее входных импе- 
4/

дансов (1), v — это 4-вектор амплитуд скоростей 
на входах ячейки, штрих означает производную 
по частоте. Используя соотношения (3), (6), (12) и 
(13), эту формулу можно выразить через эффек­
тивные параметры А М М :

I I2
£  = - ^ - [ 4  + г > (  рх) + г > (  М  =

_ "С гК Г о) V ( f t r )  + 2 Ч '(Р л )
V(D У W0 У . (14)

где v, -  амплитуда скорости на первом входе 
ячейки, значения импедансовданы в ( 12) и введе­
ны обозначения

о ;  = !Ss£ir, Q 2 = ISisar. (15)
" 'с  IT '"err

Таким образом, для вычисления полной энергии 
ячейки нужно знать амплитуду нормальной вол­
ны, компоненты постоянной распространения, 
удовлетворяющие дисперсионному уравнению 
(12), и эффективные параметры. Подчеркнем, 
что формула (14) содержит производные по ча­
стоте от эффективных параметров. Если эффек­
тивные параметры не зависят от частоты, правая 
часть (14) сводится к  классическому выражению 
для энергии.

Аналогично можно получить формулы для 
функции Лагранжа и показать, что в произволь­
ной А М М  она равна нулю для распространяю­
щейся нормальной волны. Это означает, ч то сред­
ние по времени кинетическая и потенциальная 
энергии ячейки одинаковы и равны половине 
полной энергии (14). Разделив далее полную 
энергию на площадь ячейки периодичности и 
определив таким образом плотность энергии в ре­
шетке, а затем умножив ее на вектор групповой 
скорости, который вычисляется по уравнению 
( 12), можно найти вектор потока мощности нор­
мальной волны, выраженный через эффективные 
параметры (13).

Как отмечалось выше, эффективные парамет­
ры любой А М М  являются функциями частоты. 
Однако не всякая функция частоты может слу­
жить эффективным параметром какой-либо 
А М М . Обязательная положительность механиче­
ской энергии (14) накладывает довольно жесткие 
ограничения на допустимые зависимости эффек­
тивных параметров двумерных А М М  от частоты. 
Отметим наиболее важные ограничения.

(1) Для А М М  и сред с положительными эф­
фективными параметрами их отношения (15) 
должны быть функциями частоты, возрастающи­
ми медленнее, чем (о2. Наоборот, если эффектив­
ные параметры отрицательны, функции (15) 
должны возрастать быстрее (о2. В частности, аку­
стические материалы и среды с отрицательными 
эффективными параметрами, не зависящими от 
частоты, в принципе не могут существовать. Это 
непосредственно следует из формулы (14).

(2) Еще одно важное ограничение касается так 
называемых дополнительных А М М  и сред, кото­
рые имеют эффективные параметры, равные по 
модулю и различные по знаку. И з (14) следует, что 
такие пары материалов и сред могут существовать 
только на дискретных частотах; в непрерывных 
полосах частот, даже очень узких, их существова­
ние невозможно.

Эти ограничения аналогичны ограничениям 
для одномерного случая |4| и, по-видимому, вер­
ны для всех линейных акустических материалов и 
сред.

Т И П Ы  А КУ С Т И Ч Е С КИ Х  
МЕТАМ АТЕРИАЛОВ И СРЕД

В работе |4| отмечалась высокая информатив­
ность знаков эффективных параметров одномер­
ных А М М , полученных волновым сглаживанием. 
В этом параграфе мы покажем, что комбинации 
знаков грех эффективных параметров двумерных 
А М М  и сред определяют четыре их класса или ти ­
на, отличающихся общими волновыми свойства­
ми. Определяющей характеристикой каждого ти ­
на является го или иное соотношение между на-
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Типы двумерных метаматериалов и сред

№
Знак эффективных параметров Знак произведения Тип акустических

w e(T клс1Т к >е1Г V .< g , V > g .
метаматериалов и сред

1 + + + + + Положительные
2 - - - - - Отрицательные

+ + - + -

3
+ - + - +

Гиперболические
- + - + -

- - + - +

4
+ - -

Глухие
- + +

правлениями групповой и фазовой скоростей 
нормальных волн. Именно от этого соотношения 
зависят такие физические явления вередах как по­
ложительная или отрицательная рефракция, пря­
мой или обратный эффект Доплера, сверхфокуси- 
ровка и др.

В одномерном случае, как было показано в |4|, 
ЛМ  М и среды без потерь описываются двумя эф­
фективными параметрами и делятся натри неза­
висимых типа. Первый тип — эго обычные или 
положительные А М М  и среды, у которых оба эф­
фективных параметра положительны. В них су­
ществуют распространяющиеся волны, имеющие 
одинаковое направление групповой и фазовой 
скоростей. Второй тип — отрицательные Л М М  и 
среды (другие названия, встречающиеся вдитера- 
туре: дважды отрицательные, левые, с отрица­
тельной рефракцией, с отрицательной фазовой 
или групповой скоростью), у которых оба эффек­
тивных параметра отрицательны. В них также су­
ществуют распространяющиеся нормальные вол­
ны, но их фазовая и группо1ия скорости противона­
правлены. Наконец, в Л М М  и средах третьего типа, 
которые можно назвать глухими (dumb), эффектив­
ные параметры имеют разные знаки. В них нет рас­
пространяющихся волн, а дисперсионные уравне­
ния имеют только комплексные корни, которым 
соответствуют неоднородные нормальные волны, 
экспоненциально убывающие с расстоянием.

Рассматриваемые в данной работе двумерные 
Л М М  и среды без потерь описываются тремя эф­
фективными параметрами, знаки которых обра­
зуют восемь комбинаций и формируют четыре 
непересекающихся типа: к  трем типам, указан­
ным выше для одномерных сред, добавляется еще 
один — так называемые гиперболические среды. 
Все четыре типа приведены в таблице, где указа­
ны также знаки эффективных параметров и вза­
имное расположение вектора групповой скоро­
сти и волнового вектора к  =  [&,, А,.| =  (РJ d x, $v/d v\, 
направление которого совпадаете направлением

фазовой скорости. Взаимное расположение двух 
векторов охарактеризовано в таблице знаком 
произведения их компонент.

В положительных средах знаки х -  и _у-компо­
нент совпадают, что означает, что вектор группо­
вой скорости и волновой вектор всегда расположе­
ны водном квадранте плоскости к или р. В отрица­
тельных средах знаки компонент противоположны, 
так что указанные два вектора всегда лежат в проти­
воположных квадрантах. 15 гиперболических средах 
вектор групповой скорости и волновой вектор 
расположены в соседних квадрантах. Таким обра­
зом, в акустических средах трех первых типов таб­
лицы, в которых существуют распространяющие­
ся волны, вектор групповой скорости и волновой 
вектор ориентированы по-разному, что и опреде­
ляет особенности их волновых свойств. В частно­
сти, в положительных средах имеют место привыч­
ные, хорошо изученные свойства: э<|>фект Доплера, 
обычный закон Снеллиуса, положительный ин­
декс рефракции (показатель преломления) на гра- 
нице и т.п.

Отрицательные среды, из-за противополож­
ной ориентации фазовой и групповой скоростей, 
обладают целым рядом необычных свойств: в них 
имеет место обратный эффект Доплера, своеоб­
разный закон Снеллиуса и отрицательная ре­
фракция на границах. В них поэтому возможна 
“ сверхфокусировка” , “ волновое обтекание” , не­
видимость и другие важные для практики физи­
ческие эффекты. Соответственно, наибольшее 
внимание в литера туре уделяется именно отрица­
тельным акустическим метаматериалам 11 —31.

Что касается сред гиперболического типа, то, 
хотя их существование было обнаружено еще в 
1969 г. 1151, изучать, конструировать и использо­
вать их стали сравнительно недавно в электроди­
намике и оптике — см., например, 116— 191. В аку­
стике, насколько известно автору, они ранее не 
встречачись. На момент написания этой статьи 
автор сумел найти только один такой материал.
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сконструированный в виде пакета из перфориро­
ванных пластин [20|. Ниже в этой статье мы при­
ведем cine две новые схемы двумерных ДМ  М, от­
носящихся к  гиперболическому типу в широком 
диапазоне низких частот.

По своим волновым свойствам гиперболиче­
ские среды занимают промежуточное место меж­
ду средами положительного и отрицательного ти­
пов, обладая свойствами и тех и других, в зависимо­
сти от направления распространения нормальных 
волн. Одна и та же гиперболическая среда ведет се­
бя как положительная среда в одних направлениях 
и как отрицательная среда в других. Соответ­
ственно, в ней имеют место одновременно поло­
жительная и отрицательная рефракция, а также 
прямой и обратный эффект Доплера. Более того, 
когда групповая скорость и волновой вектор об­
разуют прямой угол, эффект Доплера вообще не 
наблюдается. Эго свойство имеет место только в 
гиперболических средах. Еще одной особенно­
стью анизотропных Л М М  и сред гиперболическо­
го типа является наличие в дисперсионных зави­
симостях достаточно протяженных прямолиней­
ных участков, которые, в принципе, M O iyr быть 
использованы для формирования узких волновых 
пучков и конструирования “ сверхнаправленных”  
антенн малых волновых размеров 117, 20|.

Следует заметить, что при вычислении харак­
теристик Л М М  и сред, приведенных в таблице, 
важную роль, помимо дисперсионного уравнения 
(12), сыграла формула (14) и положительность 
полной энергии. Проиллюстрируем это на отри­
цательных средах, у которых знаки всех грех эф­
фективных параметров отрицательны. Прежде 
всего напомним, что для распространяющихся 
нормальных волн, т.е. для действительных значе­
ний постоянных распрос гранения, функции у(Р,) 
являются в первой зоне Бридлюэна. Ру е |—л, л|, по­
ложительными, v|/(Py) е |(), 4|, четными и возрастаю­

щими функциями р ) , j  =  x ,y . Когда эффективная 
масса среды отрицательна, из ((юрмулы ( 14) следует, 
что для положительности полной энергии ячейки

Q-; п 2>периодичности величины  ̂ должны быть
ш' со'

возрастающими функциями частоты. Л из дис­
персионного уравнения ( 12), которое в данном 
случае удобно переписать в виде

- jv ( P . )  + ^ v ( P , )  = I,
со со

следует, что при этом функции vj/(Pv), v|/(P,,) долж­
ны быть убывающими функциями частоты. Сле­
довательно, убывающими функциями частоты
являются и р,, р ’ . Поэтому знаки рх и д(о/д$х, а 
также р,.и 5(о/<Зр,.должны быть противоположны­
ми. Отсюда следует, что и знаки величин кх и сЛ¥Г, а
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Рис. 5. Схемы дискретных акустических двумерных 
решеток (а) отрицательного и (б) гиперболического 
типов.

также А:,.и с№,должны быть противоположными, 
что и отмечено в таблице для отрицательных сред. 
Полностью таблица построена в результате ана­
логичного а шиш за всех восьми комбинаций зна­
ков эффективных параметров.

ПРИМЕРБ1 ОТРИЦАТЕЛЬНЫ Х 
И ГИ П Е РБО ЛИ Ч Е С КИ Х  А М М

В заключение приведем несколько примеров 
новых схем акустических метаматериалов, отно­
сящихся к  отрицательному и гиперболическому 
типам. Две такие дискретные рететки изображе­
ны на рис. 5: одна из них (рис. 5а) относится, как 
показано ниже, к  А М М  отрицательного типа, 
другая — к гиперболическому типу. Основными 
элементами решеток являются круглые диски с 
моментом инерции У и соединяющие их пружины 
с жесткостями к ( и к,.. Диски могут совершать 
только вращательные движения вокруг непо­
движных осей. Переменными здесь являются уг­
лы поворота дисков и моменты сил. Выбрав фор­
му ячейки периодичности по образцу ячейки на 
рис. 4а, можно рассчитать матрицу ее входных 
импедансов (она аналогична матрице модели на 
рис. 3 и удовлетворяет условию акустичности (5)), 
дисперсионное уравнение, эффективные парамет­
ры и энергетические характеристики. Опуская вы­
кладки (они аналогичны проделанным выше), 
приведем некоторые окончательные результаты.

Для решетки на рис. 5а эффективные парамет­
ры равны

"err = J I -
4((од + со,.)

О)
К<С1Т = -Х« (16)

КуСа = -Х у
2 2

где хх =  Кхах, Хг = Kvav — крутильные жесткости
2 у

пружин, аху— их плечи, (оху =  , а лисперси-
J

онное уравнение имеет вид
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Рис. 6. Дисперсионные поверхности дискретных акустических решеток (а) отрицательного и (б) гиперболического ти­
пов. изображенных на рис. 5.

Рл P.V

Рис. 7. Линии ранной частоты дисперсии нормальных волн (а) отрицательной и (б) гиперболической решеток, изоб­
раженных на рис. 5. Стрелки указывают направление групповой скорости.

(О(I) 2 = co.2[4 -v |/(P I )J + a ,;[4 -v t/(p l.)]. (17)
Дисперсионная поверхность со(Рл, Р,.) для услов­

ных единиц со2 = 2, I построена на рис. 6а в 
первой тоне Бриллюэна, а на рис. 7а изображены 
соответственные линии уровня частоты. Из графи­
ков и формул (16), (17) видно, что решетка на рис. 
5а — это действительно ЛМ  М отрицательного типа: 
на низких частотах все эффективные параметры 
отрицательны, а векторы фазовой и групповой ско­
ростей находятся в противоположных квадрантах 
плоскости р.

Для решетки на рис. 56 эффективные парамет­
ры равны

««■г = J 1 КдсП = Хх- K.vdT = ~Ху'
(I) J

а дисперсионное уравнение имеет вид

®2 = oj; vi»(P,) + (o2| 4 - 4/(P ).)]. (18)
Обозначения здесь те же, что и в формулах (16), 
(17). Соответственные дисперсионные зависимо­
сти показаны на рис. 66 и 76. Нетрудно убедиться, 
что решетка на рис. 56 -  это действительно ЛМ  М 
гиперболического типа: два эффективных упру­
гих параметра имеют разные знаки, а групповая 
скорость и волновой вектор лежат в соседних 
квадрантах.

Обе решетки на рис. 5 являются фильтрами 
низких частот: выше некоторой граничной часто­
ты они ведут себя как глухие среды, а на более 
низких частотах в них существуют распространя­
ющиеся нормальные волны. Из рис. 6, 7 видно, 
что на частотах, близких к  нулю, включая стати­
ческий случай, в обеих структурах существуют 
волны конечной длины, в которых компоненты 
постоянной распространения р близки к  л. Эго
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Рис. 8. Дне непрерывные акустические среды в виде тонких мембран на упругом основании: (а) отрицательного типа 
(мембрана сжата со всех сторон), (б) гиперболического типа (мембрана растянута по х и сжата по у).

так называемые “ статические волны” . Они име­
ют конечную групповую скорость, противона­
правленную фазовой скорости. Такие волны хо­
рошо известны в электродинамике — см., напри­
мер, [211, а также в теории упругости, где они 
возникают при продольном изгибе тонких стерж­
ней и пластин 1221.

Интересен случай длинных волн (Р <  1). Д ис­
персионные уравнения для них получаются из 
уравнений (17), (18) заменой функций »|/(P*vV) на
Р ^Д исперсионны е  поверхности &>(Р<, р,.) явля­
ются в этом случае поверхностями второго поряд­
ка. Их сечения, т.е. линии уровня частоты, пред­
ставляют собой эллипсы для отрицательной сре­
ды и гиперболы — для гиперболической среды. 
Поверхности имеют экстремумы в начале коор­
динат, которые являются максимумами в случае 
отрицательных сред и седловыми точками в слу­
чае гиперболических сред.

Приведем еще схемы двух непрерывных дву­
мерных акустических сред, которые имеют такие 
же дисперсионные уравнения, как и А М М  на 
рис. 5 в длинноволновом приближении. Они 
и зображены на рис. 8 и представляют собой тон­
кие мембраны на упругом (винклеровском) осно­
вании, растянутые или сжатые распределенными 
силами Тх и Tv. Их колебания описываются диф­
ференциальным уравнением

d~w ... с"ЗУ д2 w
--- 2 + Ту - 2 --P — -KW
дх дУ2 dt2

где зг= w(a',_v) — поперечное смещение мембраны, 
р — поверхностная плотность, к  — жесткость ос­
нования. Когда Тх и Ту положительны (мембрана 
растянута), уравнение описывает обычную (по­
ложительную) среду. Когда 7'VH ^отрицательны, 
то это отрицательная среда (рис. 8а). А  если Тх и Ту 
имеют разные знаки, то уравнение (19) описывает 
акустическую среду гиперболического типа. От­
метим, что, в отличие от электродинамики и оп­
тики , “ волновые”  уравнения типа (19) для аку­
стических сред отрицательного и гиперболиче­

ского типа должны обязательно содержать 
слагаемые вида кн\ В противном случае среда яв­
ляется неустойчивой.
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