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I. ВВЕДЕНИЕ

Ниже анализируются методы, применяемые при 
решении внутренней задачи Лэмба одинамическом 
действии сосредоточенных силовых особенностей, 
расположенных внутри упругой полуплоскости или 
полупространства. Рассматриваются, в основном, 
решения для изотропного и однородного полупро­
странства или полуплоскости.

/. /. Постановка задач и метод Лэмба

В 111 Лэмб рассмотрел две внешние задачи о 
распространении волн в изотропном упругом по­
лупространстве и изотропной упругой полуплос­
кости от сосредоточенного силового воздействия, 
приложенною нормально к  свободной границе. 
В этой работе были рассмотрены также две внут­
ренние задачи о волнах в упругом полупростран­
стве и полуплоскости, вызванные центром рас­
ширения, находящимся на некоторой глубине 
под поверхностью. Решение этих задач в 111 было 
сведено к  интегральным уравнениям относитель­
но скалярного и векторного потенциалов. В |2| 
внутренняя и внешняя задачи были обобщены на 
случай сосредоточенных нагрузок, движущихся с 
постоянной скоростью.

Надо отметить, что в 11,2| в случае произволь­
ных по времени нагрузок замкнутое решение уда­
лось построить лишь в пространстве изображе­
ний (но Фурье для пространственных перемен­

ных и по Лапласу для временной переменной). 
С помощью асимптотических оценок в |1| было 
показано, что в случае внешних плоской и про­
странственной задач основной вклад в поле сме­
шений на свободной поверхности вносят рэлеев- 
ские волны. Помимо этого, в 111 было получено 
аналитическое решение для плоской внешней за­
дачи в случае нормальной к границе сосредото­
ченной нагрузки, изменение во времени которой 
описывается ядром Пуассона.

Кроме того, в 111 было показано, что в случае 
гармонического источника при решении внеш­
ней задачи магнитуды рэлеевских волн на свобод­
ной поверхности на достаточном удалении от 
эпицентра в случае плоской задачи не зависят от 
|гх|. а в случае трехмерной задачи убывают про­

порционально |гд) , где |д| — расстояние от эпи­
центра, а /• -  волновое число. Далее, в той же ра­
боте с помощью асимптотических оценок было 
найдено, что наряду с волнами Рэлея точечный 
источник вызывает появление объемных про­
дольных (Р) и поперечных (.9) волн.

Заметим, что при распространении объемных 
волн, порожденных точечным гармоническим 
источником в безграничной среде, убывание их 
магнитуд происходит быстрее. Например, в слу­
чае плоской задачи магнитуда убывает как |гд| ,

а в случае трехмерной задачи, как |гх| 1 |3]. Таким 
образом, в 111 впервые было дано теоретическое
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обоснование утверждения Рэлея |4| о том, что по­
верхностные (рэлеевские) волны убывают мед­
леннее объемных волн с увеличением расстояния 
от источника.

Для построения решений как внутренней, так 
и внешней задач Лэмба уравнения движения На- 
вье в 11, 21 записывались в форме Ламе—Клапей­
рона |5, Sect. 59|:

(Л + 2p)Vdivu -  р rot rot u + b = pii. (1)
где Л и р  — константы Ламе, и — поле перемеще­
ний. b -  ноле массовых сил, р — плотность среды. 
Для массовых сил использовалось представление 
Гельмгольца 15, Sect. 671

b - - V t t  -  ro tp , (2)
где а  и |i -  скалярный и векторный потенциалы, 
и аналогичное представление |5, Sect. 671 для по­
ля перемещений

u = Vip + ro t\|i, (3)
где <р — скалярный, а ф — векторный потенциалы. 
Предста1зление (3) аналогично представлению 
Папковича-Нейбера для поля перемещений при 
решении уравнений статики. В качестве началь­
ных условий в 11, 2| рассматривались однородные 
условия вида

U( x , / ) | (_0 = 0. a,u(x,/)|f=0 =  0. (4)
Подстановка представлений (2), (3) в уравне­

ния движения и применение преобразования Ф у ­
рье по временной переменной (или предположе­
ние о гармоническом изменении во времени на- 
ф узки) позволили свести уравнения движения к 
неоднородным уравнениям Гельмгольца для ска- 
ляркого и векторного потенциалов:

( 4 + <5> 
Штрихи у потенциалов в (5) означают освобожде­
ние от гармонического множителя е‘ш. При полу­
чении уравнений (5) использовались три легко 
проверяемых тождества 15, Sect. 5| 

rot rot rot ф =  -ППДф, 
фугсПф=0, гспУф = 0.

На внешней поверхности Пч. полупростран­
ства или полуплоскости задавались условия вто­
рой краевой задачи (в напряжениях)

t v =  (A,tr(«)I + 2це)-  v = х 'е  Пу, (7)
где v -  вектор единичной внешней нормали к 
плоской границе; I — единичная диагональная 
матрица, £ — тен зор (малых) деформаций; р — на­
грузка на свободной поверхности.

Далее, для внешней задачи Лэмба массовая си­
ла b в ( I )  и соответствующие потенциалы в (2) 
принимались равными нулю. В этом случае гра­
ничные условия (4), записанные в терминах по­
тенциалов (5), имели вид

ЛДф[,1 +  2ц v v 9 o + ^ v r o t v ;  +

х v = /Хх',/)\\ х' е Пу.
В уравнениях (8) потенциалы ф|, и ф|, отвечают 
однородным решениям уравнений (5).

В случае внутренней задачи Лэмба массовые 
силы в ( I ), (2) задавались градиентом только ска­
лярного потенциала V a. поскольку в |1, 2| рас­
сматривалось только решение осесимметричной 
задачи о центре дилатации. Если обозначить че­
рез ф|, скалярный потенциал в (5), отвечающий
потенциалу а ', а чере з ф|, и ф|, — соответствующие 
потенциалы, отвечающие однородным уравнени­
ям (5), условия (7) принимают вил

ЛДф],1 + 2цУУф|, + ЛДф|,1 + 2ц УУфо +

41 У го1ф|, + |У го 1ф(,|
(9)

v =0, х' е Пу.

Для построения решения пространственного 
уравнения Гельмгольца в |1, 2| использовалось 
фундаментальное решение уравнения Гельмгольца:

Ф =  - 4л х
„'>11*1 (Ю)

Аналогичный вид имеет фундаментальное реше­
ние ф' векторного уравнения Гельмгольца с заме­
ной г, на г2 и с, на с2, где с, и с2 — скорости про­
дольной и поперечной объемных волн соответ­
ственно:

-  _ Н „ _ 0.87 + 1.12vС2 ~ ,1 .  СК ~ С2. ( П )I р  I +  V
В ( 11) v — коэффициент Пуассона, а ск — скорость 
волны Рэлея, вычисляемая по приближенной 
формуле Бергман на—Викторова, впервые полу­
ченной в1641.

В плоском случае фундаментальное решение 
скалярного уравнения Гельмгольца представимо 
в виде

ф, = _4//о,(Г|1Х1)’ (12)4 <4
где //,)" — функция Ганкеля первого рода нулевого 
порядка. Диалогичный вид имеет фундаменталь­
ное решение ф' для векторного уравнения. При 
решении задачи с нагрузкой, произвольно зави­
сящей от времени, круговая частота со в выраже­
ниях (10), (12) заменялась на параметр преобра зо­
вания Фурье (или комплексный параметр преоб­
разования Лапласа).

Далее, в работах Лэмба 11, 21 осуществлялось 
решение граничных задач (8), (9) с помощью ин­
тегральных преобразований но пространствен­
ным и временной переменной. Надо отметить, 
что обратить полученные интегральные пред­
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ста в л е н и я  о ка за л о сь  весьма н е п р о сто : в  з а м к н у ­
то м  виде р еш е н и е  удалось  п о л у ч и т ь л и ш ь д л я  га р ­
м о н и ч е с к о й  н а гр у з к и . В случае п р о и зв о л ь н о й  за­
в и с и м о с ти  о т  вр ем ени  з а м к н у то е  р еш е н и е  б ы л о  
п о л у ч е н о  в пр о стр а н стве  и зо б р а ж е н и й , то ч н е е , 
р е ш е н и е  на п о в е р х н о с ти  б ы л о  пр ед ста вл е но  в в и ­
де н е с о б с т в е н н о го  и н те гр а л а  о т  н е к о т о р о й  ал геб ­
р а и ч е с ко й  ф у н к ц и и .

1.2. Метод Лэмба, асимптотические оценки

В д а л ь н е й ш е м  п р ед ста вл е н и я  Гельм гольца (2 ),
(3 )  и п о те н ц и а л ы  Л а м е -Г р и н а  (3 ) и сп о л ьзо ва л и сь  
в б о л ь ш и н с тв е  п о д хо д о в , с в я з а н н ы х  с р е ш е н и ем  
в н у тр е н н е й  и в н е ш н е й  задач Л э м б а , о д н а к о  т е х ­
н и к а  в ы ч и с л е н и я  с и н гу л я р н ы х  и н те гр а л о в , п о я в ­
л я ю щ и х с я  п р и  с у ж е н и и  п о те н ц и а л о в  на гр а н и ч ­
н у ю  п о в е р х н о с ть , м енялась. В |6 , 7 | с п о м о щ ь ю  
к о м б и н а ц и и  м етодов  н а и с к о р е й ш е го  с п у с ка  и 
с т а ц и о н а р н о й  ф азы  п р и  о б р а щ е н и и  и н те гр а л ь ­
н ы х  у р а в н е н и й  б ы л и  по л уче н ы  а с и м п т о т и ч е с ки е  
о ц е н к и  (п р и  б о л ь ш и х  х/И,  где х  — р асстоя ни е  от 
э п и ц е н т р а , И — гл у б и н а  и с т о ч н и к а )  для  к о м п о ­
н е н т  пе р е м е щ е н и й  на гр а н и ц е  п о л у п л о с ко с т и  для 
н е к о т о р ы х  в н у т р е н н и х  и в н е ш н и х  задач, о б о б щ а ­
ю щ и х  задачу Л э м б а , н а п р и м е р  в |6 | р а ссм а тр и ва ­
л а сь  н а гр у з ка  по д  п р о и з в о л ь н ы м  у гл о м  к  п о в е р х ­
н о с ти .

О с о б ы й  и н тер ес  представляет работа  |7 | .  где 
исследовалась п л о с ка я  в н у тр е н н я я  задача о  д е й ­
с т в и и  со с р е д о то ч е н н о й  с и л о в о й  о с о б е н н о с т и  в 
виде ц е н тра  р а с ш и р е н и я . В э то й  работе р ассм а т­
р и ва л о сь  два  вида н а гр у з о к : га р м о н и ч е с ка я  и ме­
н я ю щ а я с я  во  вр ем ени  п о  закон у , задаваем ом у 
ф у н к ц и е й  Х э ви са й д а . С  п о м о щ ь ю  а с и м п т о т и ч е ­
с к и х  о ц е н о к  б ы л о  н а й д е н о , ч то  в  случае  га р м о н и ­
ч е с ко й  н а гр у з к и  р эл еевские  во л н ы  не в о з н и к а ю т  
вб л и зи  о т  э п и ц е н тр а . Т очн ее , на  р а с с то я н и я х  г/,, 
у д о в л е тв о р я ю щ и х  усл о ви ю

4 < Т ^ т -  <|3 >
V^i -Фе

где cR — с ко р о с т ь  во л н ы  Рэлея, а / /  — гл у б и н а  и с ­
т о ч н и к а , — р эл е е в ски х  волн нет. Н а  более уд ал ен ­
н ы х  о т  э п и ц е н т р а  р а с с то я н и я х  р эл е е вски е  вол ны  
п о я в л я ю тс я , о д н а к о  в пл оть  д о  р а ссто я н и я

“^ Т г Ч  (14)з/с2 - c R
о б ъ е м ны е  во л н ы  д о м и н и р у ю т . П р и  вы воде о ц е н ­
ки  (1 3 ) сделано  у п р о щ а ю щ е е  п р е д п о л о ж е н и е  о 
то м . ч т о  обе о б ъ е м ны е  в о л н ы , а т а к ж е  рэлсевская 
во л н а  р а с п р о с тр а н я ю тс я  н е за в и с и м о  д р у г  о т  д р у ­
га. О тсутств и е  р эл е е в ски х  вол н  в э п и ц е н тр а л ь н о й  
зо н е , уд о в л е тв о р я ю щ е й  о ц е н к е  (1 3 ), о б ъ ясн ял о сь  
и н те р ф е р е н ц и е й  с о б ъ е м н ы м и  в о л н а м и , п о л н о ­
с ть ю  п о гл о щ а ю щ и м и  р эл е е в с ку ю  волну. П р и б л и ­
ж е н н ы е  о ц е н к и ,  а н а л о ги ч н ы е  |7 | ,  п о л у ч е н ы  в |8 | 
для в н у тр е н н е й  п л о с к о й  задачи Л э м б а  и центра

р а с ш и р е н и я , м е н я ю щ е го с я  во вр ем ени  п о  закону, 
зад аваем ом у ф у н к ц и е й  Х э в и са й д а . Н е см о тр я  на 
а с и м п т о т и ч е с к у ю  п р и р о д у  о ц е н о к  (1 3 ), (1 4 ), о н и  
весьм а часто  п р и м е н я ю т с я  п р и  и ссл е д ов ан и и  
в о л н о в ы х  п р о ц е с с о в  вб л и зи  э п и ц е н тр о в .

Е щ е одна  о с о б е н н о с ть , св я за н н а я  с э п и ц е н ­
тр а л ь н о й  з о н о й , с о с т о и т  в о б н а р у ж е н и и  в |7 | и с ­
ч еза ю щ е й  (evanescen t) в о л н ы , н а зы ва е м о й  та кж е  
5 / >-в о л н о й . Д л я  о п р е д е л е н и я  м о м е н та  в о з н и к н о ­
ве ни я  э то й  в о л н ы  за п и ш е м  з а к о н  С н ел л а  на с в о ­
б о д н о й  п о в е р х н о с ти  для п а д а ю щ е й  5 -в о л н ы  и о т ­
р а ж е н н о й  Я -в о л н ы :

s in ( h  _  s in  О,  ̂ |

с2 с,

где 0 2 — у го л  м е ж д у  в е р ти ка л ь ю  и л у ч о м  п а д а ю ­
щ ей  5 -в о л н ы , а 0 , -  у го л  м еж д у в е р ти ка л ь ю  и л у ­
ч ом  о тр а ж е н н о й  Я -в о л н ы . П р и  0 , =  9 0 ° и со о тв е т ­

с тв у ю щ е м  к р и т и ч е с к о м  у гл е  0 ,  =  0 S|>. опред ел яе ­
м ом  и з (15 )

0 Si> =  a rc s in ^ 2 , (16)

вд оль  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с ти  с о  с к о р о с т ь ю  с, н а ­
ч и н а е т  р а с п р о с тр а н я ть с я  пр од о л ьн ая  5 Я -в о л н а . 
Р а ссто я н и е  о т  э п и ц е н т р а , п р и  ко т о р о м  д о л ж н а  
о б н а р у ж и в а ть с я  5’Я -в о л н а , дается ф о р м ул о й

> / / t ge Sp = 7 M = .  ( i7 )
V<4 - с 2

Н е с л о ж н ы й  вы в о д  для  о пр е д е л е н и я  к р и т и ч е ­
с к о г о  у гл а  0 S|> и с о о тв е тс тв у ю щ е го  р а ссто я н и я  </, с 
п о м о щ ь ю  л у ч е в о го  м етода (со ->  оо), п о -в и д и м о м у , 
в пе р в ы е , дан  в 117 1.

В случае  га р м о н и ч е с к о й  н а гр у з ки  в |7 | была 
о б н а р у ж е н а  ещ е о д н а  и счеза ю щ ая  “ н е ге о м е тр и - 
ч е с ка я ”  в о л н а , н а зв а н н а я  Я 5 -в о л н о й . В о тл и чи е  
о т  5 Я -в о л н ы , Я 5 -во л н а  р а сп р о стр а н я е тся  вдоль 
с в о б о д н о й  п о в е р х н о с ти  с о  с к о р о с т ь ю  с ,. К р о м е  
т о го , в 17 1 б ы л о  о б н а р у ж е н о , ч т о  п р и  переходе от 
га р м о н и ч е с к о й  н а гр у з к и  к  в р е м е н н о й , за д а н н о й  в 
виде ф у н к ц и и  Х э в и са й д а , “ н е ге о м е тр и ч е с ка я ”  
Я 5 -в о л н а  исчезает. З а м е ти м , ч то  п р и м е н е н и е  л у ­
чевы х м ето д о в  в с о ч е т а н и и  с з а ко н о м  С нелл а  не 
п о зво л я е т  о пр е д е л и ть  Я 5-во л ну , см . т а к ж е  1171.

1.3. Метод Каньяра

В 19 — 1 11 для в ы ч и с л е н и я  с и н гу л я р н ы х  и н те ­
грал ов , с в я з а н н ы х  с о б р а щ е н и е м  п р ео б р азо ва ни я  
Л а п л а са  в  задачах Л э м б а , п р е д л о ж е н  о с о б ы й  п у гь  
и н т е гр и р о в а н и я , с в я з а н н ы й  с д е ф ор м аци е й  к о н ­
тур а  и н т е гр и р о в а н и я . В 1121 с п о м о щ ь ю  метода 
К а н ь я р а  для ц е н тр а  р а с ш и р е н и я , и зм е н я ю щ е го с я  
во  вр ем ени  к а к  ф у н к ц и я  Х э в и са й д а , удалось  в за ­
м к н у т о м  виде п о л у ч и т ь  п е р е м е щ е н и я  на  п о в е р х ­
н о с т и  у п р у го й  п о л у п л о с ко с т и :
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U&0,т) = lm
1 +  £ А

FJa.tvl - * V  +

М;(^,0,Т) (IX)

Надо отметить принципиальное отличие внут­
ренней задачи Лэмба для сосредоточенной силы от 
рассмотренной в предыдущем разделе задачи о цен­
тре расширения 112— 151: в случае сосредоточенной 
силы возникает необходимость учета потенциала 
vpji в граничных уравнениях в потенциалах:

+ 2а-

1+^
Re /•':|a, H’|f - / '^ 2 + - = L ^ j ) XAip'J + 2p VV«p'u + i VroH|/|( + VroUpji)

^ v r  - \JJ\ '  ’
+

где мд. и и .— горизонтальная и вертикальная компо­
ненты перемещений соответственно, £, = х / Н , т =

+ Л.Аф1,1 + 2р W tpo + ( 20 )

=  t c j yJ/Г + х 2 -  безразмерное время; a  =  с2/с, и

iv = ( - / ^  + (t2 - I ) i/2)<1+sV /2,

,, г -1 B<a2w3 + I)1;//■ I а, и» = —----------- — ,
Д(а, w)

г Г . . . . ,  vv2(l + 2а Sr2) -  2а(и>2 + l) l/2(a V  + 1)1/2<■> а, ич —-------------------------------------------------------
А(а, w)

Д(а, »v) = (I + 2а V ) 2 -  4 a V ( a V  + I)l/2(w2 + l) l/2.

1/2

(19)

При выводе (18), (19) предполагалось, что т > I . В 
приведенных выше выражениях (IX), (19) ис­
пользовались обозначения, введенные в 113, 14|.

Вычисления по формулам (IX ), (19) при зна­
чениях коэффициента Пуассона v =  0; 0.25; 0.4 
показали 112— 141, что в исследованных случаях 
ДЯ-волны не обнаруживаются. В 1151 дано обоб­
щение метода 1121 на случай источника в виде 
центра расширения, расположенного в упругой 
полуплоскости и со слоем жидкости над ней.

1.4. Метод Пеке риса

В [ 16—201 Пекерис упростил вычисление инте­
гралов, связанных с обращением интегральных 
преобразований в методе Лэмба, за счет измене­
ния порядка интегрирования, — эго позволило 
получить решения на поверхности для внутрен­
ней и внешней задач Лэмба для нагрузок, задан­
ных в виде временной функции Хэвисайда, и, в 
отличие от 112-15|, где решение внутренней зада­
чи Лэмба дано для случая центра расширения, 
найти решение для внутренней задачи Лэмба для 
источника в виде вертикальной сосредоточенной 
силы.

1
2

Vrotij/!> + Vrotvi/I,
/ у

- V = 0, х' € П у.

Вычисления, проведенные в 117, 181, показа­
ли, ч то в случае внутренней задачи Лэмба и сосре­
доточенной вертикальной силы в виде временной 
функции Хэвисайда на поверхности полуплоско­
сти, начиная с расстояний, определяемых форму­
лой (17), обнаруживается Д/’-волна. В то же время 
рэлеевская волна обнаруживается на значительно 
больших расстояниях, чем дается асимптотиче­
ской оценкой (14). Расчеты в [18] для вертикаль­
ной сосредоточенной силы и пуассонова соотно­
шения X =  ц, показали, что возникновение рэле- 
евской волны происходит на расстояниях

dA > 5/1. (21)
В то же время, оценка (14) для центра расшире­
ния в пуассоновой среде дает для рэлеевской 
d2 а 2.4Н. см. 181, где оценка (14) получена для 
центра расширения, изменяющегося во времени 
как функция Хэвисайда. В 1211 рассмотрены про­
странственные внутренние задачи Лэмба для цен­
тра расширения и цен тра сдвига в виде временной 
8-ф ункции, расчеты выполнялисьдля нуассоно- 
вой среды. Сравнение результатов, полученных 
в 120] для 8-импульса, с результатами, получен­
ными в 12 11, выявило расхождение, связанное с 
ДЯ-волной: в [211 приход Л'/1-волны от центра сдви­
га не обнаруживался.

1.5. Метод функции Грина

Решение внутренней задачи Лэмба с помощью 
динамической функции Грина для упругого полу­
пространства или полуплоскости от сосредото­
ченной силовой особенности записывается в виде

Для сосредоточенной силы, действующей на 
поверхности 116| и внутри 117, 181 упругого полу­
пространства, получено (весьма громоздкое) за­
мкнутое решение для вертикальной компоненты 
перемещений и выражение, содержащее эллип­
тические интегралы, для горизонтальной компо­
ненты. В 119, 20| результаты работ [17, 181 обоб­
щены на другие виды нагрузок и, в частности, на 
центр сдвига, расположенный на некоторой глу­
бине в упругом полупространстве.

u(x,/) = |G (x -  х „ ,/ -  т) • р0(х„,т)т/т, (22)
II

где G — функция Грина, х0 — координата точки 
приложения силы р„. Построение динамической 
функции Грина может осуществляться разными 
методами.

В 122—241 рассмотрена плоская внутренняя за­
дача Лэмба о действии произвольно ориентиро-
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ванной сосредоточенной силы, меняющейся во 
времени как 5-функция. Построение функции 
Грина в этих работах осуществлялось в простран­
стве и зображе н и й, далее осу ществл ялос ь су же н ие 
потенциалов на границу полуплоскости, после 
этого разыскивались значения потенциалов на 
линии, соединяющей гипо- и эпицентр. Анали­
тические выражения для компонент перемеще­
ний удалось найти лишь для точек, находящихся 
на этой линии. Властности, вертикальное смеще­

ние в эпицентре, вызванное вертикальной силой, 
полученное в [23|, имеет вид

м.(0,0,/) = - ^ - ( С , ( т ) / / ( т  -  а) + (7,(т)//(т -  I)), (23) 
2nc2h

гдс р ,— интенсивность вертикальной силы: Рц(х,/) =  
=  р .еД х  -  х„)5(/); т =  tc2/h  -  безразмерное время; 
а  = с3/с , ; / /  — функция Хэвисайда, Gk, к  =  1,2 — 
дробно-рациональные функции от безразмерно­
го параметра т:

С , ( т )  =
2 т 2( 2 т 2 +  1 -  2 а 2)

6 \ ( т )  =
4tVt2 -  iVx2 -  1+ а"

V t 2 -  а 2 ( ( 2 т 2 +  1 -  2 а 2) 2 -  4 т ( т 2 -  а 2) > / т 2 +  I -  а 2) '  ‘  ( 2 т 2 -  I ) 2 -  4 т ( т 2 -  У т 2 -  1 +  а

(24)

Заметим, что горизонтальная составляющая в 
эпицентре ог вертикальной нагрузки тождествен­
но равна нулю.

Вычисления, проведенные по формулам (23), 
(24) для пуассоновой среды 1231, показали, что 
непосредственно в эпицентре наряду с бесконеч­
ным пиком, характеризующим приход /'-волны, 
обнаруживается конечный локальный максимум, 
отвечающий (по времени прихода) 5-волне. 
В 124. 251 метод построения функции Грина, ис­
пользовавшийся в 122, 231, был обобщен на ани­
зотропные среды, причем для исследованной в 
1241 трансверсально изотропной среды приход в 
эпицентр сигнала от 5-волны (на вертикальной 
компоненте) уже не обнаруживался.

В 1251 пространственная динамическая функ­
ция Грина построена с помощью метода Каньяра 
110— 12|. Результаты вычисления смещений на 
свободной поверхности от временного 5-импуль­
са, выраженные через компоненты функции Гри­
на (22), показали 1251, что для пуассоновой среды 
в точках поверхности, удовлетворяющих оценке 
(17), обнаруживается приход 5 />-волны. Далее, 
при увеличении расстояния от эпицентра отме­
чен приход рэлеевской волны. В то же время, ис­
следовать поле смещений непосредственно в 
эпицентре в 1251 не удалось.

В 125—281 помимо функции Грина (22) рас­
сматривались также пространственные произ­
водные функции Грина для определения переме­
щений на поверхности от компонент тензора сей­
смического момента:

I
u(x,/) = Jn • VG(x -  х „,/ -  т) • р„(х(),т)</т, (25)

о
где в случае коллинеарности п и р(| правая часть (25) 
описывает двойную силу без момента, а в случае 
ортогональных п и р„ — двойную силу с моментом. 
Расчеты полей перемещений на поверхности полу­
пространства, вызванные вертикальной двойной 
силой без момента, показали 125—28|, что приход 
SP- и рэлеевской волн по-прежнему обнаружива­

ется, причем приходу рэлеевской волны на гра­
фиках для вертикальной и горизонтальной компо­
нент смещений предшествует знакопеременный 
всплеск, связанный с приходом 5-1Юлны, см. также 
монографию |29|. В заключение надо отметь, что в 
125—281 нс были получены оценки расстояний от 
эпицентра, соответствующие приходу рэлеевской 
и 5 /*-волны, аналогичные (13)—(17).

Решение внутренней задачи Лэмба с помощью 
динамической функции Грина для полупростран­
ства осуществлялось также в 1651. где лрименя- 
ласьтехника, аналогичная 1251 и основанная на пу­
ти Каньяра. Заметим, что в |65| для расстояния, на 
котором появляется волна Рэлея, получена асимп­
тотическая оценка -1 0 Н, что существенно больше 
расстояний, получаемых по оценкам (14) и (21).

/. 6. Метод функционально-инвариантных решений

В 130—331 для решения внутренней и внешней 
задач Лэмба применялись преобразования Ф у­
рье-Бесселя по пространственным переменным 
и Лапласа—Меллина по времени, а при обраще­
нии интегральных преобразований вместо де­
формации контура интегрирования, как это дела­
ется в методе Каньяра, использовалось много­
кратное изменение порядка интегрирования 
совместно с функционально-инвариантными ре­
шениями Смирнова—Соболева 134, 351. Вычисле­
ния получающихся при таком подходе перемеще­
ний на границе осуществлялись с помощью мето­
да стационарной фазы — это обеспечивало 
получение точных соотношений на фронтах и 
приближенных в некоторой окрестности фронта. 
Приведенные в 1331 расчетные данные для центра 
расширения в упругом полупространстве показа­
ли, что приход объемных и рэлесвских волн обна­
руживается на соответствующих графиках в точ­
ках наблюдения, находящихся на поверхности и 
на удалении от эпицентра, однако оценки рассто­
яний, аналогичные (13)—(17), в 130—331 получены 
не были.
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/. 7. Разностные и вариационно-разностные 
методы

Численное решение внешней и внутренней за­
дач Лэмба разностными или вариационно-раз­
ностными методами наталкивается на определен­
ные сложности, связанные с устойчивостью и 
схемной вязкостью разностных схем, а также по­
явлением осцилляций в зонах за ударным фрон­
том, характерным для явных схем второго 136, 371 
или более высокого порядка точности, или раз­
мытием ударных волновых фронтов, характер­
ным для явных схем первого порядка и неявных 
схем любого порядка точности |38|. Кроме того, для 
обеспечения численной устойчивости явных схем 
требуется выполнение условия Куранта, в рассмат­
риваемом контексте представимого в виде |36|

in in (Ах) (26)
max(C|)

где Ад- — шаг разностной сетки по пространствен­
ным координатам или характерный линейный 
размер конечного элемента, с, — скорость про­
дольной волны; тах(С|) означает максимальную 
скорость продольной волны для всех сред, участ­
вующих в расчете. Численные эксперименты 1381 
показали, что при анализе периодических про­
цессов частота внешнего воздействия не должна 
превосходить эмпирических оценок

го < 8  — , (27)
Д/

где Д/ вычисляется по (26), так как при наруше­
нии условия (27) высокочастотный шум оказыва­
ется сопоставимым по магнитуде с изучаемым 
сигналом 1391. В случае апериодических процес­
сов оценка (27) заменяется на эквивалентную

Т  > 8Д/, (28)
где Т — характерное время изменения апериоди­
ческой нагрузки.

Помимо метода конечных элементов и конеч­
ных разностей применяют и другие разностные 
методы. В 1401 для решения динамических задач, 
включая внешнюю задачу Лэмба, предложен ги­
бридный подход, объединяющей конечноэле­
ментный и конечноразностный методы. В |40| 
использованы разностные схемы, разработанные 
в |411 и позволившие получить конечноразност­
ные уравнения второго порядка точности по вре­
менной переменной и четвертого порядка по про­
странственным переменным. В |42| гибридный 
метод применен к решению пространственной 
внешней задачи Лэмба. Численные эксперимен­
ты 1431 показали, что гибридный метод оказался 
практически свободным от осцилляций за фрон­
том рэлеевской волны.

В |44—46| для исследования распространения 
волн в задачах Лэмба предложен спектральный 
метод (конечных) элементов (SEM). Этот метод 
фактически представляет собой метод конечных

элементов высокого порядка точности, в котором 
пространственными элементами (базисными 
функциями) являются полиномы Лежандра. На­
до отметить, что эффекты, связанные с образова­
нием ДР-волн, а также процессы происходящие в 
эпицентре или в ближней эпицентральной зоне, в 
работах |44—461 не исследовались.

1.8. Некоторые родственные задачи
В ряде работ исследуется распределение энер­

гии между волнами различных типов, возникаю­
щих при решении внешней |47, 481 и внутренней 
|49, 50| задач Лэмба. В приложении к  задачам гео­
физики вопросы распределения энергии рас­
сматриваются в работах 151, 52].

Обобщение задач Лэмба на случай распростра­
нения волн в пористых средах содержится в 1531, 
в средах с усложненными свойствами — в |54|, в 
двухкомпонентных средах — в 1551. В 156, 571 да­
ются обзоры по распространению гармонических 
волн в многослойных средах с произвольной 
упругой анизотропией.

Задачи Лэмба о движущихся нагрузках, прило­
женных внутри упругого полупространства, ис­
следуются в123, 58, 591.

/. 9. Постановка задачи и метод исследования, 
применяемый в настоящей работе

Для внутренней плоской задачи Лэмба анали­
зируются волновые процессы, происходящие в 
ближней эпицентральной зоне. Особое внимание 
уделяется следующим мало исследованным и от­
части противоречивым результатам:

(i) приход непосредственно в эпицентр сигна­
ла, отвечающего 5 -волне 1231;

(и) расстояние от эпицентра, отвечающее по­
явлению рэлеевских волн; сравнение формул На- 
кано(14) и Пексриса (21);

( ii i)  обнаружение сигналов, отвечающих исче­
зающим SP- и ЛУ-волнам.

Решение задач ( i)—(iii)  осуществляется с помо­
щью метода конечных элементов по простран­
ственным переменным и численным интегриро­
ванием с помощью явной разностной схемы вто­
рого порядка точности по времени. В работе 
рассматриваются сосредоточенные силовые на­
грузки, заданные в виде временной функции Хэ- 
висайда и временного «5-импульса.

2. ОСНО ВНЫ Е УРАВНЕНИЯ, В Н Е Ш Н И Е  
ВОЗДЕЙСТВИЯ, О П И С А Н И Е  МОДЕЛИ

2. /. Основные уравнения
Рассматривается изотропная упругая полу­

плоскость, уравнения движения которой могут 
быть записаны в виде
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cjVd ivu  -  с2rot rotu + pit)6(x -  x 0)v = ii. (29) 
где p it) — функция, характеризующая изменение 
во времени силового воздействия; х(| — точка при­
ложения силы, расположенная внутри полуплос­
кости; v — вектор единичной нормали к  границе 
полуплоскости П у. На границе Пч. формулирова­
лись однородные условия второй краевой задачи: 

t v s  (X tr(s ) l + 2рс) • v = 0, х 'е П г  (30) 
Уравнения (29), (30) дополнялись однородными 
начальными условиями (4).

Расчеты выполнялись при следующих значе­
ниях физико-механических параметров модель­
ной среды:

£■=0.83333 Па; v  = 0.25; р = I к г /м \  (31) 
При этих значениях упругих параметров для 

среды выполняется условие Пуассона X = р, а 
скорости соответствующих волн, вычисляемые 
но (11), принимают следующие значения (в м/с):

с, = 1; с, = 0.577; cR = 0.531. (32)
Критический угол, соответствующий зарожде­

нию .УД-волны и определяемый по (16), для ис­
следуемой среды равен 0SP«  35°, а соответствую­
щее критическое расстояние от эпицентра до ме­
ста образования .УД-волны, определяемое по (17), 
равно dy = 0.5//.

2.2. Внешние воздействия

В качестве внешнего воздействия рассматри­
вается вертикальная сосредоточенная сила, при­
ложенная во внутренней точке упругой полуплос­
кости и изменяющаяся во времени либо по тре­
угольному закону

Г//7 \ 0 < / < Т,
/К ,)-  Ро\(2 Т -1 ) /Т ,  Т  <1 <2Т, 

где До — магнитуда нагрузки; (0, 7 ) — интервал ро­
ста. а (7.274 — интервал убывания нагрузки; либо 
как функция, близкая к  функции Хэвисайда

P i t )  =  До
7/7', 0 < / < 7 \  
1, t > T .

(34)

Заметим, что при решении динамических задач 
разностными методами временные б-импульсы 
обычно моделируют воздействиями вида (33).

Для исключения осцилляций за волновым 
фронтом применяется более консервативная оцен­
ка, чем рекомендуемая в (28):

Т > 50А/. (35)
Вычисления, проведенные для силовой нагрузки, 
заданной треугольными импульсами (33) различ­
ной продолжительности, показали, что при вы­
полнении эмпирической оценки (35) осцилляции 
в точках наблюдения за волновым фронтом при­
ходящей .У-волны весьма незначительны.

о
—

3 .0

«о
СО

А А

Рис. 1. Эскиз модели с указанием на свободной по­
верхности точек наблюдения (301 точка).

2.3. Конечноэлементная модель
На рис. I показана плоская конечноэлемент­

ная модель. На левой вертикальной границе мо­
дели задавались условия симметрии: их = c v, =  
=  е„. = 0, где ыд — горизонтальная компонента пе­
ремещений, а £,., Eg, -  соответствующие компо­
ненты угловых деформаций. На нижней и правой 
вертикальных границах задавались условия от­
сутствия перемещений, а на свободной верхней 
границе — условия (30). Сосредоточенная сила 
приложена на левой боковой поверхности на глу­
бине / /  =  1 м от свободной поверхности.

Замечание. На нижней и правой границах мо­
дели возможна постановка неотражающих усло­
вий для продольных волн при условии их "почти”  
нормального падения на границу 160. 611:

( у + ( a  + 2p )'l/2v ® v  +

+ p~l/2(I -  v ®  v)) • й |  =  0.
(36)

В условии (36) предполагается, что (единичный) 
вектор волновой нормали п, определяющий на­
правление распространения волны, удовлетворя­
ет условию

arccos(n • v ) (eV < 15° (37)
всюду на границе .У, где поставлены условия (36). 
Из-за ограничения (37) условие (36) именуют 
условием 15°. Другие виды неотражающих усло­
вий обсуждаются в [621.

Ниже для исключения интерференции с отра­
женными продольными волнами при невыполне­
нии условия (37), а также интерференции с отра­
женными S и R волнами, размеры модели выбира- 
лисьтакими, чтобы волны, отраженные от боковой 
и нижней поверхностей, не успевали прийти в точ­
ки наблюдения на свободной поверхности.

Модель, показанная на рис. 1, разбивалась ре­
гулярной сеткой на конечные элементы. Л иней­
ный размер элементов Ах варьировался в диапа­
зоне 0.01—0.001 м при размерах модели 3.5 х4.5 м. 
На тестовых задачах для центра расширения в
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(а) (б)

Вертикальная компонента перемещения 
Горизонтальная компонента перемещения

Рис. 2 . В е р ти ка л ь н а я  и го р и зо н та л ь н а я  к о м п о н е н т ы  с и гн а л о в  в  т о ч к а х  н а б л ю д е н и я : (а ) в  э п и ц е н т р е ; (б )  н а  р а с с то я н и и  
Нот э п и ц е н т р а ; ( в )  на р а с с т о я н и и  2Н о т  э п и ц е н т р а ; ( г )  н а  р а с с т о я н и и  2 . 5 / / о т  э п и ц е н т р а  ( / /  1 -  гл у б и н а  и с т о ч н и к а ) .

упругой полуплоскости проводилось сравнение с 
аналитическим решением |12|. Наилучшие ре­
зультаты достигались при A.v = 0.001 и линейных 
четырехузловых элементах; общее число элемен­
тов в модели составляло 15.75 х 106. Ш аг по вре­
мени определялся формулой (26), что при оцен­
ках (33) дало А/ = 0.001. Интегрирование по вре­
мени проводилось с использованием явной 
разностной схемы и алгоритма предиктор—кор­
ректор Лакса—Вендроффа 136, 37|. Оценка оши­
бок явной разностной схемы Л акса—Вендроффа 
при выборе временного инкремента в соответ­
ствии с условием Куранта дается асимптотиче­
ской формулой о(&х~ + Д /‘ ) |36|, где Ах — шаг про­
странственной разностной схемы, a At — шаг ин­
тегрирования по времени. Для рассматриваемых 
параметров (31) и при выполнении условия Ку­
ранта асимптотическая формула ошибки приоб­
ретает вид о(2Ах2).

Параметр Т  (характерное время вариации на­
грузки) в (33), (34) выбирался в соответствии с 
оценкой (35). Точки наблюдения на свободной 
поверхности располагались начиная от эпицен­
тра с шагом 0.01; всего была выбрана 301 точка 
наблюдения. Общее время наблюдения ограни­
чивалось шестью секундами. Магнитуда нагрузки 
р(, в (33), (34) принималась равной I х 10~6 Н.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

3 .1. Временной треугольный импульс (33)

Детальные графики изменения компонент пе­
ремещений во времени для нескольких точек на­
блюдения на свободной поверхности даны на 
рис. 2.

Анализ графиков на рис. 2 показывает, что не­
посредственно в эпицентре (рис. 2а) вертикаль­
ная компонента имеет второй локальный макси­
мум, отвечающий приходу А-волны, тогда как го­
ризонтальная компонента на этом рисунке 
тождественно нулевая. На расстоянии от эпицен­
тра 0 .1 // (рис. 26) в сигнале появляется горизон­
тальная составляющая, причем сразу же за прихо­
дом А-волны горизонтальные смещения стано­
вятся нулевыми, в то время как вертикальные 
медленно убывают. На расстоянии 2 .5 // от эпи­
центра (рис. 2г) на графике горизонтальной ком­
поненты обнаруживаются три локальных экстре­
мума, отвечающих (но времени прихода) объем­
ной Д-вол не, исчезающей 57’- вол не и объемной 
S- вол не, а на графике для вертикальной компо­
ненты вслед за всплеском, отвечающим 5 -вол не, 
появляется еще один локальный максимум, соот­
ветствующий (по скорости его распространения) 
рэлеевской волне. Заметим, что на графиках, от­
вечающих расстоянию 2 // (рис. 2в), локальный 
максимум, отвечающий рэлеевской волне, еще не
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Рис. 3. Временные зависимости сигналов, пришедших во все точки наблюдения: (а) вертикальные компоненты; (б) го­
ризонтальные компоненты; (в) магнитуды.

заметен. В заключение отметим, что в исследо­
ванном интервале |0, 2 .5//| пиков, отвечающих 
“ негеометрической" AS’- вол не, не обнаружено.

Для более точной идентификации волн на сво­
бодной поверхности рассматривались картины 
сигналов во всех точках наблюдения, рис. 3.

Данные, представленные на рис. 3, нрименя- 
лисьдля определения горизонтальных (виртуаль­

ных) скоростей и соответствующих расстояний, 
воспринимаемых наблюдателем, находящимся 
на поверхности. Оценки этих скоростей и рассто­
яний производилась по методике, впервые пред­
ложенной в 161 и применявшейся затем в анало­
гичном контексте в |8, 16— 18 .63|. В соответствии с 
|6|. времена прихода импульсов, отвечающих Р  и 
5-волнам, в точку наблюдения, находящуюся на
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г/Н р SP S R

Рис. 4. Временные зависимости прихода импульсов 
на поверхность полуплоскости: на вертикальной оси 
отложены относительные расстояния от эпицентра, 
на горизонтальной оси отложены значения безраз­
мерного времени; пунктирные линии аналитиче­
ские формулы (40).

свободной поверхности на расстоянии г от эпи­
центра, определяются следующими выражениями;

,x = { ] S ± r \  h J H 2 + r \  (38) 
с, с2

где / / — глубина источника. Аналогичным обра­
зом вычисляется время прихода Л7>-волны в ту же 
точку:

(39)
C,COS0S|, С|

где предполагается, что /• > / / tgOs,,; критический 
угол 6S|> определяется по (16).

Обращая формулы (38), (39), можно выразить 
расстояние г  через времена прихода соответству­
ющих импульсов:

г - д / ^ с , ) 2 -  Н \  (, > — ,
С\

г  =  у](he-,)2 -  / / ’ , h  > — , (40)
С2

г =  /Зс, -  [ -----—-------- tan 0Sj, ] / / ,  /, > ------ —-----.
Vc,COS0SI, ' )  Cj COS 0Sp

Формулы (40) представляют собой искомые 
аналитические соотношения, определяющие рас­
стояние г  как функцию времени прихода соответ­
ствующего сигнала. Дифференцированием по 
времени выражений (40) могут быть получены

виртуальные скорости распространения соответ­
ствующих возмущений по поверхности.

Аналитические формулы (40) наряду с резуль­
татами численного моделирования, представлен­
ными на рис. 3, позволили построить графиче­
ские зависимости горизонтальных расстояний от 
времени, которые соответствуют приходу им­
пульсов от всех видов волн, см. рис. 4. На рис. 4 по 
горизонтальной оси отложено приведенное вре-

t  С  >мя —  ( / / — глубина источника), а по вертикали —

стоя н и е от э п и не нтра). Граф и к и на р и с. 4 ха ра кте - 
ризуют время прихода волновых импульсов вточ- 
ки наблюдения, расположенные на расстояниях г 
от эпицентра.

На рис. 4 обращает на себя внимание практи­
чески полное совпадение результатов конечно- 
элементных расчетов и вычислений по аналити­
ческим формулам (40) во всем исследовавшемся 
диапазоне времен. С помощью конечноэлемент­
ных расчетов был обнаружен импульс, отвечаю­
щий А'/1-вол не, начало которого, в силу особенно­
стей конечноэлементной модели, располагается 
несколько выше теоретического значения, отме­
ченного на рис. 4 горизонтальной пунктирной 
линией dy  Отметим также, что в результате ко­
нечноэлементных расчетов не удалось обнару­
жить импульсов, соответствующих распростране­
нию PS- вол мы.

Отдельно следует остановиться на импульсах, 
отвечающих распространению рэлеевской вол­
ны: конечноэлементные расчеты показали, что 
появление рэлеевской волны происходит в соот­
ветствии с асимптотическими оценками |6, 7|; на 
рис. 4 этим оценкам соответствуют горизонталь­
ные пунктирные линии и d2. График на рис. 4 
показывает, что в рассматриваемом случае зарож­
дение рэлеевской волны происходит на расстоя­
нии

d5 а 2.2511. (41)
Анализ графиков на рис. 2 показывает, что при­
знаки появления рэлеевской волны связаны с по­
явлением небольшого “ горба”  на графике для 
вертикальной компоненты, см. рис. 2г.

В заключение отметим, что непосредственно в 
эпицентре на вертикальной компоненте (рис. 2а) 
заметно появление второго локального макси­
мума, отвечающего по времени прихода сигналу
5-волны, -  это подтверждает результат, полу­
ченный в 1231 с помощью интегральных преобра­
зований.

3.2. Импульс в виде временной функции Хзвисайда

Для сосредоточенной силы, меняющейся во 
времени как функция Хэвисайда (34), получены
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Рис. 5. Вертикальная и горизонтальная компоненты сигналов в точках наблюдения: (а) в эпицентре; (б) на расстоянии 
//от эпицентра; (в) на расстоянии 2 //от эпицентра; (г) на расстоянии 2.5//от эпицентра (// I -  глубина источника).

графические зависимости прихода импульсов в те 
же точки наблюдения на поверхности полуплос­
кости. По аналогии с рис. 2. на рис. 5 показаны 
временные зависимости горизонтальной и верти­
кальной компонент перемещений для четырех 
точек наблюдения.

Так же. как и в случае треугольного импульса, 
моделирующего 5-импульс, на графиках, приве­
денных на рис. 5, можно определить времена при­
хода объемных Р- и 5 -волн, а также Л’/-1-волны, од­
нако приход рэлеевской волны заметить практиче­
ски невозможно, см. [рафик на рис. 5г. Отсутствием 
явно выраженного локального экстремума или воз­
можной потери гладкости, отвечающих приходу рэ­
леевской волны, объясняется оценка (21) |18|, су­
щественно превышающая опенку (41) для 5-им­
пульса. В заключение отметим, что так же, как и для 
треугольного импульса, приход “ негеометриче­
ской”  ДУ-волны обнаружить не удалось.

ЗАКЛЮ ЧЕН И Е

Проведено сравнение результатов аналитиче­
ских и численных исследований по анализу вол­
новых полей в ближней эпицентральной зоне для 
внутренней задачи Лэмба от сосредоточенной си­
лы в упругой полуплоскости. Получены уточнен­
ные опенки времен и расстояний от эпицентра.

отвечающих приходу объемных Р  и S волн, исче­
зающей Л'Д-волны, а также волны Рэлея.

В заключение отметим, что в ходе исследова­
ний обнаружить “ нсгеометрическую”  ДУ-волну 
не удалось.
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