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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время существуют различные мето­
ды наблюдения за процессами, происходящими в 
океане, в частности, акустическое зондирование с 
кораблей или плавающих платформ. В первом при­
ближении данные объекты при моделировании 
можно представить в виде плавающего на поверх­
ности акустически жесткого тела. При этом детали­
зация и сложность используемой модели в основ­
ном определяются возможностями численной реа­
лизации и степенью влияния данного фактора на 
исследуемые характеристики звукового поля.

На современном этапе развития гидроакусти­
ки предложено множество моделей волноводов 
разной степени сложности и с различными обла­
стями применимости, их обзор содержится в рабо­
тах 11, 2|. Для теоретического объяснения экспери­
ментальных результатов используются следующие 
подходы: метод нормальных волн, лучевой метод и 
его модификации, параболические приближения 
волнового уравнения, метод эталонных интегра­
лов, метод поперечных сечений. Особенное внима­
ние уделяется влиянию профиля скорости звука и 
структуры донных слоев, например, в статье [3| 
рассмотрены изменения скорости звука, формиру­
ющие нижнюю границу Черноморского подводно­
го звукового канала (П ЗК). Для исследовании об­
щих закономерностей распространения упругих 
волн в слоистых средах предложен подход, осно­
ванный на аналитическом анализе дисперсион­
ных зависимостей для этих волн |4|. Имеется 
большое количество работ, в которых для опреде­
ления звукового поля в сложных и неоднородных

по трассам волноводах используются численные 
методы.

В статьях [5, 6 | дан об юр теоретических подходов 
для расчета звуковых полей в грехмерпых моделях 
волноводов в зависимости ог рельефа дна, но в них 
нс учитывается влияние на звуковое поле локальной 
неоднородноеги в виде акуст ически жесткого тела на 
поверхности. В представленной статье предлагается 
аналитический подход к  решению указанной про­
блемы на основе метода нормальных мод.

П ОСТА Н О В К  А  ЗАДАЧ И

Рассмотрим модель гидроакустического вол­
новода, в которой водный слой расположен па аб­
солютно жестком основании, на поверхности вол­
новода помещен абсолютно жесткий цилиндр ра­
диуса R и высоты Л0. Начало цилиндрической 
системы координат положим в центре верхнего ос­
нования цилиндра, ось От направлена вниз. 
Разобьем область волновода на две цилиндриче­
ские области: (А) — под цилиндром и (Б) — вне ци­
линдра (рис. I). Точечный гармонический источ­
ник звука, излучающий волну круговой частоты
о) =  2л/, расположен в прои звольной точке волно­
вода. Рассмотрим вначале случай, когда гармони­
ческий точечный источник звука находится вточ- 
ке (г0, го, Фо) области (А) волновода.

Уравнение Гельмгольца для звукового поля в 
области под цилиндром имеет вид

Д Ф , + = _§<Г - г „ )5 ( г - г „ ) 5 (ф -ф Д  ( , }
C' ( z )  Г

4X4
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где ДФ =  Щ г Щ  +  -  оператор Ла-
гдг \ дг ) г й ф ' dz~

пласа; Ф/|(г, z. ф) — амплитуда потенциала скоростей 
в области (Л); б -  дельта-функция Дирака; c(z) — 
распределение скорости звука. Звуковое поле в об­
ласти (И) будет полностью определено, если извест­
на амплитуда потенциала скоростей ФДг, z, ф). удо­
влетворяющая уравнению Гельмгольца

2
ДФЛ + - у —Фд = 0 . (2)

с (г)
Поверхность воды и дно рассматриваются как аб­
солютно мягкая и абсолютно жесткая границы 
вол н о вода соответствен но:

Ф).=0 = 0(r > R); ^  =0,
dz

^  = 0(0  < г  < Л); ^ 1  = 0(0  < z <  Ло).
dz  г=А| д г  г -к

(3)

Кроме того, должны выполняться условия непре­
рывности звукового поля на стыке областей (А) и 
(В), т.е. при r =  R:

0(0 < z < К i).
дФ й

д г <4>д г
Ф /(= Ф „ ,  А о < г< Л . (5)

РЕШ ЕН ИЕ ДЛЯ И С ТО ЧН И КА,
РАСПОЛОЖЕННОГО ПОД ЦИЛИН ДРО М
В случае, когда источник звука находится во 

внутренней области (А) (рис. 1), общее решение 
Фд(г, Z- ф) уравнения Гельмгольца (2) для внешней 
области (В), удовлетворяющее как граничным 
условиям (3), так и условию излучения, строится 
на основе разделения переменных в виде суммы 
нормальных мод |8 |:

00 со
Ф .(г ,г ,ф ) = (6)

т-0  п=1
где — неизвестные коэффициенты; {с,н„\'пт-л и

)ф/(,«(<:)In-i — собственные числа и собственные 
функции следующей краевой задачи:
,2 ( г  '

£  Фя . J 0___*2
dz2 1с2(г) ,

где H " \z )  =  Jm(z) +  i  YJz) -  функция Ханкеля I -го 
рода порядка т, У,„(г) и Y„,(z) — функции Бесселя 
первого и второго рода соответственно.

Азимутальные собственные функции {0т (ф)}“ „о 
выбираются как четные в силу симметрии задачи 
относительно плоскости, содержащей вертикаль­
ную ось координат и точку источника (рис. I ). Тогда

0т(ф) = ет cos /жр, т = 0, 1,..., 
где нормирующие множители имеют вид

ф » = о. Фд(0) =  о, ф '„(/') = о,(7)

Рис. I. Сечение гидроакустического волновода с пла­
вающим на поверхности цилиндрическим телом в 
азимутальной плоскости, содержащей источник под 
цилиндрическим телом.

ет
|/>/2л, т = О,

I/\/л , т ф 0 .

Очевидно, что при таком выборе ет азимутальные 
собственные функции являются оргонормиро- 
ванными:

Я

J 0„,(Ф)О„(ф)</ф = 5гал,
- Я

где Ътп — символ Кронекера.

Общее решение Ф/)(г, z, ф) уравнения (1) в об­
ласти под цилиндром, удовлетворяющее гранич­
ным условиям и условию в источнике, также 
строится в виде суммы нормальных мод:со со

Фл (а г.ф) = Л„,„(/-)фл.„(г)0„,(ф). (8)
т-0 п-\

гле , и {фЛл(г)}л_, -  собственные числа и соб­
ственные функции следующей краевой задачи:

+
c2(z)

- S 2 Фл =0,
(9)

Фл(А)) = 0. Фл(Л) = 0.

Алгоритм построения собственных функций и 
чисел краевых задач (7), (9) на основе аппрокси­
мации квадрата волнового числа k2 =  (o2/c 2(z) для 
заданной системы опорных точек с(г,) = с, по­
дробно описывается в статье |7|.

Пекле подстановки выражения (8) в неоднород­
ное уравнение Гельмгольца ( I) ,  с учетом ортого­

нальности собственных функций | ф . , в про­
странстве интефируемых с квадратом функций 
L2\h0, h\ и ортогональности собственных функций

{0л,(ф)};'=„. получим уравнение для Rm.„(r):
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1 d ld R mi
r  d r \ dr

+ Rmn =

-  r„)\\!

Г У Лм

(10)
0,„(фо).

K „Jr) =
/ / « ( W o )

+ CmnJm ( ^ y ) ,  ( 12)

dr ' a -  0

1 Р(го)Флл(г0)

Г 0  У / 1 . Л

0,„(ф(.)- ( И )

Подставляя выражения ( I I ) ,  (12) в (14), получим 
уравнение относительно неизвестных коэффици­
ентов:

/ и и Х г ( и м л , ( ^ , л ) |

/С (^ ,п Го )

+ (си„ -  о и ^ о и - * ) = - i  ̂ ^ 0т(фо),
'о Ул.п

где производные определяются равенством

» : h = ^ - / 4 w .
д:

j M  = ^ j M _ j m A xy  
х

Воспользовавшись (13) и соотношением для ци­
линдрических функций

Ч  т (£>Апг0 ) Jт (^Л.лг()) -

-  н ^ ( ^ Лмга)Ут( и л ) = - ^ — ,

можно выразить искомые коэффициенты в виде

В...= л /ф,|.я(г<>)9л|(ф.)) „ in  

2 Уя.«
/C ( U A , ) -

Таким образом, получаем аналитическое пред­
ставление для потенциала в области (А). Властно­
сти, при г < г„

< М т г ,  ф) = Х Е
/я=0 я=1

к /  Ф  лл(г»)0„,(фа)//',!* )

2  У/|.л : 15)
+ с„,

где уЛл =  |  y 2A n(z)dz. Решение R „J r)  в области (А),

описывающее уходящую от излучателя волну и 
имеющее достаточный произвол для сопряжения 
с решением во внешней области (В), будем искать 
в виде:
(а) для 0 </■</•„,

R m n ( r )  =  A m n J m ^ A. n r ) ,  ( ID
(б) для rn<r< R, » < | ) ,

•М^.л'ОЧ'жл^ОлЛф),
/

при r() < г < R

Ф а ( г ,1 , Ф) =

" Ш  Ф  з.л(го)Ол,(ф(.)-/ш (^Л.я'о ) Ч т  ( £ Л . п Г )

I I
т =0 л-1

(- тА т (s .I./T)

У тл

ф,<,«(г)0л,(ф)-

+ (16)

где А„т, В„т, и С„„, — неопределенные коэффициен­
ты. Используя условие непрерывности решения 
Rnm(r) при г —Го, получим следующее равенство:

Атп = Втп + Стп. (13)
Согласно |6 |,дпя нахождения неопределенных 

коэффициентов проинтегрируем уравнение ( 10) в 
малой окрестности г0:. *1+0

Неопределенные коэффициенты Ст„ и в 
(|юрмулах (6), (15), (16) определяются из бесконеч­
ной системы линейных алгебраических уравнений, 
которая возникает из условий непрерывности зву­
кового поля (4), (5) на стыке областей г =  R. При вы­
воде бесконечной системы |7| важно, чтобы функ­
ции, стоящие в обеих частях равенств, были из од­
ного класса функций. В связи с этим доопределим 
второе равенство (5) следующим образом:

Ф в =
Ф„(0 < г  < А,).
Ф Ж  < z <  И).

(17)

Тогда система функций {фя.я(г)}'_| является полной 
и ортогонгщыюй для функций, стоящих в обеих ча­
стях равенств. Из равенства коэффициентов разло­
жения по системе функций 0m(<p) v|i n„(z) в функци­
ональном уравнении (17) получим бесконечную 
систему линейных алгебраических уравнений от­
носительно коэффициентов Стп иоо

~ Х  '1 пС ^ Л а,В )  + у B.kDmkH {X BMR) -
/1-1со со- X ii,D mnH ^ R.nR)=х b:x j C ( ^ mr ).

/1-1 п-\со
- X  {U nR )C mn + у вЛвх Ч™  (Z//./.B) L)mk =

//-I

(«  = 0, 1,...; к = 1,2,...),

где

в;„ =о Л /Фз.л(г»)0л1(фо) „ (  » , e \ / /с ч
' ' / я  v S /fz / 'O /* 'm 'S / l . / r0 /»

2 У л,,
h

'In  = |фз.л(г)ф/и(г№ :

"О

>1.п =  / ф в , л ( г ) ф в . * ( г У г ;  у * *  =  v \ A z ) d z .
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В частном случае, когда гармонический точечный 
источник звука находится на продолжении осевой 
линии цилиндра в точке (0, Zo), звуковое ноле, воз­
буждаемое в волноводе, является осесимметричным. 
В этом случае в <|юрмулах потенциалов (6) и (15), (16) 
остаются только слагаемые с индексами т =  0.

РЕШ ЕН ИЕ ДЛЯ И С ТО ЧН И КА, 
РАСПОЛОЖЕННОГО 

ВО ВН ЕШ Н ЕЙ  ОБЛАСТИ
Если гармонический точечный источник звука 

находится в некоторой точке (г0, го, <р„) внешней об­
ласти (И) гидроакустического волновода, то анало­
гично предыдущему случаю общее решение Ф„(г, г, 
ср) во внутренней области (А) строится в видеоо со

Л т (£>Л.„Г),
т- 0 п=\

где К,„„ -  неизвестные коэффициенты; f t ^ C - i  и

{ч A.n(z)}',, | ~  собственные числа и собственные 
функции краевой задачи (9).

Общее решение Ф .(г, z,  Ф) во внешней области 
(/?), удовлетворяющее как граничным условиям 
(3 ),так и условиям излучения на бесконечности и 
в источнике, имеет вид

Ф д (/\ г,ф) = Х Х 0 ""'(,‘)'*,й'"(г)в"'(<р)-
т=0 п=1

где %н.п)’п-\ и lv«.«(z)Ci -  собственные числа и 
собственные функции краевой задачи (7). Для по­
строения функций Qm„{ r ) используем подход, 
описанный в предыдущем разделе. Тогда
(а) для R < г  < г0 

,(|)
Qm„(r) = + Р Х С А в л А Л ^ Л

" т  ( S В . п К )

(б ) ДЛЯ г  >  г „

Q n jT ) =
s mnH : , ( ^ nr) 

Х А в.л ) ’
где Р„т, и Sm„ -  неопределенные коэффици­
енты.

Используя условие непрерывности решения 
Q„„,(r) при г  =  г(), получим следующее равенство:

+ ртп ^ ^ в. л У Л в . л ) -
"  т  ( S  В л К )

Вычисляя скачок производной для функции 
Qm„(r) is точке г =  гп, получаем из равенства

-  Р ^ в Х А в Л )  Н ' " £ в . л )  =  - 1 ^ ^ 0 т (Ф„)
г() У В.п

соотношение

Р = л/ Ф й.«(^о)0 //Дфо)

2 У в.п
В результате общее решение Ф .(г, г, ф) при нали- 
чии в данной области источника имеет вид:
при R < г < г<,

X X ’ ( U ' ) , я / :с

Х & в , * )  2
Ф д(г,г,ф) = Х Е

/л-0 п-1 V (IX)
Фд./|(^о)0/я(фо) \ I /с \

*  ------------------------------- И  т  (  S  В . , Л )■ >  т \ Ч  В .пГ )
У В,,

при г  > г0

фд.я(г)0„,(ф).

ф . ( г. ь ф ) = <i 9>
п=0 «=1 т А в Л )

Алгебраизация функциональных соотношений
(4), (5) для представления потенциалов (18), (19) 
приводит к  бесконечной системе линейных алгеб­
раических уравнений относительно коэффициен­
тов Кт„ и Lm„:

~ Х  (U nR ) + У B.k  l-mk -  X  ! l , L mn =
л- l  n- Iсо= X  P 'X n K  (U ,P ) -  У В .А К  ft« J.R),

n -1

V / 1 ? / ’ f t  o\ 4- УвАвМ^т f t  f t* * )  ,
7 .  ‘ k j n A j r  m \S /4 ./in / л //1/1 ^m k
n_,  И m  У Ч В . к Р )

= y bX A bX A bX .  (w = 0, 1,...; к = 1.2....),

где При вычисле-
2 Уд.,,

нии коэффициентов бесконечной системы основ­
ную трудность представляет вычисление интегралов

/*.,,, /*.„• Данные интегралы для постоянного про­
филя скорости звука вычисляются точно:

,*  _ ,/ 2)COsZ*Ы Ъ Ь >
/ | _ J _______________ И
‘ к м  ,  , 2  ‘  ‘

лЛ ( к - ' 1" 2 

И

/) -  л„

/ * ,  =

2\п(п  -  к) 

И

-sin п 1 ф - к )

. Лha(n + к -  1)-sin ——-------------
h

, n к.
n(n + к -  I)

К ---------h------s i„  2/1Ло(я - 1/ 2) я = к
2 4л(л -1/2)  Л

В общем случае подход к  вычислению интегралов 

/*.„• l i. ir  У которых подынтегральные функции явля­
ются быстро осциллирующими, представлен в |7|.

АКУСТИ ЧЕСКИ Й  ЖУРНАЛ том 61 №  4 2015 5*



488 п л п к о в л

Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика волно­
вода в точке М : (а) Л0 =  5 м, (б) Л0 =  15 м. (в) //,, =  30 м. 
Сплошная линия -  волноводе цилиндром на поверх­
ности, пунктир -  идеальный волновод.

Ч ИCJ1Е Н Н Ы Е РЕЗУЛ ЬТЛТЫ

На рис. 2 представлена зависимость А|Ф| ог ча­
стоты звука (о в точке наблюдения Л/(0.5R, $>) для 
случая, когда гармонический точечный источник 
расположен на продолжении осевой линии пла­
вающего цилиндра г,, =  50 м (всилу цилиндрической 
симметрии возбуждаемого поля азимутальная коор­
дината точки М  не указывается). Глубина волновода 
А =  100 м. Скорость звука во всех точках водного 
слоя имеет одинаковое значение с0 =  1550 м/с. Ци­
линдр имеет постоянный радиус R =  50 м, (а) Л0 =  5 м,
(б) А„ =  15 м, (в) А0 =  30 м. Для сравнения показана 
амплитудно-частотная характеристика идеального

волно1юда в данной точке при тех же значениях па­
раметров волновода.

Из рис. 2а видно, что до второй резонансной

частоты идеального волновода со? =  — с„ =
2 А

=  73.042 рад/с модуль амплитуды потенциала 
скоростей для волновода с цилиндром всюду 
больше, чем для идеального волновода; на от­
резке от второй резонансной частоты до третьей

(со* =  — с0 =  121.787 рад/с) наблюдается проти- 
2А

воположная картина. На рис. 26 показана ам­
плитудно-частотная характеристика волновода 
в указанной точке в случае увеличения высоты 
цилиндрического тела в три раза, при этом ка­
чественная картина до третьей резонансной ча­
стоты идеального волновода не меняется в срав­
нении с предыдущим случаем, отличия заметны 
от третьей до четвертой резонансной частоты иде­
ального волновода. Рис. 2в демонстрирует, что в 
случае существенных размеров плавающего ци­
линдрического тела до третьей резонансной ча­
стоты идеального волновода модуль амплитуды 
потенциала скоростей для волновода с цилин­
дром всюду больше, чем для идеального волново­
да. Отметим, что цилиндр над источником звука 
приводит к изменению амплитудно-частотной 
характеристики волновода практически во всем 
диапазоне частот.

На рис. 3 представлена зависимость амплитуды 
потенциала скоростей А|Ф| от частоты звука w  в точ­
ке наблюдения Л/, (2Zo, 2о)- Гармонический точеч­
ный источник также расположен на продолжении 
осевой линии плавающего цилиндра, что обеспечи­
вает цилиндрическую симметрию поля. Параметры 
полагаются следующими: А =  100 м, г1) =  50 м, 
с „=  1550 м/с ((а) Л„ =  15 м, R =  15 м; (б) Л0 =  25 м, 
R =  25 м; (is) Л0 =  =  35 м, R =  35 м). Рисунок За пока­
зывает, что при небольших размерах плавающего 
цилиндрического тела и удалении от источника зву­
ка на расстояние, равное глубине волновода, 
различия в значениях Л|Ф| между волноводом с ци­
линдром и идеальным волноводом проявляются 
только на высоких частотах. Из рис. 36 видно, что, 
начиная с третьей резонансной частоты идеально­

го волновода со* =  —  с0 =  121.787 рад/с, наблюда- 
2А

ются существенные различия в амплитудно-ча­
стотных характеристиках данных волноводов в 
указанной точке, при увеличении размеров ци­
линдра различия между амплитудно-частотными 
характеристиками волноводов проявляются с более 
низких частот (рис. Зв).

Рисунок 4 иллюстрирует амплитудную харак­
теристику акустических волн для различных рас­
положений гармонического точечного источника 
Z,, на продолжении осевой линии плавающего ци­
линдра в волноводе при А =  100 м, R =  50 м, А0 =  
=  10 м, с„ =  1550 м/с, со =  100 рад/с. Модуль ам-
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Л|Ф| (а)

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика волно- 
вода в точке Л/|: (а) /»0 = 15 м. К  =  15 м; (б) Л0 = 25 м. 
К  =  25 м; (в) //„ =  35 м. К  =  35 м. Сплошная линия — 
волновод с цилиндром на поверхности, пунктир — 
идеальный волновод.

плитуды потенциала скорости достигает макси­
мальных значений у поверхности и дна. в середи­
не волновода имеется четко выраженный мини­
мум. Таким образом, чем ближе источник звука к 
абсолютно отражающей поверхности (ко  дну или 
цилиндру), тем больше амплитуда возникающего 
звукового давления.

ЗАКЛЮ ЧЕН И Е

Предлагаемый подход позволяет получить 
аналитическую форму решения для неоднород-

/7|Ф|

Рис. 4. Зависимость амплитудной характеристики 
волнового поля от положения источника звука. Кри­
вая /  — приемник в точке (0.25//, 0.5/»), 2  — в точке 
(1.5/;, 0.9/;), 3 - в точке (2.5//, 0.5//).

ного гидроакустического волновода с располо­
женным на поверхности телом цилиндрической 
формы в виде ряда по нормальным модам, где ко ­
эффициенты при модах находятся с заданной 
точностью из соответствующих бесконечных си­
стем. Вариация размеров цилиндра над источни­
ком звука показывает, что амплитудно-частотные 
характеристики исследуемого волновода значи­
тельно отличаются от характеристик идеального 
волновода практически на всем диапазоне частот 
в ближнем поле. Для дальнего поля данные отли­
чия проявляются на высоких частотах.
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