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Проведено теоретическое исследование звукового поля, создаваемого вращающимся точечным мо
нополем в струйном течении, слой смешения которого моделируется разрывом скорости. Звуковое 
поле в дальней области сравнивается со звуковым полем, создаваемым вращающимся мононолем в 
однородном потоке при отсутствии разрыва скорости, что позволяет оценить величину эффекта ре
фракции звука.
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ВВЕДЕНИЕ

Звуковое поле вращающегося точечного ис
точника представляет значительный интерес для 
акустики и недавно теоретически исследовалось 
для монополей 11,2 ],диполей |3| и квадруполей |4|. 
Эти решения были применены для улучшения ал
горитма бимформинга, где в явном виде учиты
вался эффект вращения источника [5], а также 
для моделирования шума винта |6, 7|.

Экспериментальные исследования шума вра
щающихся источников, таких как винт и откры
тый ротор, часто проводятся в заглушенных уста
новках с откры той рабочей частью, что означает 
наличие сдвигового слоя между источником зву
ка и расположенными вне потока микрофонами. 
Рефракция звука на сдвиговом слое также актив
но исследовалась, в основном для источников 
звука стационарных или движущихся прямоли
нейно 18— 111. Для вращающегося источника эф
фект сдвигового слоя учитывался с помощью вве
дения среднего числа Маха между источником и 
микрофоном 1121.

Данное теоретическое исследование является 
первой работой, где строгим образом изучается 
эффект рефракции звука от вращающегося ис
точника на сдвиговом слое. Течение струи пред
полагается однородным, слой смешения модели

руется бесконечно тонкой цилиндрической вих
ревой пеленой.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Точечный монополь, излучающий звук на ча
стоте <о0 =  2л:/), вращается на расстоянии г0 вокруг 
оси х с  частотой вращения О  =  2k F. Вращающий
ся точечный источник расположен в струйном те
чении (рис. I ), моделируемом цилиндром радиуса 
R0 (Rt) > г0), чья ось совпадает с о сью * цилиндри
ческой системы координат (г. ф, х). Скорости по
тока внутри и вне сгруи однородны и равны (У, 
вне струи (область 1, г  > /?„) и U2 внутри струи (об
ласть 2, г < R0). Предполагается, что в струе и в 
окружающем потоке плотность р(| и скорость зву
ка с0 одинаковы.

Данная модель сгруи является хорошим при
ближением для случая низких частот звука, когда 
длина звуковой волны много больше толщины 
слоя смешения струи. С другой стороны, данная 
модель не учитывает эффекты расширения сгруи 
и нарастания толщины слоя смешения вниз но 
потоку, потому углы наблюдения предполагаются 
не очень малыми (наблюдатель расположен вдали 
от оси струи), где этими эффектами можно пре
небречь.
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Р и с. I .  Геом етрия задачи.

П О И С К РЕШ ЕНИЯ

На сдвиговом слое, отделяющем струю от 
окружающего потока, выполняются условия не
прерывности давления р и смещения /г:

* L * , +0 ^г=«||-0’

_!_ФI
Ро д п г = Я в +о 

Р о д п г . ц ,-О

а;
дх

2
И.

(1)

Звуковое давление внутри и вне струи описывается 
уравнениями

(3)
х 5 (х  -  х„) ^  5(<р - О /  -  2кп).

П=-<Г)

Решение уравнения (2) должно быть конечным и 
удовлетворять условию уходящих волн на беско
нечности.

Введя преобразование Фурье

+'*> -НЮ я

Рт(г,$,(й)= |  J | p l r . y . X . t y 1"" "Ю'с1цс1и1х,
-СЮ —ОО -Я

(4)

д 2р I др 1 д2р 
8г2 г дг г2 dip2

+ Ё !£ _ 3 _ (в + ( / | в.)
дх~ с» \3/ дх/

Р =  0.

д2р , I др , 1 а 2/> | а2р 
а г2 га г  г 2а<р3 ах2

До.

с,2 '3/ ах

(2)

г  < /?„,

где т и w =  кс„ обозначают соответственно ак
сиальное волновое число, азимутальный номер и 
угловую частоту, получаем для уравнений (2) сле
дующее выражение:

д '~Рт , \дрт |
дг

+

г дг

(А:-^Л/,)2- ^ 2-"V
г

Рт = 0- Г *  R{).

д2Рт , \дрт 
а г2 г  ас

(5)

+ ( к - % М г)2 = r < R „ .

где q — источник, соответствующий вращающе
муся монополю, который расположен в т о ч ке г= г0, 
Ф =  Or, х  =  х0:
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где

Qrn = ip0Р0Я0 ( к ~ ^ М 2) е  х

I
2sin(n[/? - /и])

п -  т
6((о-со0 -я П ).

(6)

Левая часть уравнения (5) представляет собой 
уравнение Бесселя с "радиальным'’ волновым 
числом:

T ) = ( k - t M j ) 2 У = 1,2. (7)

В качестве линейно независимых решений урав
нений (7) удобно взять функции Бесселя J т(Г / )

и Ганкеля //1 "(Г уг ) .  Тогда для г  > решением (5) 
будет

pm =  AmJni( r xr ) + BniH«)( r lr ) ,  г  > Л0, (8)

а для г <  /?„ — выражение

Рт = СтУт (Г 2r )  + DmH ^ ( T 2r ) ,  0 < г  < г0.

Рт  = С „ - * О тн У ( Г 2г0) ^ т(Г 2г)+  (9)

4» + | О Л ,(Г2'Ъ) |я‘,,(Г2г), г0 < г <

где -4,„, /i„,, Ст , /)„, — произвольные функции, зави
сящие только от £, и to.

Значения Ат, В„, Ст, 1)т определяются из гра
ничных условий. Применяя условие конечности 
решения для г  —> 0 и условие уходящих волн для 
г  —> оо, получаем Ат = 0 и Dm = 0. Далее, преобразо
вание Фурье уравнения (1) дает

'1г=Д,+0 = Рm<r=R,i-0  ’

др„
дг

2 ОРп( к - ь м 2у я ь  = ( к - $ м , у у ь
/■=«,+о дг

(Ю)

Г=«„-О

Подставляя сюда выражения (8) и (9), можно 
определить значения В,„ и С,„. В частности, ам
плитуда т-й  гармоники Вт имеет вид

( к - ^ М , ) ^ т( Г 2г0),
л,,д

А = ( к -  $Л/,)2 Г 2У ;( Г 2Л„) Я 1 " ( Г Л )  -  ( I I )  

-  (к  -^Л/2)2Г|Ут (Г2Л0)Я^1)(Г,Я0),
где штрих означает производную функции от ар
гумента.

Таким образом, вне струи звуковое поде от 
вращающегося мононоля определяется выраже
нием

Рт = -^ Г Р (А > (Л -^ Л /,) (А -^ Л /,)2 х

Z2sin (тт[/7 -  /и]) ,
------ — ------- — 5(со -  о)0 -  л£2)

п -  т
(12)

х У т ( Г 2г0)я 1 1,(Г ,г).
Выполняя для него обратное преобразование Ф у
рье по to и принимая во внимание, что sin(rc|« — 
— т\)/ (п  — т) равняется нулю для п *  т, получим

Рт

+<Ю

7 - [ Рт(г,^ы)е '""(1ы = 
2л J-СО

= ! М т {кт- ^ М 2)(кт- ^ М \ ) 2х (13)
1\Ат

х е ^ < ^ я{Г2тг0) ^ \ г 1тг), 
где к„,. Г,,,,, Г2т, и Д„, получены подстановкой to() + 
+  mQ. вместо со в к. Г,, Г2 и Д соответственно. Для 
того чтобы обеспечить только уходящие волны 
при г —>оо в уравнении (13), выберем следующие 
ветви функции Г

I т

sign (to0 + rnO.) х

x ^ - ^ , ) 2 - ^ , {km- % M x)2 t % \  (14) 

№ - { к я -Ъ,Мх) \  (кя -  $ М Х )2 < ^2.
Аналогичный выбор применяется и для Г2яг

Для получения итогового решения осталось 
выполнить обратное преобразование Фурье но

л , = £ / й М . 0 * * ,‘Я5. 0 5 )
-СО

В дальнем поле этот интеграл можно оценить с 
помошыо метода стационарной фазы [13|. Вводя 
новые переменные (/?, 0), для которых

r  = /(sin0, х  -  д:0 = /?cos0, (16)
и используя дальнюю асимптотику функции Ган
келя

»1!’м -exp /
I us

s - -m л л (17)

получаем для кт *  0 следующее выражение для т-й 
гармоники рт\

oCWox
2л/?,,

+* с
ехр(-/(to0 + n £ l) t \ gm & )e m ) d ^

(18)
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Р и с. 2 . З а в и с и м о с т ь  в е л и ч и н ы  р е ф р а кц и и  I)  о т  у гл а  н а б л ю д е н и я  0 : (а ) 800  Гц (/л =  ± 1 ) ;  (б )  1600 Гц (т =  + 2 ).

П($) = r ,msin0 + ^COS0.

U S )  =  ( * ,  -  ЬМ2) (к"  - } М ')  J j r ^ o )  X (19)
Am _________

Х J  r  I  - а = G" г- р • Q-V тсГ |„,/?sin в \  лГ |m/? sm 0
Следует отметить, что в соответствии с определе
нием (16) sinO > 0.

При вычислении интеграла (15) мы пренебре
жем вкладом полюсов, связанных с нулями ф унк
ции Дш, которые имеют физический смысл излу
чения звука волнами неустойчивости, развиваю
щимися на сдвиговом слое струи. Этот вклад в 
дальнем поле существенен только при малых уг
лах наблюдения 0 |10|, для которых, как было 
сказано выше, применимость модели струи, ис
пользуемой в данной работе, может быть постав
лена под сомнение.

Стационарная точка интеграла в уравне
нии (18) определяется выражением

Ss = - л/, - cos 0

I ~ Л/|Ч \11 -  М] sirT 0,
(20)

Значение интеграла (15), вычисленное в дальнем 
поле с помощью метода стационарной фазы [ 131, 
имеет вид

р P M ) G ( ^ s)s\gn(km) 

k RqRJ] -  Л/,2 sin2 0

х ехР^~'^д ^ ~2  [^1 ~ ĵ |> sin ’ 0 -  Л/, coso j -  (21)

-  /(to0 + mQ)t -  / - ^ 1 .

Тогда итоговое решение для звука в дальнем поле, 
создаваемого вращающимся источником в струй
ном течении, записывается как

+00

т=-оо

гле амплитуды гармоник/?,,,определяются уравне- 
нием (21).

АН АЛИ З РЕШ ЕНИЯ

Для проверки справедливости решения (22) 
сравним его со звуковым полем стационарного 
монополя в однородном потоке. Для этою  поло
жим М | =  Л/,, г0 =  0. Так как в данном случае J,„ 
( Г2mro) *  0 только для т =  0, то ряд по т сводится 
к одному слагаемому т — 0. После ал гебраических 
преобразований получаем
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Р =
4nRyJ\ -  Л/,2s in3 G

х у

iRkexpI —/со/ + , х
1 -  Л/Г

-  М : sin" 0 -  Л/.cosO (23)

1 + М, М \ - COS0
I -  (  ' yj\ -  М { s in2 Gy

Точное выражение для звука, создаваемого 
стационарным монополем воднородном потоке, 
имеет вид

Р =
4 n R s I \ -M -

X y \  -  M

L  m x

--------exp -/'со/ H----------
s in ’ O l  1 - M

2 si n2 0 — A /,c o s o jjx

rtf cos0 I  ,
l  1 -  M ] ' yj\ -  Д/,2 si n 2 ©J

iM  |cosO 

kR(\ -  A/,2s in20)

(24)

Легко видеть, что полученное решение (23) отли
чается от точного решения для стационарного 
монополя (24) только членом ~ 0 (R  2), который в 
дальнем поле является малым. Таким образом, в 
дальнем поле полученное решение (23) переходит 
в точное решение (24).

Обратимся теперь к  количественной оценке 
величины рефракции для звука вращающегося 
монополя в струйном течении. Как можно видеть 
из уравнения (21), спектр звука, излучаемого та
ким источником, состоит из набора гармоник с 
частотами ю0 +  тП.  Ограничимся для простоты 
рассмотрением рефракции звука только для от
дельных частот, а не для всего спектра. Оценка ве
личины рефракции получается при сравнении 
решения задачи (а) со скоростью внешнего пото
ка 0 м /с с задачей (б), когда скорость внешнего 
потока равна скорости струи (£/, =  (/,). В послед
нем случае микрофоны расположены в потоке и 
звук от вращающегося источника при распро
странении до микрофонов не рефрагируегся на 
сдвиговом слое струи. В децибелах величина ре
фракции О выражается как

D = 20 Ig, (25)' р ( 0 М 2) '

{ р ( и м ) '
где р ((/,, U2) — звуковое давление в дальнем поле 
при скорости потока вне струи (/, и внутри струи U2.

Положим радиус струи /?„ =  0.5 м, скорость 
струи U2 =  50 м/с, радиус вращения источника

0.25 м, частота излучения источника со„ =  0, 
частота вращения источника F  =  800 об/с. Зави
симость величины рефракции D (0) от угла на
блюдения 0 приведена на рис. 2 для частот 800 Гц 
(т =  ±1) и 1600 Гц (т =  ±2). Как и ожидалось.

вблизи плоскости вращения монополя (0 *  90°) 
величина рефракции мала. Резкое увеличение ве
личины рефракции для малых углов наблюдения 
(0 < 30°) на рис. 2а и возникновение пиков при углах 
наблюдения 54° и 137° на рис. 26 связаны, по всей ви
димости, с тем. что для этих углов решение (21) теря
ет применимость. В этом случае при оценке интегра
ла (15) необходимо учитывать вклад полюсов.

Диапазон допустимых углов 0 зависит от геомет
рии задачи и от рассматриваемой частоты звука. 
Для рассматриваемых параметров задачи в диапазо
не допустимых углов наблюдения величина ре
фракции ДО) составляет 5.9 дБ для частоты 800 Гц и
I. 6 дБ для частоты 1600 Гц. Таким образом, количе
ственная оценка рефракции вращающегося моно
поля на слое смешения струи показывает, что эф
фект рефракции может быть весьма существенным.

Работа выполнена при поддержке гранта М ини
стерства образования и науки РФ №  I4.Z50.31.0032.
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