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Экспериментально исследовано поведение нелинейного элемента, представляющего собой легкую 
пластинку, прижатую к отверстию в полости акустического резонатора. Измерения осцилляций по
ля в полости и вне ее показали, что при больших амплитудах они становятся существенно негармо
ническими. Временные зависимости смещения пластинки при росте амплитуды возбуждающего 
напряжения демонстрируют постепенное изменение формы колебаний от гармонической к одно- 
полупериодной. В полости появляется постоянная составляющая — разрежение либо истечение 
среды через отверстие. Построена теория нелинейных колебаний пластинки с учетом ее различной 
упругой реакции на сжатие и разрежение с учетом монопольного излучения пластиной малых вол
новых размеров или излучения ею плоской волны. Рассчитаны амплитуды гармоник. Решена нели
нейная задача о воздействии на пластину низкочастотного стационарного шума. Получены выра
жения для корреляционной функции и средней мощности на выходе при задании на входе нормаль
ного случайного процесса.
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Как известно, для генерации новых частот аку
стического спектра среда должна быть нелиней
ной. Однако для реализации взаимодействий 
между компонентами спектра обычно требуются 
большие интенсивности и, соответственно, мощ
ные источники когерентного излучения. Чтобы 
упростить постановку эксперимента, используют 
среды с высокими значениями нелинейных моду
лей упругости, например, жидкости с пузырька
ми газа и структурно-неоднородные твердые те
ла. Ниже рассмотрена еще одна возможность — 
внедрение в среду искусственных элементов с 
“ модульной” нелинейностью. Такие элементы 
могут оказаться полезными при создании нели
нейных экранов, описанных в работах 11—3].

Эксперимент с одиночным элементом прово
дился на установке, схема которой показана на 
рис. I. Установка содержит электродинамиче
ский излучатель /, герметично закрепленный на 
одном из торцов металлической цилиндрической 
грубы 2. На другом горце находи тся узкий патру
бок, имеющий диаметр около 4 см. С внешней 
стороны к патрубку прилегает легкая пластинка 
(м е м б р а н а )п о л н о с т ь ю  перекрывающая его се
чение. Таким образом, внутри полости 2  с помо

щью излучателя /  может создаваться переменное 
давление p:(t). Патрубок выполняет также роль 
механического трансформатора, позволяющего 
существенно увеличить скорость перемещения 
мембраны.

Целью эксперимента является изучение дей
ствия переменного давления на нелинейный эле
мент, который образован прижатой пластинкой. 
И зописания конструкции на рис. I очевидно, что 
под действием положительного давления пла
стинка может перемещаться вверх, на некоторое 
время приоткрывать патрубок и делать возмож
ным продув воздуха через образовавшуюся щель. 
Под действием отрицательного давления пла
стинка будет прижиматься к патрубку и перекры
вать связь внутренней полости с внешним про
странством. Таким образом, действие пластинки 
подобно полупроводниковому диоду, пропуска
ющему одну из двух полуволн переменного на
пряжения.

Контрольные микрофоны располагались как 
внутри трубы, так и вне ее, вблизи оси, на рассто
янии около 50 см от пластинки. Кроме того, в со
став установки входил U -образный водяной ма-
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нометрдля измерения разности давлений внутри 
полости и снаружи. Для возбуждения излучателя 
на него подавалось гармоническое напряжение 
различной амплитуды и частоты. Сигналы от 
микрофонов преобразовывались в цифровую 
форму и вводились в компьютер для последую
щей обработки.

В ходе предварительных экспериментов было 
установлено, что резонансная частота системы 
как целого составляла приблизительно 160 Гц. 
При резонансе наблюдался максимальный ход 
пластинки (около 3 - 4  мм) и достигалось макси
мальное разрежение внутри полости. Однако са
мые наглядные результаты получены на более 
низкой частоте — 70 Гц. На рис. 2 приведены сов
мещенные осциллограммы пульсаций давления 
внутри полости при различных значениях воз
буждающего напряжения. При малых амплитудах 
напряжения закон изменения давления во време
ни близок к гармоническому. По мере увеличе
ния амплитуды проявляется уплощение вершины 
положительной полуволны, которое объясняется 
открытием пластинки и свободным выходом воз
духа из полости.

Форма пульсаций внешнего давления представ
лена на рис. 3. Ясно, что делать выводы на основа
нии формы наблюдаемого процесса затруднитель
но. Поэтому полезно вспомнить, что давление р 
пропорционально производной по времени от объ
емной скорости источника К |4 |: р ~  Эй/Эг.

Для источника малого волнового размера, 
имеющего площадь S, который и представляет 
собой колеблющаяся пластинка, можно поло
жить й  = А'5', где X  — средняя пульсационная 
скорость пластинки. Отсюда следует, что давле
ние в излучаемой волне пропорционально сред
нему по поверхности ускорению а излучающей 
поверхности, р ~ aS. Так как исходные сообра
жения о функционировании нелинейного эле
мента были сформулированы в терминах смеще
ния, то и анализ наблюдаемого процесса удобнее 
проводить в терминах среднего по поверхности 
пластинки смещения X, пульсационная составля
ющая которого может быть найдена путем дву
кратного интегрирования по времени. Полное 
смешение равно сумме X  =  Х„ + X ,  где Х (1 — по
стоянная составляющая. Величина Х„ не может 
быть рассчитана по данным для ускорения, но 
может быть оценена из условия X  > 0, поскольку 
пластинка (если нс учитывать ее возможного про
гиба и конечной упругости пружин на рис. 1) в 
условиях описываемого эксперимента не может 
перемешаться ниже поверхности, на которую 
опирается.

На рис. 3 представлен результат расчета сме
шения пластинки, показывающий, что нелиней
ный элемент представляет собой практически

F
а 1 FпI р,(о I

Рис. 1. Схема установки.

Рис. 2. Осцилляции давления внутри трубы при раз
личных значениях амплитуды возбуждающего напря
жения (1-5 В) -  сплошные линии. Гармонический 
сигнал на частоте возбуждения показан штриховой 
линией.

Р.Х

Рис. 3. Внешнее давление р (тонкая линия) и рассчи
танное смешение X (утолщенная линия).

идеальный акустический диод, работающий с уг
лом отсечки около 90°. Полученные зависимости 
указывают также на то, что прохождение воздуха 
через узкую щель, образующуюся под пластин
кой в течение части периода колебаний, незначи-
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А1

Рис. 4. Рассчитанное смешение пластины (н относи
тельных единицах) при тех же значениях амплитуды 
возбуждающего напряжения, что и на рис. 2.

р, мм. вод. ст.

Рис. 5. Зависимость разрежения внутри трубы от
электрического напряжения на преобразователе.

тельно сказывается на форме излучаемой волны. 
Сравнение зависимостей давления и смешения 
ог времени позволяет выделить момент закрытия 
пластинки и связать с ним начало значительной 
по амплитуде составляющей давления. Эта со
ставляющая возбуждается ударом пластинки о 
патрубок и представляет собой свободные затуха
ющие изгибные колебания пластинки, края кото
рой оперты на патрубок. В момент открытия пла
стинки амплитуда звукового давления, связанно
го с этим процессом, резко уменьшается, что 
может быть объяснено, во-первых, акустическим 
замыканием из-за малого волнового размера пла
стинки и, во-вторых, изменением резонансной 
частоты ее колебаний из-за переменного краево
го условия (опертый — не опертый край).

На рис. 4 приведены рассчитанные временные 
зависимости смещения от амплитуды возбужда
ющего напряжения, иллюстрирующие постепен
ное изменение формы колебаний от гармониче
ской коднополупериодной.

Так как пластинка открыта только в течение 
части периода пульсации внутреннего давления, 
она может работать как насос, приводящий либо 
к прокачке воздуха из полости во внешнее про
странство, либо (если внутренняя полость не имеет 
дополнительных щелей) к формированию внутри 
нее области пониженного давления. На рис. 5 при

ведена зависимость постоянного давления (разре
жения), возникающего в герметичной полости, от 
величины возбуждающего напряжения. Получен
ная зависимость близка к линейной.

Перейдем к модели, описывающей работу 
этого нелинейного элемента. Итак, генератор / 
создавал в полости резонатора 2  переменное дав
ление р: (t ). Когда это давление превышало вели
чину F/S, где F  — прижимающая сила, пластинка
(мембрана).? массой т  и площадью S  -  п К ? при
поднималась и начинала излучать прошедшую 
волну />,(/). Скорость колебаний имела сложную 
форму и содержала высшие гармоники основной 
частоты (рис. 3 и 4).

Составим уравнение движения пластинки с 
учетом как переменного давления в резонаторе, 
так и реакции излучаемой волны. Для простоты 
будем вначале считать, что излучается плоская 
волна, и ограничимся одномерной задачей. Пусть 
Х(1) — смешение пластинки вверх. Давление на 
пластинку с учетом граничного условия на ее по
верхности, очевидно, равно

Pi ~ Р, = Pi ~ ре*-
Следовательно, колебания должны описы

ваться уравнением

х + р ± 1 х  + ^ х - у \ х \ ) = S p {, ) _ F  (1)
т т т т

Здесь А: -  коэффициент жесткости прижимаю
щей пружины, у — коэффициент нелинейности. 
Очевидно, мембрану легче “оторвать” от выход
ного торца резонатора, чем прижать к нему и про
двинуть ниже опорной поверхности. Этот факт 
учтем в уравнении ( 1) введением члена с модуль
ной нелинейностью. Упругость при положитель
ном значении смешения X  > 0 равна 1 — у. Она 
меньше, чем упругость при отрицательном значе
нии X  < 0, которая равна I +  у. В дальнейшем 
считаем |у) < 1. Заметим, что колебания и волны в 
системах с модульной нелинейностью в послед
нее время интенсивно исследуются 15—71.

Пусть резонатор возбуждается гармонически
ми колебаниями, то есть />, = />„ c o s (<о/). Рас
смотрим колебания низкой частоты, когда дви
жение можно считать квазистатическим и произ
водными в (I) пренебречь. В этом простейшем 
случае решение имеет вид

*  а с о ф « Н  (2)
F  W 15 у

Здесь а  = Sp0/ F , верхние знаки берутся для по
ложительных значений X  > 0, а нижние — для от
рицательных X  < 0. Нетрудно видеть, что реше
ние является четной функцией времени. При
со/ =  a rc c o s a  1 решение обращается в ноль.
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Разложение в четный ряд Фурье при достаточно 
больших амплитудах колебаний а  > I имеет вид

= у  + Х й (,с о ф с ш ) . (3)
п =  I

Постоянная составляющая дается выражением

- Л„ = V a: -  1---- ^ Ц -a rc c o sa  1 — . (4)2 1 -  у  1 -  у  1 + у
Гармоники даются следующими формулами:

- А п = — ^ - j - s in T w a r c c o s a  11 +  х 
2 I —у2/, L J 1- у 2

х | —!—s in Г(я + l)a r c c o s a  Ч  + (5)

+ ——-sin[j(// -  l )a rc c o s a  'jJ .

При малых амплитудах колебаний, как не
трудно видеть, высшие гармоники не появляют
ся. Естьлиш ь постоянная составляющая и первая 
гармоника:

А  =
2

1 + у ' 4
a

1 + у
Из полости резонатора возможно истечение 

газа, если имеется отверстие для компенсации 
вытекающего потока. Масса газа, исходящая за 
единицу времени, дается усредненным за период 
колебаний выражением:

Q = =  ----- f r — — Ф (а),
с (\ - y ) yJnSkc  (6)

ф = a 'a r c c o s а "1 -  \1а2 -  1.
Здесь учтено, что при смешении круглой пласти
ны вверх образуется щель площадью 2-Jk SX.  
Ф ункция ф (а )  является монотонно возрастаю
щей при а  > 1.

Полученные выражения позволяют рассчи
тать постоянное давление, возникающее во внут
ренней полости, если она не имеет дополнитель
ных отверстий. Для этого подставим в уравнение 
( I) давление в виде = р0 cos (со/) + р, р  — иско
мое постоянное давление. При этом выражение 
(6 ) не изменит своего вида, если сделать подста
новку F, =  F  -  p S  и а ,  =  Sp0/F \ :

4>(«i).

Приравнивая затем Q = 0 и решая полученное 
уравнение, найдем два условия, h\ = 0 и а , = I, 
которым соответствуют два корня = F /S  и 
p2 =-p, )  + F / S .  Первый корень соответствует 
бесконечной производительности источника

давления и поэтому не реализуем. Второй корень, 
если р„ §> F / S ,  лает линейную связь между ам 
плитудой пульсаций давления и его постоянным 
значением, что и было получено в эксперименте. 
При этом полное давление внутри полости за пе
риод колебаний изменяется от F / S  -  2/;,, до F/S, 
принимая в последнем случае значение, равное 
порогу открытия пластинки. Таким образом, рас
сматриваемая система в квазистатическом при
ближении работает как однополупериодный вы
прямитель с нулевым углом отсечки. В условиях 
эксперимента влияние инертности пластинки, 
по-видимому, велико и приводит к тому, что пла
стинка открыта на протяжении значительной ча
сти периода колебаний.

Если считать, что колеблющаяся пластинка 
является монополем и излучает сферически рас
ходящуюся волну,уравнение( I) будет таким:

(, + * + - {X  - у\х\) = £ р, (/)--• (7)
\ т  / т т т

Сравнивая уравнения ( I ) и (7), видим, что вме
сто диссипативного члена в ( 1), связанного с по
терями на излучение, в уравнении (7) появилась 
добавка — присоединенная масса. Однако найти 
решения уравнений (I) и (7) с учетом производ
ных, по-видимому, можно лиш ь численными ме
тодами.

Поскольку нелинейный элемент может ис
пользоваться в системах преобразования спек
тров шума, рассмотрим воздействие на этот эле
мент случайного возмущения. По-прежнему счи
таем низкочастотным входной сигнал, который 
подвергается нелинейному безынерционному 
преобразованию (2). Используем следующие обо
значения:

У = / ( х ) ,  y  = j X ,  х  = a £ ( w / ) -  1,

/ ( * )  =
|Р ,х , х > О, 
(р .х , х < 0 .

( 8 )

Здесь, очевидно, наклон положительного 
участка нелинейной характеристики больше, чем 
отрицательного, то есть Р , > Р_. Рассмотрим наи
более интересный случай, когда шум сильный, 
о. >  I, и поэтому среднее значение случайного 
процесса на входе нелинейного элемента равно 
нулю.

Статистические характеристики на выходе 
рассчитываются по схеме, изложенной в книге | 8 | 
(гл. 7, 7.1.1—7.1.3). Считаем х ( /)  или ^ (/)  нормаль
ным стационарным случайным процессом. При 
этом корреляционная функция дается формулой 
(7.13) | 8 |:
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б « т ( ' + * ) > * а д = Е п с - д ” м .
/1=0

Я(т) = о 2( х ( / ) х ( /  + т)),

С" =тЬ1 / ( а х ) Н " W exp [ - y

(9)

с/х.

Здесь а  — дисперсия входного шума, //„ (л;) — по
лином Эрмита.

Расчет коэффициентов разложения (9) для не
линейною  преобразования (8) дает:

) ,  С , = | ( Р . + Р - ) ,  

С " = - ^ (Р+ - Р - ) Я Я. 2(()).
Поскольку

/ / ь ( 0) = ( - 1)" (2« - 1)!!, Я 2я_,(0 ) =  0,

для корреляционной функции получим

(Ю)

2л
, + ! ( Ь Д Ь У Я (т).

2\Р+ -  Р -J

+ 1 +
2 ^  (2/1)!! ' '

п = 2

( П )

Видно, что в отсутствие нелинейности, при 
Р, = р_, из формулы (П )следуетправильны й пре
дельный переход к результату решения линейной

задачи: В( т) = а ’р 'я ( т ) .
Ряд в формуле (11) удается просуммировать, и 

по аналогии с формулой (7.32) | 8 | получаем про
стую и важную формулу:

В Д  = ? - ( Р + - Р - )2л
ГР .+Р-
Р+ - Р

+ /?(x)arcsin /?(т) + s]\ -  R 2 (т)

R(x)  +

( 12)

мощность на выходе равна /?(0) = сГр?. Она вдвое 
превышает мощность на выходе идеального де
тектора, получаемую из формулы (13) при Р =  0. 
В общем случае доля поглощенной мощности 
равна

р-:+р2

Видно, что в отсутствие нелинейности (Р, = Р )

К = 1-1
2РI

(14)

Полагая здесь т = 0, найдем среднюю мощность 
случайного процесса на выходе нелинейного эле
мента:

* (Q)  = y [ ( P - + P  )2 + (Р+ - Р  )2] -  (13)

В заключение отметим, что создание нелиней
ных экранов или распределенных систем типа 
метаматериалов с аномально высокой нелиней
ностью 19 1 может иметь важное значение для 
многих приложений, в частности для создания 
устройств преобразования частоты, работающих 
в воздухе при малых (безопасных) интенсивно
стях ультразвука, и новых звукопоглощающих 
материалов.
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