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Ранее мы предположили, что диссипация механической энергии внешнего воздействия является
фундаментальной функцией скелетной мышцы в дополнение к ее первичной функции – преобра-
зованию химической энергии в механическую. В данной статье представлено математическое обос-
нование этой гипотезы. Вначале рассматривается простая механическая модель, в которой мышца
считается простой гуковской пружиной. Этот анализ служит введением к рассмотрению биомеха-
нической модели с учетом молекулярного механизма сокращения мышц, кинетики миозиновых
мостиков, динамики саркомеров и натяжения мышечных волокон. Показано, что мышца ведет себя
как нелинейная и адаптивная пружина, уменьшающая силу удара и увеличивающая длительность
соударения. Получены временные профили реакции мышц на удар в зависимости от степени сокра-
щения мышц, длительности фронта удара и постоянных времени закрытия миозиновых мостиков.
Поглощение энергии механического удара достигается за счет повышенной вязкоупругости напря-
женной скелетной мышцы. Управление уровнем напряжения позволяет оптимизировать жесткость
и вязкость мышц, необходимые для защиты суставов и костей от травм.

Ключевые слова: биомеханика, акустическая диагностика, скелетная мышца, вязкоупругость, сокра-
щение мышцы, демпфирование ударов, защитные свойства
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ВВЕДЕНИЕ
Одной из наименее изученных функций ске-

летных мышц является их роль в снижении вред-
ного воздействия на кости и суставы. В предыду-
щих публикациях [1, 2] мы предположили, что
диссипация механической энергии внешнего уда-
ра является фундаментальной функцией скелет-
ной мышцы в дополнение к ее первичной функ-
ции – преобразованию химической энергии в ме-
ханическую. Снижение вредного воздействия
внешнего фактора на кости и суставы достигается
за счет перераспределения энергии удара во вре-
мени и в пространстве за счет сокращения мышц
и разгрузки скелетных суставов и костей. Мы так-
же предположили, что способность скелетных
мышц устранять вредные эффекты механических
ударов сформировалась в процессе биологиче-
ской эволюции, чтобы помочь живым существам
адаптироваться при переселении из океана на су-

шу, из водной в воздушную среду, чтобы у живот-
ных сформировались способности к бегу, прыж-
кам, соперничеству в рамках межвидовой и внут-
ривидовой конкуренции.

Согласно нашей гипотезе, напряженная мыш-
ца увеличивает свой модуль Юнга, создавая допол-
нительную поддержку нагруженной кости. Кроме
того, сокращающаяся мышца значительно увели-
чивает свою вязкость, поглощая энергию удара.
В механических системах вязкость является тем
свойством среды, которое помогает продлить вре-
мя соударения и поглотить механический удар.

Мы также предполагаем, что повышенная ве-
роятность перелома костей у пожилых людей свя-
зана не только с уменьшением плотности кост-
ной ткани, но и с уменьшением эффективности
мускульной системы защиты, а также с возраст-
ными изменениями вязкостных характеристик
мышцы. Даже простое уменьшение мышечной

УДК 534.222

АКУСТИКА ЖИВЫХ СИСТЕМ.
БИОМЕДИЦИНСКАЯ АКУСТИКА



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 64  № 4 ПРИЛОЖЕНИЕ  2018

НАПРЯЖЕНИЕ СКЕЛЕТЫХ МЫШЦ S15

массы (саркопения) способствуют вероятности
перелома костей, измененных остеопорозом. Мы
предполагаем, что неправильное использование
мышц (отсутствие тренированности) также мо-
жет быть одной из причин разрушения костей.
Существует возможность того, что акустическая
диагностика вязкоупругости скелетных мышц у
пожилых людей даст дополнительные данные,
которые послужат для оценки одного из факторов
риска перелома костей. Он дополнит другие из-
вестные факторы, такие как плотность минераль-
ных веществ в костях, возраст и предыдущие пе-
реломы.

В настоящее время большие группы населе-
ния, которые подвержены риску переломов ко-
стей и нуждаются в профилактической терапии,
должны обеспечиваться диагностикой. Ранняя
оценка каждого фактора, способствующего рис-
ку разрушения кости, важна для предотвраще-
ния осложнений, связанных с остеопорозом, та-
ких как опасные переломы тазобедренного су-
става.

Для анализа и понимания механизмов этих
явлений необходимы данные об упругости и не-
стационарной вязкости подвергающейся удару
мышцы. Получение этих данных позволит раз-
работать теорию защиты мышцами скелетных
систем. Однако такие данные в настоящее время
недостаточны и часто противоречивы.

Несмотря на то, что уже опубликованы резуль-
таты многочисленных исследований, посвящен-
ных изучению вязкоупругости мышц, все еще не
ясно, каковы соотношения между механически-
ми параметрами и функциональными и структур-
ными характеристиками скелетных мышц и в ка-
ком диапазоне изменяются эластичность и вяз-
кость in vivo. Опубликованные значения модуля
Юнга E скелетных мышц изменяются в диапазо-
не от примерно 1 кПа до десятков и даже сотен
килопаскалей [3–22]. Было показано, что целена-
правленное сокращение мышц сопровождается
увеличением модуля сдвига почти на порядок [3].
Очень мало известно о динамической вязкости
мышцы. Можно приблизительно оценить, что
вязкость мышц находится в диапазоне 2–20 Па с
[3, 16, 17]. Исследования вязкоупругости мышцы
были в основном сосредоточены на характери-
стиках ее упругого поведения, в значительной
степени без учета вязкой составляющей, которая
в равной мере является важной структурной ха-
рактеристикой мышцы.

Большинство способов измерения вязкоупру-
гих свойств мышц основаны на акустических ме-
тодах, поскольку параметры распространения по-
перечной акустической волны, ее скорость и зату-
хание тесно связаны с упругостью мышц и с их
вязкостью. Обширные исследования, направлен-
ные на неинвазивную in vivo оценку механических

свойств мышц, стали возможными в последние па-
ру десятилетий после появления метода Elasticity
Imaging [23]. Однако данные, полученные в этих
исследованиях, часто несодержательны и несовме-
стимы. Такие общие свойства, как увеличение
упругости и вязкости при мышечных сокращениях
и существенное различие скорости сдвиговой вол-
ны вдоль и поперек мышечных волокон, качествен-
но согласуются во многих работах, но существует
заметное количественное несоответствие между ре-
зультатами разных исследований.

Разнообразие данных об изменениях акусти-
ческих параметров сокращающихся мышц [11, 15,
17, 18, 20, 24–29], параметров здоровых и больных
мышц [9, 10, 26, 30, 31] и об анизотропии их аку-
стических свойств [2, 17, 32–36] является резуль-
татом различий между типом мышц, а также со-
стоянием тестируемой мышцы (измеряются па-
раметры живой или вырезанной ткани) и метода
измерения. Например, было показано, что мыш-
ца конечности имела более высокий модуль сдви-
га, чем контралатеральная мышца, когда длина
мышц была сходной [18]. Но при сравнении мышц
конечностей в условиях согласованного крутяще-
го момента экспериментальная мышца имела зна-
чительно более низкий модуль сдвига, чем кон-
тралатеральная мышца.

Разнообразие данных о вязкоупругости мышц
значительно усложняет понимание взаимосвязей
между структурными и функциональными свой-
ствами мышцы и ее акустическими и механиче-
скими характеристиками. Частичным решением
этой проблемы может быть анализ упрощенных
модельных систем, таких как математические мо-
дели сокращения мышц. Чтобы исследовать воз-
можные механизмы, обуславливающие способ-
ность мышцы защитить скелетную систему от
внешних воздействий, мы разработали математи-
ческую модель, связывающую сдвиговые акусти-
ческие свойства мышцы и ее молекулярную струк-
туру [1, 3, 34]. Модель основана на классической
теории скользящих нитей [37]. Показано, что сдви-
говая упругость мышц определяется двумя незави-
симыми модулями. Диссипативные свойства опре-
деляются тензором вязкости четвертого ранга, ко-
торый также имеет две независимые компоненты.
Скорость и затухание сдвиговых волн в мышцах
зависят от относительной ориентации трех векто-
ров: волнового вектора, вектора поляризации и
направления мышечных волокон. Результаты этих
теоретических исследований проливают свет на
количественные соотношения между измеряемы-
ми акустическими параметрами расслабленной и
напряженной мышцы и ее статическими и дина-
мическими структурными характеристиками. Это
важно для понимания и интерпретации результа-
тов текущих и будущих исследований биомехани-
ки мышц.
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РУДЕНКО и др.

В качестве введения в биомеханическую мо-
дель, учитывающую молекулярный механизм со-
кращения мышц, кинетику миозиновых мости-
ков, динамику саркомеров и напряжение мы-
шечных волокон, приведем на рис. 1 простую
феноменологическую иллюстрацию того, как со-
кращающая мышца защищает сустав от травм за
счет увеличения времени воздействия. Очевидно,
что время соударения является одним из ключе-
вых факторов при создании деструктивного на-
пряжения в сталкивающихся объектах. При за-
данном значении количества движения в импуль-
се пиковая ударная сила тем выше, чем короче
время удара.

На рис. 1 показано, что пиковая сила удара мо-
жет достигать очень высоких значений, если че-
ловек, спускающийся вниз по лестнице, вдруг не
замечает конца лестницы и не включает мышцы
ног в процессе “приземления”. Согласованное
напряжение мышц, поддерживающих бедро и го-
лень пациента, увеличивает время торможения и
защищает мениск и суставной хрящ коленного
сустава от разрушительного удара.

Целью настоящего исследования является
дальнейшее изучение взаимосвязи биомеханиче-
ских характеристик мышцы и молекулярного ме-
ханизма сокращения мышц. Вначале рассматри-
вается простая механическая модель, в которой
мышца считается простой гуковской пружиной.

МЕТОДЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ

Простая механическая модель
поглощения удара

Рассмотрим вначале механическую модель, в
которой мышца считается простой гуковской пру-
жиной. Анализ будет служить введением к изуче-
нию более продвинутой и адекватной биомехани-
ческой модели, учитывающей молекулярный ме-
ханизм сокращения мышц, кинетику миозиновых
мостиков, динамику саркомеров и напряжение
мышечных волокон.

Рассмотрим более подробно один частный
случай воздействия на костно-мышечную систе-
му. Пример связан с перенаправлением летящего
мяча головой футболиста. Упрощенная механи-
ческая модель удара показана на рис. 2. Воздей-
ствие затрагивает главным образом длинные
мышцы головы и шеи (longus colli и capitis), а также
мышцы (rectus capitis – anterior et lateralis), которые
наклоняют голову вперед и являются антагони-
стами мышц спины. В чрезвычайно упрощенной
модели, показанной на рис. 2, мы пренебрегаем
вращательным движением в суставах и рассмат-
риваем одномерное движение. На рис. 2 и в дан-
ном ниже анализе используются следующие обо-
значения:  и  – смещение и масса соответ-
ственно объектов с индексами i = 1 для мяча, i = 2
для головы, i = 3 для тела;  – коэффициент
жесткости пружины, ответственный за деформа-

ix im

1k

Рис. 1. Ударная нагрузка на коленный сустав человека, идущего вниз по лестнице, значительно усиливается, если он
не замечает конца лестницы и заранее не напрягает мышцы ноги перед “приземлением”.
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цию масс  и  при их столкновении, а  – ко-
эффициент жесткости пружин, имитирующих
мышцы. Смещение массы (головы) направлено
вдоль движущейся массы (шара).

Смещение  массы  которая получает удар,
не может превышать определенного максимально-
го значения  определяемого пределом возмож-
ного смещения суставов. В этой точке 
сила, действующая на массу m2, не должна превы-
шать предельного значения . Импульс ударяю-
щей массы m1 должен быть меньше предельного
значения  (где  – полная
масса, достигающая точки  и обладающая
максимальной скоростью ). В противном случае
суставы и скелет могут быть повреждены. Напри-
мер, может возникнуть “кивковый перелом”
шейного отдела позвоночника. Эта травма случа-
ется у пассажиров во время интенсивного тормо-
жения автомобиля (не оснащенного подголовни-
ками) или на стоянке, после внезапного удара
другого автомобиля в задний бампер.

Функция Лагранжа для системы, изображен-
ной на рис. 2, равна

(1)

Здесь  точка означает дифференцирование
по времени.

В простейшем случае, когда мышца не дефор-
мируется ( ), решение уравнений движения,
следующих из (1), имеет вид

(2)

где  – начальная скорость мяча. Реше-
ние (2) удовлетворяет начальным условиям:
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. Они соответствуют предположе-
нию о том, что ударяемая масса до удара покоит-
ся. Ускорение головы футболиста  как следует
из (2), достигает максимального значения и пада-
ет обратно до нуля с временной задержкой

(3)

Фактически,  – это длительность соударения.
Максимальная величина силы, действующей на
массу  равна

(4)

Приведем численные оценки. Пусть обе массы,
скорость мяча и коэффициент жесткости принима-
ют следующие значения:  = 0.5 кг,  = 20 м/с [38],

 = 5 кг [39] и  = 35 кН/м [40]. Оценка времени
удара по формуле (3) дает  = 10 мс; эта величина
близка к измеряемым значениям [41]. Оценка ве-
личины силы по формуле (4)  = 2.5 кН оказы-
вается довольно большой, а сила, следовательно,
потенциально опасной [38]. Без защитного дей-
ствия мышц шеи, поглощающих удар, механиче-
ская прочность поддерживающих голову тканей и
шейного отдела позвоночника может оказаться
недостаточной, чтобы футболист мог использо-
вать голову для отражения мяча.

Рассмотрим более сложную постановку зада-
чи. Основой для анализа будет та же модель на
рис. 2, но теперь учитывается натяжение второй
пружины. Предположим, что  Масса 
считается неподвижной. Эти предположения
позволяют записать решение  удовлетворяю-
щее начальным условиям, в простой форме. Си-
ла, действующая на тело субъекта, при этом равна

(5)

Видно, что присутствие мягкой пружины
(мышцы) радикально изменяет поведение силы.
На первом этапе сила быстро возрастает (с харак-
терным временем, определяемым формулой (3)).
Достигаемое значение равно

(6)
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Рис. 2. Отражение мяча головой футболиста и меха-
ническая модель системы.
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На втором этапе изменение силы происходит
медленнее, с характерным временем

(7)

Она достигает значения:

(8)

Легко видеть, что

(9)

Поскольку длительность удара на втором эта-
пе возрастает, сила удара заметно уменьшается:

Здесь величина силы  дается формулой (4).
Иными словами, вторая пружина (мышца)
уменьшает максимальную силу удара.

Однако простая механическая модель, пока-
занная на рис. 2, не учитывает биологическую спе-
цифику сокращения мышц. Мышца на самом деле
является нелинейной и адаптивной системой, ко-
торая эффективно преобразует химическую энер-
гию АТФ в механическую энергию, а отклик мыш-
цы на внешнюю нагрузку радикально отличается
от реакции гуковской пружины. Анализ демпфи-
рующих свойств мышц и молекулярных механиз-
мов этого демпфирования обсуждается в следую-
щем разделе.

Демпфирующие свойства мышцы
как следствие динамики

миозиновых мостиков

Рассмотрим отклик напряженной мышцы на
удар, производимый движущейся массой, ис-
пользуя обозначения и предположения, содержа-
щиеся в кинетической теории сокращения поло-
сатых мышц, разработанной в [42] и основанной
на следующих хорошо установленных фактах и
подтвержденных гипотезах. Мышечное волокно
состоит из примерно 104 саркомеров, соединен-
ных в одну линию. Каждый саркомер содержит
106 тонких (актин) и толстых (миозин) нитей. Па-
ры этих нитей параллельны и взаимодействуют
через “мостики” (миозиновые “головки”). Следо-
вательно, скольжение нитей представляет собой
одномерное движение. При сокращении мышцы
каждый мостик производит тянущую силу, если
смещение меньше некоторого предельного значе-
ния. При смещениях, превышающих этот предел,
мостик производит торможение.
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Уравнение для скорости укорочения мышцы
(V) при ударе можно записать в виде

(10)

где  – скорость укорочения мышцы
как целого; l – укорочение половинки саркомера;
P – приложенная к мышце внешняя сила; N –
число саркомеров в мышце;  – число тянущих
мостиков;  – число тормозящих мостиков; f –
тянущая сила, производимая одним мостиком.

Формирование связей актин–миозин посред-
ством мостиков приводит к развитию силы, кото-
рая заставляет точку соединения между миозино-
вым мостиком и актином скользить вдоль миози-
новой нити. Согласно Хаксли (Huxley [37]), по
мере продолжения скольжения сила, развиваемая
поперечным мостиком, проходит через ноль и
становится отрицательной, поскольку тянущий
мостик превращается в тормозящий. Тормозя-
щий мостик отрывается и сразу возвращается в
исходное состояние. Тянущая сила f мостика воз-
никает, когда смещение мостика ξ меньше опре-
деленного предела: ξ < δ. Тормозящая сила (–f)
возникает при ξ > δ.

Коэффициент жесткости мышцы дается по-
следним членом левой части уравнения (10). Оче-
видно, что он зависит от разности чисел тянущих
и тормозящих миозиновых мостиков. Уравнения,
описывающие изменения чисел тянущих и тор-
мозящих мостиков имеют вид [42]

(11)

Здесь  – число свободных мости-
ков;  – число активных мостиков; β –
константа, зависящая от укорочения половинки
саркомера l;  – скорость замыкания свободных
мостиков;  – скорость размыкания закрытых
мостиков.

В стационарном состоянии, при постоянной
приложенной нагрузке  (это так называе-
мый изометрический режим сокращения мышцы)

(12)
Поэтому для предварительно напряженной мыш-
цы нужно положить

(13)

Штрихи помечают зависящие от времени добав-
ки к стационарным значениям.

Модель [42] находится в хорошем согласии с
экспериментальными данными. В частности, вы-
ражение для скорости сокращения мышцы сов-
падает с известным эмпирическим уравнением
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Хилла (Hill [43]). Заметим, что все параметры мо-
дели были измерены в экспериментах. Например,
для портняжной мышцы (sartorius) лягушки:

(14)

Этот факт открывает возможность численных
оценок и сравнения теории с экспериментом.

Система уравнений (10) и (11) является нели-
нейной и может быть детально проанализирована
только численными методами. Однако для пони-
мания физики процессов, лежащих в основе за-
щитной функции мышцы, желательно иметь ана-
литические соотношения.

Линеаризованные уравнения и частотный
отклик мышцы на удар

Рассмотрим линеаризованную систему урав-
нений (10) и (11). Как показано ранее, обе кон-
станты  в уравнении (11) ответственны за
диссипативные процессы в мышце, и поэтому
для упрощения анализа положим одну из них рав-
ной нулю: 

Для малых отклонений от стационарного со-
стояния, помеченных штрихами в соотношениях
(13), получим

(15)

Из последних двух формул (15) выразим перемен-
ные  через переменную 

(16)

Подставляя соотношения (16) в первую формулу
(15) и переходя к переменной  полу-
чим интегро-дифференциальное уравнение:

(17)

Сравнивая уравнение (17) с простым уравне-
нием колебаний осциллятора, видим, что жест-
кость мышцы зависит от ее натяжения  В урав-
нении (17) нет обычного диссипативного члена,
пропорционального первой производной. Погло-
щение происходит здесь из-за интегрального чле-
на, содержащего константу μ. Помимо того факта,

−
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что интегральный член “включает” диссипативные
процессы, он влияет и на жесткость мышц. Таким
образом, как жесткость, так и затухание зависят от
времени.

Для анализа линейной системы (17) мы ис-
пользуем стандартный подход, основанный на
преобразовании Фурье, и переходим от времен-
ной к частотной области. Учитывая соотношения

(18)
найдем решение уравнения (17):

(19)

Интегральная интенсивность колебаний пропор-
циональна интегралу по частоте от квадрата ам-
плитуды, поэтому имеем

(20)

где для краткости использованы следующие обо-
значения:

(21)

Теперь удобно сделать численные оценки вели-
чины  единственного параметра, определяю-
щего форму частотной характеристики в уравне-
нии (20). Важно также оценить частоту  Ис-
пользуя экспериментально измеренные значения
(см. (14)), найдем для M = 10 кг и натяжения мыш-
цы  = 22.5 Па безразмерный параметр  = 1, и
угловую частоту  = 150 с–1.

Закон дисперсии для расслабленной мышцы
 соответствует обращению в ноль знаме-

нателя интеграла (19):

(23)

В предельном случае  в (23) получим из пер-
вой формулы (18) решение

(24)

В другом предельном случае  соответствен-
но имеем
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В обоих случаях мы имеем экспоненциально
затухающие спектральные компоненты Фурье с
разными частотами и коэффициентами поглоще-
ния. Из уравнения (25), можно видеть, что при

 затухание исчезает.

В общем случае затухание определяется урав-
нением

(26)

Параметры  и  – это действительная и
мнимая части комплексной частоты 
Первая из них  ответственна за возрастание
жесткости мышцы, а вторая  – за поглощение.
Эти параметры как функции  показаны на
рис. 3. Обе характеристики – диссипация и жест-
кость – растут с увеличением натяжения мышцы 
и с увеличением типичного времени переключения
мостиков  Однако жесткость (рис. 3, кривая 1)
растет быстрее. На рис. 3 показаны также значе-
ния, рассчитанные по экспериментальной [17] за-
висимости эластичности мышц in vivo и вязкости
при нагрузке с использованием преобразования

Реакция системы может быть описана зависи-
мостью нормированной интенсивности от часто-
ты (см. (20)), называемой передаточной функцией:

(27)

μ → 0
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Эта функция изображена на рис. 4 для значе-
ний параметра  (кривые 1–5).
Как видно из сравнения кривых на рис. 4, рост
мышечного напряжения, который соответствует
увеличению параметра  увеличивает частоту
достижения максимума. Смещение положения
максимума указывает на увеличение жесткости
пружины, соответствующей мышце. Кроме того, с
ростом  (или ) характерные кривые уширяют-
ся, что указывает на увеличение вязкости.

Можно найти решение интегро-дифференци-
ального уравнения (17) в практически важных
случаях. Эти случаи включают медленно изменя-
ющиеся (низкочастотные) движения или случай,
когда масса M мала, так что мы можем пренебречь
членом со второй производной в уравнении (17).
В этом случае решение, учитывающее произволь-
но изменяющуюся внешнюю силу  имеет
вид

(28)

Предположим, что мышца получает удар в ви-
де ступенчатого воздействия с крутым передним
фронтом и длительностью 

(29)
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Рис. 3. Зависимости жесткости и поглощающей спо-
собности от безразмерной комбинации констант 
Точки показывают значения, рассчитанные на осно-
ве экспериментальных данных по упругости и вязко-
сти мышцы in vivo при ее нагружении. [17]. Круглые
точки представляют данные для  квадратные –
для 

1.0

0.5

1.5 0.75

0.50

0.25

0

1

2

1.50.5 1.00
Ω0

ω'/μ ω''/μ

Ω0.

ω μ' ,
ω μ" .

Рис. 4. Передаточная функция мышцы Y(Ω), рассчи-
танная по модели кинетической теории мышечного
сокращения [42]. Кривые 1–5 соответствуют значе-

ниям параметра  равным 1, 1.3, 1.5, 2 и 3.
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Здесь  – ступенчатая функция Хевисайда, рав-
ная 1 для положительных значений своего аргу-
мента и 0 – для отрицательных. Реакция мышцы,
описываемая уравнением (28), к воздействию,
определяемому уравнением (29), будет такой:

(30)

Если ширина ударного фронта мала (то есть
), реакция мышцы четко делится во време-

ни на два этапа. На первом этапе отклик быстро (с
характерным временем ) возрастает от нуля до
некоторого значения . На втором этапе рост

более медленный (с характерным временем ) и
 при  Предельные значения сокра-

щения в конце первого и второго этапов даются
выражениями

(31)
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Таким образом, модель предсказывает, что пол-
ное сокращение мышцы вдвое больше, чем со-
кращение в конце первого этапа.

Нелинейные демпфирующие свойства мышцы
Для нелинейной задачи можно найти аналити-

ческое решение, которое сохраняет качественные
характеристики медленного процесса и, следова-
тельно, позволяет анализировать полную дина-
мику без учета члена  Это решение по-
лучается при   Этот случай обсуждал-
ся в предыдущем разделе для линеаризованных
уравнений модели [42]. Первая формула в (11) в
этом случае может быть проинтегрирована даже
без линеаризации. Результат интегрирования име-
ет вид

(32)

Используя этот результат, найдем выражение
отклика мышцы на воздействие, исключая из
системы уравнений (10) и (11) переменные 
В результате получим нелинейное решение:

(33)

Если разложить логарифм в ряд с сохранением
первого малого члена  то из уравне-
ния (33) получим линейное решение (28).

Исследуем теперь нелинейный отклик мышцы
на удар с конечной длительностью фронта в фор-
ме (29), который мы подставим в уравнение (33).
Получим частное решение:

(34)

Таким образом, укорочение мышцы описыва-
ется решением (34). Это решение, нормированное
на максимальное укорочение (достигаемое при

), показано на рис. 5 для  Параметр
 есть отношение длительности ударного фронта

к длительности закрытия мостиков (μ ~ 150 с–1).
Другим параметром является  то есть
сила внешнего удара, отнесенная к предваритель-
ному изометрическому напряжению мышцы. Па-
раметр положен равным 1, 4, 10 (три кривые на
рис. 5).

Если ширина фронта мала, то есть  не-
линейный отклик (34), как и линейный отклик,
четко разделяется во времени на два этапа. На
первом этапе отклик быстро (за время ) растет от
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Рис. 5. “Затягивание” ударного фронта благодаря со-
кращению мышцы при  Кривые 1–3 и 1'–3 '
соответствуют значениям параметра 
Сплошные кривые построены по нелинейной тео-
рии, штриховые – по линейной. Вторая вертикальная
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нуля до значения  На втором этапе рост более
медленный (характерное время релаксации ),
и при отклик стремится к  Предельные
значения укорочения в конце первого и второго
этапов равны

(35)

Для слабого удара, когда  результат (35)
превращается в решение линейной задачи (31). Та-
ким образом, задняя часть ударного фронта “растя-
гивается”, увеличивая длительность удара и умень-
шая разрушительные эффекты. Начальный крутой
фронт удара не может быть сглажен мышцами, ко-
торые просто не успевают “реагировать”, а сгла-
живание достигается за счет пространственных
сдвигов структур ткани.

Следует отметить нелинейную (логарифмиче-
скую) зависимость мышечного отклика от значе-
ния  скачка. Динамика сокращения мышц
проиллюстрирована на рис. 5. Можно видеть, что
с увеличением параметра  нелинейность
отклика возрастает: разница между соответствую-
щими сплошными и пунктирными линиями ста-
новится более выраженной.

На рис. 6 показан тот же процесс “затягива-
ния” удара при его фиксированной силе, но при
разных значениях параметра  Заме-
тим, что эффект увеличения длительности удар-
ного фронта сокращающейся мышцей хорошо
выражен при малых значениях  Однако даже
сильно напряженная мышца, когда 
может воздействовать не на весь ударный фронт,
а только на его заднюю часть (см. рис. 5 и 6). Рас-
слабленная мышца влияет только на небольшую
часть ударного фронта и едва ослабляет удар.

Таким образом, затягивание фронта удара свя-
зано с конечностью времени закрытия мостиков.
Задержка процесса закрытия мостиков относи-
тельно внешнего воздействия делает процесс не-
обратимым и приводит к потере энергии, как это
имеет место в классической теории релаксации
Мандельштама–Леонтовича [44]. Физический
смысл этой диссипации, известный также как
вторая (или объемная) вязкость, довольно прост.
Внешняя сила возбуждает внутреннее движение
миозиновых мостиков. В свою очередь, мостики
возвращают энергию, но из-за фазовой задержки
внутреннее движение интерферирует с внешней
силой и частично ее подавляет. Такая диссипация
описывается интегрально-дифференциальными
или дифференциально-разностными (запазды-
вающими) уравнениями. Обзор соответствую-
щих акустических моделей дан в работе [45].
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Заметим, что интегрально-дифференциальное
уравнение (17) эквивалентно дифференциально-
му с более высокими производными:

(36)

Если пренебречь высшими производными
суммы в правой части уравнения (36), что спра-
ведливо при малых значениях отношения 
можно сделать следующие выводы. Коэффици-
енты членов в левой части уравнения (36) пока-
зывают, что эффективная вязкость мышцы и ее
коэффициент жесткости пропорциональны на-
пряжению мышц. Увеличивая напряжение, силу
удара можно смягчить как диссипацией энергии,
так и упругим сопротивлением мышцы.

В нашей работе [34] была представлена теория
расчета эффективной вязкости мышц, связанная
с конечностью обеих констант  Для низких
частот порядка десятков герц вязкость определя-
ется простым уравнением:

(37)
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Рис. 6. “Затягивание” ударного фронта благодаря со-
кращению мышцы при  Кривые 1–3 и 1'–3'
соответствуют значениям параметра 
Сплошные кривые построены по нелинейной тео-
рии, штриховые – по линейной.
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где константы, используемые в уравнении, опре-
делены следующим образом:

(38)

Важный вывод следует из уравнения (37): вяз-
кость увеличивается с ростом статического на-
пряжения мышц. Для оценки характерных значе-
ний  влияющих на коэффициент вязкости,
сначала нужно оценить коэффициент  Ис-
пользуя значения параметров мышцы (см. (14)),
получим из (38)

(39)

Нетрудно видеть, что даже при малой нагрузке 
порядка 100 кПа вязкость возрастает в 40 раз.

Коэффициент нелинейной жесткости мышцы
можно оценить на основе аналитической формулы
в пренебрежении вязкостью (то есть полагая в (11)

Воспользовавшись интегральным уравнени-
ем (32), преобразуем первую формулу в (11) этой
системы к виду

(40)

Отсюда следует, что коэффициент жесткости k
нелинейно зависит от изменения длины мышцы:

(41)

Для малых значений  отсюда имеем 
Для больших значений  возвращающая
сила в уравнении (40) растет экспоненциально.
Таким образом, нелинейность мышц направлена
на ослабление удара. Об этом свидетельствует по-
ведение кривых на рис. 5 и 6. Можно видеть, что
сплошные (нелинейные) кривые расположены
намного ниже, чем штриховые (линейные). Та-
ким образом, нелинейность уменьшает деформа-
цию мышцы при ее динамической нагрузке.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье представлена математическая модель,

подтверждающая гипотезу авторов о важной, но
менее известной функции скелетной мышцы: за-
щите костей и суставов от ударов путем поглоще-
ния и перераспределения механической энергии
во времени и пространстве. Сначала представле-
на простейшая модель, состоящая из гуковских
пружин и масс. Единственная цель этой модели –
показать, что мягкая пружина (соответствующая
скелетной мышце) должна быть включена в си-
стему для увеличения продолжительности воз-
действия. Однако эта модель не может связать за-

−
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щитные свойства мышцы с ее натяжением и внут-
ренней структурой.

Чтобы исследовать эту взаимосвязь, была разра-
ботана более содержательная модель на основе клас-
сических теорий сокращения мышц Хилла [43],
Хаксли [37] и Дещеревского [42]. Эта теория пред-
сказывает, что как поглощение, так и длительность
опасного ударного импульса увеличиваются за счет
предварительного напряжения мышцы.

Теория основана на молекулярной модели
мышц, описывающей кинетику и динамику мио-
зиновых мостов (головок) в саркомерах при мы-
шечном сокращении. Показано, что мышца ведет
себя как нелинейная и адаптивная пружина, смяг-
чающая силу удара и увеличивающая длительность
его воздействия. Жесткость мышцы, а также ее
диссипативные свойства значительно увеличива-
ются с ее натяжением. Получены новые нелиней-
ные интегрально-дифференциальные уравнения,
описывающие реакцию мышц на удар; найдены их
решения.

Поскольку мостики имеют свое характерное
время, поведение мышц аналогично релаксаци-
онной динамике таких систем как жидкости и га-
зы, где как упругие, так и диссипативные свой-
ства зависят от частоты или от соотношения вре-
мени удара и времени релаксации.

Эффективная вязкость определена для медлен-
ного воздействия, типичная продолжительность
которого превышает 0.01 с; для предварительно
напряженной мышцы вязкость в 20–40 раз выше,
чем для расслабленной.

Поскольку пары актиновых и миозиновых ни-
тей параллельны, скольжение нитей является од-
номерным движением. Следовательно, даже про-
стая 1D-теория, изложенная выше, дает объясне-
ние жизненно важных биофизических свойств
мышц, ответственных за защиту костей и суста-
вов от ударов.

Исследования были поддержаны Националь-
ным институтом артрита и костно-мышечных за-
болеваний и кожных заболеваний Национального
института здоровья США (Грант R21AR065024), а
также Российским научным фондом (Грант № 14-
22-00042). Контент принадлежит исключительно
авторам и не обязательно отражает официальные
взгляды NIH.
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