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Рассмотрены эффективные инерционные и упругие свойства дисперсного композита в виде упру-
гой пористой среды с пустыми сферическими полостями. Показано, что при резонансе поступа-
тельных колебаний и объемных осцилляций полостей динамическая плотность и сжимаемость по-
ристой среды принимают отрицательные значения. Приведены оценки внутренних динамических
параметров, при которых инерционные и упругие свойства, определяющие фазовую скорость и за-
тухание звука, могут быть одновременно отрицательными в определенных частотных диапазонах.
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ВВЕДЕНИЕ
Акустические метаматериалы с эффектом от-

рицательного преломления звука могут дать широ-
кие возможности практического применения – от
создания акустических суперлинз до экранов аку-
стической невидимости и других уникальных
акустических устройств [1, 2].

В связи с активной разработкой теоретических
основ и открывающимися перспективами приме-
нения возникают практические вопросы о кон-
кретной структуре акустических метаматериалов
и способах их создания.

В существующих публикациях периодические
структуры, образующие акустические метамате-
риалы, часто представляются схематично в виде
периодических ячеек, состоящих из различных
комбинаций сосредоточенных масс и упругостей,
т.е. некоторых внутренних осцилляторов [3–5].
Такие модели дают описание акустических мета-
материалов различной физической природы и
сложности, оставляя открытыми вопросы их
практической реализации.

Вместе с тем, обычные дисперсные композит-
ные материалы, образованные непрерывной упру-
гой матрицей и частицами-включениями, при не-
которых условиях могут иметь необычные свой-
ства акустических метаматериалов – фононных
кристаллов с дважды отрицательными эффектив-
ными динамическими свойствами [6–8]. Необхо-

димые для этого условия связаны с внутренними
динамическими параметрами дисперсных вклю-
чений в упругой матрице композитов и возмож-
ными резонансами их осцилляций при распро-
странении акустических волн.

В ряде работ по традиционным направлениям
акустики дисперсных композитов [9–14] теорети-
чески и экспериментально установлено явление
резонансной дисперсии звука, обусловленной ре-
зонансом поступательных колебаний включений в
упругой матрице и, соответственно, резонансом
одного из свойств композита – эффективной ди-
намической плотности.

В аналогичных исследованиях по акустике
жидкости с пузырьками газа также была установ-
лена резонансная дисперсия звука, обусловлен-
ная резонансом объемных осцилляций пузырь-
ков и, соответственно, резонансом эффективной
динамической сжимаемости [15–18].

В обоих случаях из-за значительных диссипа-
тивных потерь и некогерентного рассеяния звука
на дисперсных включениях добротность резонан-
сов была относительно малой, что не позволило
проявиться в полной мере резонансам эффектив-
ных инерционных и упругих свойств. Тем не ме-
нее, можно считать, что подобные исследования
стали основой научного направления в области
акустических метаматериалов.

В. С. Федотовский

УДК 534.2

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ 
ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ И ТЕОРИИ ВОЛН



548

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 64  № 5  2018

ФЕДОТОВСКИЙ

В частности, в качестве метаматериала в [19]
рассматривался обычный дисперсный композит,
имеющий при достаточно малой диссипации от-
рицательную динамическую плотность в опреде-
ленных частотных диапазонах.

Аналогичным образом эффективные инерци-
онные и упругие свойства были получены при
описании поперечных волн в дисперсном компо-
зите [20, 21]. В этом случае волновая динамика
определяется резонансами эффективной дина-
мической плотности и эффективной сдвигово-
ротационной упругости, принимающими при
определенных частотах отрицательные значения.

В настоящей работе в качестве акустического
метаматериала рассматривается слабо сжимаемая
резиноподобная пористая среда со сферическими
полостями. При распространении звука в такой
среде резонансы поступательных колебаний и
объемных осцилляций полостей проявляются в
резонансах эффективной динамической плотно-
сти и эффективной сжимаемости с возможными
отрицательными значениями.

ЭФФЕКТИВНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ 
ПЛОТНОСТЬ ПОРИСТОЙ СРЕДЫ

При распространении продольных звуковых
волн в дисперсном композите, в частности в по-
ристой среде с полостями-включениями, образу-
ющими пространственную периодическую решет-
ку, каждый представительный объем или элемен-
тарная ячейка с одним включением совершает
продольные поступательные и деформационные
колебания. Каждому виду колебательного движе-
ния ячейки соответствует свое эффективное
инерционное и упругое свойство среды.

В длинноволновом приближении в рамках кон-
цепции эффективных свойств дисперсной среды
распространение продольных звуковых волн опре-
деляется дисперсионным соотношением, имею-
щим такой же вид, как и для однородной среды:

(1)

где ω – частота, k – волновое число для продоль-
ных волн в дисперсной среде, K* и μ* – эффек-
тивные модули объемной и сдвиговой упругости,
ρ* – эффективная динамическая плотность.

Эффективная динамическая плотность, пред-
ставленная в комплексной форме

(2)

является мерой инерции (действительная часть) и
вязкой диссипации (мнимая часть), резонансным
образом зависящими от частоты волны.

Для упругой пористой среды с пустыми пора-
ми или полостями (плотность включений равна
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нулю), формулы для действительной и мнимой ча-
сти комплексной плотности [19] принимают вид

(3)

(4)

где ρ – плотность материала среды, ω0T – соб-
ственная частота поступательных колебаний по-
лостей в пористой среде, γ – коэффициент присо-
единенной массы сферических полостей, ϕ – объ-
емная концентрация полостей, δT – коэффициент
вязких потерь на собственной частоте поступа-
тельных колебаний полостей.

Собственная частота поступательных колеба-
ний полости, входящая в формулы (3) и (4), выра-
жается соотношением

(5)

где обобщенный коэффициент жесткости (транс-
ляционной упругости) kT и присоединенная мас-
са mT равны [19]

(6)

(7)

Отметим, что при ϕ = 0 из соотношений (5)–(7)

следует формула  что согласуется с из-

вестным результатом по резонансному рассея-
нию звука на сферической полости [22].

В случае идеально упругой пористой среды
(δT = 0) формула (3) принимает вид
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динамическая плотность обращается в ноль, а в
диапазоне частот ω0T < ω < Ω0T динамическая
плотность отрицательна. В данном случае внут-
ренний динамический параметр Ω0T есть соб-
ственная частота поступательных колебаний по-
ристой среды. На этой частоте происходят проти-
вофазные колебания полости и геометрического
центра представительной ячейки при неподвиж-
ном центре массы ячейки. Для определенности
отметим, что поступательные колебания поло-
стей на собственной частоте ω0T происходят в не-
подвижной пористой среде (или в ячейке с непо-
движным геометрическим центром).

Следует отметить также, что отношение
асимптотических значений динамической плот-
ности пористой среды в предельных случаях ω → 0
и ω → ∞ равно квадрату отношений характерных
частот:

(10)

Соотношение (10) позволяет выразить формулу (8)
через внутренние динамические параметры по-
ристой среды ω0T и Ω0T следующим образом:

(11)

где  – истинная плотность пори-
стой среды.

Характерный вид резонансной зависимости
эффективной динамической плотности пористой
среды (3) представлен на рис. 1 в виде  при
ϕ = 0.2 и нескольких значениях коэффициента
вязких потерь: δT = 0 соответствует идеально
упругой пористой среде с частотным диапазоном
отрицательных значений динамической плотно-
сти 1 < ω/ω0T < 1.2. При δT > 0.16 отрицательность
динамической плотности, как видно из рисунка,
исчезает.

Мнимая часть комплексной плотности (4)
имеет характерный резонансный вид с максиму-
мом при ω/ω0T = 1.

ЭФФЕКТИВНАЯ ОБЪЕМНАЯ УПРУГОСТЬ 
ПОРИСТОЙ СРЕДЫ

Для определения частотной зависимости объ-
емной упругости заменим элементарную, напри-
мер, кубическую ячейку пористой среды “кри-
сталлической” структуры, на сферу с эквивалент-
ным по объему радиусом b. Под воздействием
нормальных напряжений или осциллирующего
гидростатического давления сферическая ячейка
и содержащаяся в ней полость совершают ради-
альные колебания. Представим радиусы ячейки и
полости как   где b и
a – равновесные радиусы, связанные соотноше-
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нием ϕ = (a/b)3, где ϕ – объемная концентрация
полостей в пористой среде, а B(t) и A(t) – пере-
менные составляющие смещения. При этом ра-
диальные смещения несжимаемого материала
среды в ячейке есть

(12)

а кинетическая энергия среды в ячейке равна

(13)

где  а  – обобщен-
ная масса ячейки при объемных осцилляциях.

Обобщенную силу инерции запишем в виде

(14)

С другой стороны, радиальному смещению
упругой среды в ячейке (12) соответствуют ло-
кальные деформации ε с тремя компонентами:
ε1 = du/dr = –2b2B/r3 по радиальной оси и ε2 = ε3 =
= –(1/2) du/dr по двум другим главным осям. По-
скольку потенциальная энергия единицы объема
упругой среды равна
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то полная потенциальная энергия среды в ячейке
определяется интегралом по объему
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Рис. 1. Резонанс эффективной динамической плот-
ности пористой среды.
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Отсюда следует, что обобщенная сила упругости
есть

(17)

где  – обобщенный коэффи-
циент жесткости.

Из баланса инерционной и упругой сил (14) и
(17) следует формула для квадрата собственной ча-
стоты радиальных осцилляций ячейки и полости:

(18)

Отметим, что для полости в бесконечном объеме
упругой среды (ϕ = 0) из (18) следует известная
формула  [23], где сt – ско-
рость сдвиговых волн в материале среды.

Поскольку объемная деформация и возникаю-
щая при этом обобщенная сила упругости (17)
обусловлены нормальными напряжениями или
гидростатическим давлением на поверхности
ячейки, то , или

. (19)

С другой стороны, эффективная объемная упру-
гость ячейки  есть коэффициент пропорцио-
нальности между гидростатическим давлением и
обусловленным им изменением относительного
объема:

(20)

откуда с учетом (19) следует формула для эффек-
тивной объемной упругости ячейки

(21)

которую целесообразно записать для сжимаемо-
сти ячейки:

(22)

Как видно из (21) и (22), при ϕ = 0 объемная упру-
гость становится равной бесконечности, а сжи-
маемость – нулю. Это нереальное свойство моде-
ли устраняется при учете объемной сжимаемости
материала среды β = 1/K. В этом случае результат
для эффективной сжимаемости можно предста-
вить в виде суммы двух составляющих:
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При этом соответствующая формула для эффектив-
ного модуля объемной упругости принимает вид

(24)

Отметим, что этот результат согласуется с более
общей формулой [24]

(25)

в случае, когда объемная упругость материала
включения K0 = 0.

Рассматривая далее процесс объемных осцил-
ляций ячейки под действием осциллирующего
давления, будем считать материал пористой сре-
ды вязкоупругим с комплексным модулем сдви-
говой упругости  где η –
сдвиговая вязкость, δV – коэффициент вязких по-
терь на собственной частоте объемных осцилля-
ций ячейки ω0V. В этом случае на ячейку кроме
сил инерции и упругости действует сила вязкого
сопротивления, причем коэффициент сопротив-
ления согласно вязкоупругой аналогии имеет та-
кой же вид, как и обобщенный коэффициент
жесткости kV при замене сдвиговой упругости на
сдвиговую вязкость.

Уравнение вынужденных радиальных осцил-
ляций ячейки имеет при этом вид

или

(26)

где собственная частота ячейки (и полости в
ячейке) выражается формулой (18).

Частное решение уравнения (26) дает ком-
плексную амплитуду радиального смещения:

(27)

где  – статическое сме-

щение.

Далее, поскольку эффективная сжимаемость
ячейки из несжимаемого материала определяется
формулой (22), то, подставив в нее комплексное
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смещение (27), получим комплексную динамиче-
скую сжимаемость:

(28)

где  – эффективная статическая

сжимаемость (22).
Действительная часть (28) есть собственно эф-

фективная динамическая сжимаемость ячейки из
несжимаемого материала. Для устранения несо-
ответствия при ϕ = 0, как и в случае статической
сжимаемости (23), к действительной части ком-
плексной сжимаемости (28) также следует доба-
вить слагаемое, учитывающее сжимаемость мате-
риала пористой среды. Таким образом, формула
для эффективной динамической сжимаемости
принимает вид

(29)

Мнимая часть комплексной сжимаемости, ха-
рактеризующая вязкую диссипацию в пористой
среде, имеет вид

(30)

В случае идеально упругой пористой среды
(δV = 0) формула (29) принимает вид

(31)

откуда следует, что при частоте ω = Ω0V, удовле-
творяющей условию

(32)

динамическая сжимаемость обращается в ноль, а
в диапазоне частот ω0V < ω < Ω0V динамическая
сжимаемость отрицательна. Можно считать, что
частота Ω0V является таким же внутренним дина-
мическим параметром упругой пористой среды,
как ω0V, ω0T и Ω0T. Ее смысл состоит в том, что это
собственная частота объемных осцилляций поло-
сти в идеально упругом сжимаемом материале с
неподвижной внешней поверхностью ячейки.

Отметим также, что отношение асимптотиче-
ских значений динамической сжимаемости пори-

( )

⎛ ⎞ω ω− + δ⎜ ⎟ ωω⎝ ⎠β ω = β
⎛ ⎞ω ω− + δ⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠

2

2
00

0 22 2
2

2 2
0 0

1
** ,

1

V
VV

V
V V

i
i

( )0
3*

4 1
ϕβ =

μ − ϕ

( )

2

2
0

0 22 2
2

2 2
0 0

1
** .

1
1

V

V
V V

⎛ ⎞ω−⎜ ⎟ω β⎝ ⎠β ω = β +
− ϕ⎛ ⎞ω ω− + δ⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠

( ) 0
0 22 2

2
2 2
0 0

*Im * .

1

V
V

V
V V

i

ωδ
ωβ ω = β

⎛ ⎞ω ω− + δ⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠

( ) 0 2

2
0

1** ,
1

1
V

ββ ω = β +
⎛ ⎞ − ϕω−⎜ ⎟ω⎝ ⎠

2
0

0

31 ,
4

V

V

K⎛ ⎞Ω ϕ= +⎜ ⎟ω μ⎝ ⎠

стой среды в предельных случаях ω → 0 и ω → ∞ вы-
ражается соотношением

(33)

а предельная резонансная зависимость (31) может
быть представлена в виде

(34)

где  – квазистатическая сжи-

маемость (23).
Резонансная зависимость эффективной дина-

мической сжимаемости (29) представлена на рис. 2

в виде  при ϕ = 0.2 и K/μ = 10.
Как видно из сравнения с рис. 1, резонансная за-

висимость динамической сжимаемости имеет тот же
характерный вид, что и динамическая плотность.

Следует, однако, отметить, что параметр Ω0V,
определяющий по (32) диапазон частот отрица-
тельной динамической сжимаемости, зависит от
отношения модулей объемной и сдвиговой упру-
гости материала среды. В случае практически не-
сжимаемого материала, т.е. при K/μ → ∞, высо-
кочастотная ветвь динамической сжимаемости
при ω/ω0V > 1 имеет отрицательные значения, т.е.
не возвращается в область положительных значе-
ний, как на рис. 2. В этом заключается существен-
ное различие частотных зависимостей динамиче-
ской сжимаемости и динамической плотности.

Отметим также определенное сходство и раз-
личие мнимых частей динамической сжимаемо-
сти (30) и комплексной плотности (4). В обоих
случаях их максимумы на частотах собственных
объемных или поступательных колебаний поло-
стей обратно пропорциональны коэффициентам
вязких потерь. Однако асимптотические частот-
ные зависимости при низких и высоких частотах,
как видно из (30) и (4), существенно различаются.
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Рис. 2. Резонанс эффективной динамической сжима-
емости пористой среды.
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СКОРОСТЬ И ЗАТУХАНИЕ ЗВУКА
Рассматривая далее роль резонансов эффек-

тивной динамической плотности и упругости или
сжимаемости в дисперсии звука, ограничимся
случаем пористой среды с модулем сдвиговой
упругости материала μ, существенно меньшим
модуля объемной упругости K. В этом случае эф-
фективная сдвиговая упругость пористой среды
также будет существенно меньше эффективной
объемной упругости μ*/K*  1.

Действительная часть дисперсионного соот-
ношения (1), имеющего в данном случае вид

 дает частотную зависи-
мость фазовой скорости звука С(ω), а мнимая
часть волнового числа  дает
частотную зависимость коэффициента простран-
ственного затухания α(ω).

В случае без диссипативной пористой среды из
дисперсионного соотношения с учетом формул (11)
и (34) следует формула для фазовой скорости звука:

(35)

где  – предельное значение
скорости звука в пористой среде при ω → 0.

Из (35) следует, что в диапазонах частот, где
ρ*(ω) и β*(ω) одновременно положительны, зату-
хания звука нет. В этом случае звук распространя-
ется, как в обычной среде. При частотах, в которых
ρ*(ω) и β*(ω) имеют разные знаки, формула (35) да-
ет коэффициент затухания экспоненциальных
волн. В этом случае пористая среда является аку-
стически непрозрачной.

В диапазоне частот, где ρ*(ω) и β*(ω) одновре-
менно отрицательны, коэффициент затухания
равен нулю. При этом в среде распространяются
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незатухающие синусоидальные звуковые волны с
характерными для дважды отрицательных сред
эффектами. Фазовая и групповая скорости в этом
случае имеют противоположные направления.

Для иллюстрации дисперсионная зависимость
фазовой скорости звука (35) представлена на
рис. 3 при ϕ = 0.2 и K/μ = 25.

В данном случае в диапазоне безразмерных ча-
стот ω/ω0T от 0 до 0.7 скорость звука положитель-
на и уменьшается с ростом частоты до нуля
(обычная среда с нормальной дисперсией). Затем
в диапазоне частот 0.7–1 скорость звука мнимая
(акустическая непрозрачность с быстро затухаю-
щими экспоненциальными волнами). В диапазо-
не частот 1–1.2 динамическая плотность и объем-
ная упругость одновременно отрицательны; фазо-
вая скорость при этом действительна и возрастает с
ростом частоты (направления фазовой и групповой
скорости противоположны). Далее идет диапазон
акустической непрозрачности 1.2–1.4, за которым
следует диапазон частот с нормальной дисперсией в
обычной акустической среде.

Таким образом, в диапазоне безразмерных ча-
стот ω/ω0T = 0.7…1.4 упругая пористая среда при
достаточно малых диссипативных потерях прояв-
ляет свойства акустического метаматериала.

Поскольку динамические параметры среды
ω0T, Ω0T и ω0V, Ω0V, определяющие диапазоны ча-
стот с отрицательной динамической плотностью
и отрицательной объемной сжимаемостью, зави-
сят от пористости среды ϕ, то при определенных
условиях возможно перекрытие диапазонов от-
рицательных свойств. При этом возникают обла-
сти параметров пористой среды с дважды отрица-
тельными динамическими свойствами.

Так, в частности, в случае относительно не-
большого отношения модулей объемной и сдви-
говой упругости материала пористой среды
(K/μ < 10) ветви диапазонов отрицательной плот-
ности (ω0T…Ω0T) = f(ϕ) и отрицательной сжимае-
мости (ω0V…Ω0V) = f(ϕ) не перекрываются. Пори-
стая среда при этом в одном частотном диапазоне
может иметь отрицательную динамическую плот-
ность, а в другом – отрицательную объемную
сжимаемость. В случае же K/μ > 10 обе частотные
ветви перекрываются, и пористая среда может
быть дважды отрицательной.

В качестве примера на рис. 4 представлены за-
висимости частотных диапазонов отрицательной
плотности и сжимаемости идеально упругой сре-
ды от объемной концентрации полостей в случае
K/μ = 25. Зависимости приведены в безразмер-

ном виде  где  
Из рисунка видно, что частотный диапазон от-

рицательной плотности ω0T–Ω0T находится
внутри диапазона отрицательной сжимаемости
ω0V–Ω0V. Это означает, что в частотном диапазоне
(ω0T…Ω0T) = f(ϕ) при ϕ > 0.05 пористая среда явля-

( )* ,ta c fω = ϕ ω = ω0 0
*    ,T 0 0 0, , .T V VΩ ω Ω

Рис. 3. Фазовая скорость (сплошные линии) и коэф-
фициент затухания звука (пунктирные линии) в иде-
ально упругой пористой среде.
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ется акустическим метаматериалом с дважды от-
рицательными динамическими свойствами.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В представленной модели метаматериала
предполагается, что при распространении про-
дольной волны сферические полости совершают
резонансные поступательные и радиальные ос-
цилляции на собственных частотах, обуславливая
резонансы и отрицательность эффективной
плотности и сжимаемости.

Отметим, однако, что полости в упругой среде
образуют систему инерционно-упруго связанных
осцилляторов, групповые колебания которых ха-
рактеризуются спектром частот, ширина которого
возрастает с ростом концентрации полостей. При
этом добротность “усредненного осциллятора”
будет уменьшаться при увеличении концентра-
ции, и отрицательность динамических свойств мо-
жет не проявиться.

Существуют и другие процессы, которые мо-
гут повлиять на динамику полостей и, соответ-
ственно, на эффективные свойства пористой сре-
ды. К ним следует отнести отклонение полостей
от сферичности, взаимное влияние поступатель-
ных и объемных осцилляций полостей. Эти во-
просы требуют специальных исследований.
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Рис. 4. Зависимости частотных диапазонов отрица-
тельной плотности и сжимаемости идеально упругой
среды от объемной концентрации полостей.
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