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Изучено влияние среднего избыточного давления на цилиндрический статический изгиб и колеба-
ния пластины. Повышение этого давления приводит к уменьшению прогиба, а снижение – к воз-
растанию прогиба. В первом случае происходит стабилизация формы пластины при действии про-
дольных сил, во втором – дестабилизация. Определяется критическое значение среднего давления.
Анализируются динамические режимы деформации пластины при резком повышении и падении
давления. В первом случае возбуждаются колебания с повышенной частотой, во втором – колеба-
ния с пониженной частотой по сравнению с собственной частотой ненагруженной пластины. При
сильном вакуумировании происходит экспоненциальное возрастание прогиба по времени. Разра-
ботан метод решения задачи в случае сложного изменения давления.
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ВВЕДЕНИЕ
Насколько известно, в литературе отсутствует

анализ колебаний и напряженно-деформирован-
ного состояния тонкостенных упругих элементов
типа пластин и оболочек в зависимости от сред-
него давления окружающей среды р0 + (р1 + р2)/2,
где р0 – статическое давление, в частности атмо-
сферное давление, р1 и р2 – избыточные давления,
действующие на нижнюю и верхнюю поверхно-
сти пластины. Влияние среднего давления на из-
гиб представляется пренебрежимо малым ввиду
малой толщины h и большого отношения L/h, где
L – наименьший размер между опорами, на кото-
рых закреплена пластина. Возможно, не ставился
вопрос о возбуждении изгибных колебаний пла-
стины в результате изменения по времени сред-
него давления.

Начиная с фундаментальных трудов Дж. Рэлея
[1] и А. Лява [2], в которых систематизированы и
обобщены достижения по теории пластин и обо-
лочек к началу двадцатого столетия, известных
работ И.Г. Бубнова [3], С.Т. Тимошенко [4], в по-
следующих публикациях, вплоть до современной
монографической, обзорной, справочной и учебной
литературы (например, [5–10]) принимается, что

поперечная распределенная сила q на единичную
ширину тонкой пластины равна q = gρh – р1 + р2, где
ρ – плотность материала, g – гравитационное
ускорение. Учет разности площадей выпуклой и
вогнутой поверхностей пластины приводит к за-
висимости поперечной нагрузки q не только от
перепада давлений и собственного веса, но и от
самого изгиба. Отметим, что в задачах взаимодей-
ствия тонкостенных элементов конструкций с
жидкостью и газом такая зависимость проявляет-
ся и без учета указанной разности площадей
[5, 7–9].

В случае цилиндрического изгиба свободно
опертой по кромкам пластины длиной L и толщи-
ной h из материала с модулем упругости Е, коэф-
фициентом Пуассона ν [11, 12]
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Этот результат получен для случая, когда тор-
цевые кромки пластины изолированы от давле-
ния рm и продольная сила отсутствует. Если про-
дольная сжимающая сила N на единицу ширины
кромки появляется в результате действия давле-
ния рm на эти же кромки пластины, то N = рmh.
В этом случае статический прогиб определяется
только собственным весом пластины и ее изгиб-
ной жесткостью D. Сила N может задаваться так-
же независимо от давления окружающей среды.
Тогда для свободно опертой невесомой пласти-
ны, на торцевые кромки которой давление не
действует (а на поверхности действует), критиче-
ское значение сжимающей силы равно

(3)

где NЕ – эйлерово значение сжимающей силы.
Таким образом, давление окружающей среды
стабилизирует плоское состояние пластины.
Приведенные результаты справедливы в случае
окружающей газовой среды, когда можно прене-
бречь ее собственным весом и инерционными си-
лами по сравнению с ними в пластине.

Рассмотрено также воздействие, связанное с
разными плотностями ρ1, ρ2 идеальных несжима-
емых жидкостей снизу и сверху пластины [11].
Тогда в выражении поперечной нагрузки (1) по-
является член g(ρ1 – ρ2)w. Кроме того, инерцион-
ная сила пропорциональна массе пластины ρh и
присоединенной массе жидкостей (ρ1 + ρ2)/κ, где
κ – волновое число. Учет этих факторов приводит
к задаче взаимодействия упругой и гидродинами-
ческой неустойчивостей.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для того чтобы более наглядно показать влия-
ние среднего давления окружающей среды на из-
гибные колебания пластины, максимально упро-
стим постановку задачи. Пластина по оси у зна-
чительно длиннее по сравнению с направлением
по оси х (плоская задача, см. рисунок). Происхо-
дит цилиндрический изгиб при определенных
условиях закрепления краев (при х = 0, L). На
нижнюю и верхнюю поверхности действуют дав-
ления р0 + р1 и р0 + р2, причем для определенности
за р0 принимается атмосферное давление. На
кромки пластины до и после приложения избы-
точных давлений р1, р2 действует только давление р0.
На рисунке приведены два из множества приме-
ров, когда имеет место такой случай. Продольные
силы не возникают также из-за особенностей
опорных устройств даже при нагруженных кром-
ках. Окружающими средами являются легкие га-
зы, так что их присоединенная масса и излучение
от пластины не оказывают заметного влияния на
ее динамику. Давления р1, р2 постоянны по пло-

= + α = π2 2(1 ), ,cr E EN N N D L

щади и не изменяются в зависимости от деформа-
ции пластины.

Поперечная сила qdx на элемент длиной dx
срединной поверхности пластины складывается
из собственного веса gρhdx и сил (р0 + р1)dx1, (р0 +
+ р2)dx2, где длины поверхностей изогнутого эле-
мента dx1, 2 = dx(1 + ε1, 2). В соответствии с гипотеза-
ми Кирхгоффа [6] деформации ε1,2 = ±(h/2)∂2w/∂х2.
Из равенства qdx = gρhdx + (р0 + р2)dx2 – (р0 +
+ р1)dx1 следует q = gρh + р2 – р1 + (р0 + рm)∂2w/∂x2,
что совпадает с (1), если учесть р0. Линейное урав-
нение цилиндрического изгиба пластины [6] с
учетом q может быть представлено в виде

(4)

где под w0 понимается статический прогиб под
действием собственного веса и всестороннего
давления р0, w – прогиб, возникающий при при-
ложении избыточных давлений р1, р2.

Принимаем, что продольная сжимающая сила
обусловлена действием давления р0 на кромках.
При этом N = р0h. Уравнение статического изгиба
и его решение при условиях w0 = ∂2w0/∂х2 = 0 (х =
= 0, L) имеют вид

(5)

Вычитая уравнение (5) из (4), получаем

(6)

Решение (6) при условиях шарнирного закрепле-
ния кромок принимаем в виде

(7)

Интегрирование (6) с учетом (5) и (7) приводит
к уравнению

(8)

Здесь Ωn – собственная частота пластины при ат-
мосферном давлении, ωn – собственная частота
загруженной избыточным давлением пластины,
точка над буквой обозначает производную по
времени t. Выражение для α приведено в (2), ко-
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торое с учетом 12π−2(1 – ν2) ≈ 1 может быть пред-
ставлено в более простом виде

(9)

Рассмотрим случай равных давлений р1 и р2 с
одинаковыми законами изменения по времени.
Такой же закон изменения будет и для среднего
давления (р1 = р2 = рm). Этот вариант представляет
интерес и в том отношении, что не может быть
изучен на основе классической теории изгиба
тонких пластин. Ограничимся рассмотрением
первой гармоники (n = 1).

РЕЗКОЕ ПОВЫШЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ
При t = 0 избыточные давления р1, р2 на по-

верхностях пластины скачком возрастают от нуля
до рm и далее остаются постоянными. Тогда при
начальных условиях для амплитуды дополни-
тельного прогиба W1 =  = 0 (t = 0) решение
уравнения (8), а также выражение для полной
стрелы прогиба приобретают вид

(10)

Таким образом, после резкого подъема давления
колебания происходят с большей частотой, чем
собственная частота Ω1 пластины при атмосферном

давлении, с меньшей амплитудой  чем

начальный прогиб  и около положения

Если Е = 2 × 105 МПа (сталь), L/h = 200, рm =
= 0.1 МПа, то по (9) параметр α = 0.02. Тогда ко-
лебания происходят почти около положения 
определяемого собственным весом, с собствен-
ной частотой незагруженной пластины и весьма
малой амплитудой. Это практически статическое
положение пластины, которое получается и из
обычной теории тонких пластин.

При тех же данных, но рm = 5 МПа, параметр
α = 1. Колебания происходят с частотой Ω1, ам-
плитудой  около положения  Для пла-
стины с меньшей относительной толщиной h/L из
материала с меньшим модулем упругости Е и при
больших средних избыточных давлениях рm пара-
метр α может быть больше на порядки. Согласно
(10) при α  1 колебания происходят с частотой

 амплитудой  почти около горизон-
тальной плоскости, проходящей через опоры.

Этот результат получен для случая N = р0h в
уравнении (4). Если в рассматриваемом случае
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р1 = р2 = рm полное давление р0 + рm действует не
только на поверхности, но и на кромки пластины,
то продольная сила равна N = (р0 + рm)h. Тогда в
уравнении (4) второй член обращается в нуль.
Прогиб не зависит от давления. Пластина под
всесторонним равномерным давлением сохраня-
ет статически изогнутую форму при любом уров-
не давления. Имеет место абсолютная устойчи-
вость формы пластины по отношению к давле-
нию окружающей среды.

РЕЗКОЕ СНИЖЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ

При скачкообразном сбросе давления от атмо-
сферного избыточное среднее давление изменя-
ется от нуля до –0.1 МПа. Принимаем, что далее
оно остается постоянным. Это является идеали-
зацией изменения давления во многих случаях
[13]. В дальнейшем знак минус у рm и параметра α
внесем в уравнение (8) и будем считать их значе-
ния положительными. Параметр α, зависящий от
рm < 0.1 МПа, может изменяться в широких пре-
делах, в том числе быть больше единицы. При
р1 = р2 = рm уравнение (8) принимает вид

(11)

В том случае, когда 0 < α < 1, n = 1, решение
уравнения (11) имеет вид (10), где перед α нужно
поставить знак минус. Поэтому в отличие от слу-
чая повышения давления здесь частота колеба-
ний  меньше, чем собственная ча-
стота незагруженной пластины Ω1, амплитуда

 больше, и колебания происходят

около прогиба  который больше, чем
начальный статический прогиб.

При α = 1 в уравнении (11) ω1 = 0. При нулевых
начальных условиях его решение имеет вид

 Подстановка значений   из

(5) и (8) дает  Итак, при резком
сбросе давления, когда α = 1 (например, при вы-
шеприведенных данных Е, рm, L/h) в рамках ли-
нейной теории изгиба движение пластины про-
исходит с постоянным ускорением, равным 4g/π.

Значение α = 1 разделяет режимы колебатель-
ного движения при α < 1 и экспоненциального воз-
растания прогиба пластины при α > 1. В последнем
случае решение уравнения (11), удовлетворяющее
нулевым начальным условиям, а также выражение
для полной стрелы прогиба имеют вид

(12)
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Решение (12) имеет место для интервала 1 < α <
< 9. В пределах 1 < α < 25 интенсивный рост про-
гиба происходит по гармоникам n = 1 и n = 3 од-
новременно. Тогда полный прогиб описывается
выражением

(13)

Из (5), (8) следует  ω3 =
 При ω3 ≤ ω1 третья гармони-

ка в (13) пренебрежимо мала, экспоненциальный
рост происходит только по первой гармонике.
Это имеет место при параметре α ≤ 10. Несмотря
на большую разницу между и  при ω3 > ω1
со временем третья гармоника начинает преоб-
ладать над первой (когда α > 10). При α  1
(ω3 → 3ω1) через короткое время после скачкооб-
разного вакуумирования начинает преобладать
третья гармоника. Например, при рm = 0.09 МПа,
Е = 103 МПа (оргстекло), L/h = 103, параметр α =
= 90 и ω3 = 2.86 ω1.

Таким образом, после скачкообразного сни-
жения давления происходит экспоненциально воз-
растающее изгибное движение пластины в сторону
начального прогиба. Если параметр α < 10, то дви-
жение происходит по первой гармонике. При
α > 10 имеет место перестройка гармоник, в нача-
ле движения преобладает первая гармоника, за-
тем третья гармоника.

Четные гармоники не поддерживаются сред-
ним избыточным давлением. Они возбуждаются,
если есть отклонение пластины по четным гармо-
никам до приложения избыточного давления.

В случае плавного вакуумирования полагая
в (11) первый член равным нулю, получаем ам-
плитуду прогиба  С увеличени-
ем избыточного давления рm и параметра α стати-
ческий прогиб возрастает. В отличие от динамиче-
ской задачи здесь случай α > 1 не имеет
физического смысла. Значение α = 1 является кри-
тическим. С учетом (2), (3), (9) находим критиче-
ское значение среднего избыточного давления
(рm)cr = NE/h или (рm)cr ≈ E(h/L)2.

СНИЖЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ 
ПО СЛОЖНЫМ ЗАКОНАМ

Многие ударные процессы в газах проистека-
ют в течение tе = 10–4…10–3 с [14]. Будем считать,
что давление возрастает не скачкообразно, а в те-
чение времени порядка tе, например, линейно от
нуля до рm, а далее остается постоянным. Проде-
монстрируем метод решения на задаче со скачко-
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образным падением давления, где имеется точное
решение (12).

Определим начальную стадию процесса усло-
вием ω1t < 1. Сохраняя по три члена разложения
функций cos ω1t и ch ω1t в степенные ряды, реше-
ние (12) для начальной стадии движения можно
представить как

(14)

С однопроцентной погрешностью вторые чле-
ны в (14) могут быть отброшены, если

 Тогда в интервале 0 < t <  выражение
для W1 в соответствии с (8) приобретает вид

 Здесь изгибная жест-
кость D содержится только в выражении началь-
ного прогиба  определенного в (5) как ре-
зультат равновесия между собственным весом и
силами упругости. Это означает, что в интервале
0 ≤ t ≤  дополнительные упругие силы малы по
сравнению с инерционными силами. Поэтому в
уравнениях (6), (11) при определении динамиче-
ского прогиба (при 0 ≤ t ≤ ) член, содержащий D,
может быть отброшен. Эта стадия деформации
пластины может быть названа инерционной [11].

Время инерционной стадии  = 1/(4ω1) или

тем больше, чем больше длина пластины и чем
меньше толщина и скорость распространения
волны растяжения–сжатия с. При L = 1 м, L/h =
= 103, с = 5 × 103 м/с, α = 4.1 получаем  ≈ 10–2 с.
В случае L = 0.1 м имеем  ≈ 10–3 с. Таким обра-
зом, продолжительность  может быть равной и
больше, чем продолжительность tе.

Для последующего времени t >  рассмотрим
решение уравнения (11) также для первой гармони-
ки (n = 1) и для α > 1. Удовлетворяя его решение

условиям (14) (без вторых членов) при t =  по-
лучаем
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Для случая α < 1 решение имеет вид

(16)

При  → 0 выражения (15), (16) сводятся к сво-
им точным решениям. Если дополнительно огра-
ничить  например  = 1/(7ω1), то в (15) и (16)

можно отбросить член  по сравнению с
единицей. Так как указанные члены появляются
в результате удовлетворения первому условию
(14), это означает, что главным является условие
на скорость движения в момент 

Смысл приближенных решений (14)–(16)
вместо точного решения (12), а также

 состоит в том, что ана-
лог (14) для 0 ≤ t ≤  можно получить в степенных
рядах и в случае сложного изменения давления.
Для этого необходимо, чтобы время инерцион-
ной стадии  было равно или больше времени tе
быстрого изменения давления, после которого
давление остается постоянным или является мед-
ленно изменяющимся.

Рассмотрим изменение среднего давления от
нуля до рm по линейному закону t/tе при 0 ≤ t ≤ tе и
далее постоянным и равным рm. В уравнении (11)
вместо рm и α подставим рm(t/tе) и α(t/tе). Считаем,
что р1 = р2 = рm, начальный и дополнительный
прогибы задаются формулами (5) и (7). Первые
члены решения уравнения (11) в виде степенного
ряда по t имеют вид

(17)

Из условия  = 1/3 с учетом Ω1 в (8) находим
время инерционной стадии и соответствующую
амплитуду прогиба (  = tе)
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Соотношения (18) справедливы при условии
≥ tе или L2 ≥ π2hctе, поскольку только тогда в

уравнении (11) содержатся коэффициенты  и α
с линейным изменением. Гипотезы Кирхгоффа,
которые положены в основу вывода уравнений
(1), (4), правильно отражают картину деформа-
ции пластины при L/h ≥ 10. С учетом этого преды-
дущее неравенство можно записать L ≥ ctе. Таким
образом, инерционная стадия изгиба пластины
продолжительностью  равной или больше про-
должительности tе указанных процессов в газовых
средах, имеет место, если длина пластины равна и
больше расстояния пробега волной растяжения–
сжатия за время tе. Если принять для разных мате-
риалов с = 5 × 102…5 × 103 м/с, продолжитель-
ность tе = 10–4…10–3 с, то нижний предел длины L
составляет от 0.05 до 5 м. В случае L/h ∼ 102 ниж-
ний предел длины равен от 0.005 до 0.5 м. Более
точная оценка имеет вид 

При t > tе (  = tе) и начальных условиях

 и  следующих из
(17), решение уравнения (11) при постоянном
значении α > 1 имеет вид

(19)

В случае изменения давления по закону
рm(t/tе)2, α(t/tе)2 при 0 ≤ t ≤ tе решение уравнения
(11) имеет вид
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Полагая  находим длительность
инерционной стадии изгиба
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Рис. 1. Защемленная на опорах пластина (а) и многопролетная пластина на опорах (б).
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Отношение значений  определенных по (21)
и (18), составляет 1.3. Таким образом, в случае
квадратичного закона вакуумирования длитель-
ность инерционной стадии изгиба больше, чем в
случае линейного закона.

При t ≥ tе получаем решение уравнения (11) с
условиями при t = tе, следующими из (20) (без вто-
рых членов в скобках):

(22)

В выражениях (19) и (22) члены с (ω1tе)2 в при-
ближенном анализе могут быть отброшены ввиду
малости по сравнению с единицей. Так как ука-
занные члены появляются в (19) и (22) в результа-
те удовлетворения первым условиям (17), (20), то
это означает, что главным является условие на
скорость движения, достигнутую к моменту tе.

При скачкообразном вакуумировании рm =
= const, α = const (0 ≤ t ≤ tе) и скачкообразном воз-
вращении к положению рm = 0, α = 0 (t > tе) прогиб
в пределах 0 ≤ t ≤ tе определяется первым членом в
выражении (14).

С учетом того, что при t > tе из (12) следует α = 0,
ω1 = Ω1, получаем

(23)

Во втором выражении (23) основным является
второй член, соответствующий условию на ско-
рость при t = tе.

В случае кратковременного повышения сред-
него избыточного давления по такому же закону,
что при его снижении, при t > tе возникают коле-
бания также с частотой Ω1, которая не зависит от
уровня среднего давления.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Учет разности площадей поверхностей пла-

стины, на которые действует давление газов, при-
водит к обобщению уравнения изгиба, основан-
ного на гипотезах Кирхгоффа. Это позволяет, в
частности, анализировать динамику пластины в
зависимости от изменения во времени среднего
избыточного давления при нулевом перепаде дав-
лений. Классическая теория изгиба тонких пла-
стин и оболочек дает в этом случае только нулевое
решение. Здесь предполагается, что кромки пла-
стины изолированы от избыточного давления.
Если на кромки действует такое же давление, что
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на поверхности, то изгиб не зависит от среднего
давления.

2. Динамическое поведение пластины в зави-
симости от среднего давления определяется без-
размерным параметром α ≈ (pm/E)(L/h)2, пред-
ставляющим произведение отношения среднего
избыточного давления pm к модулю упругости E
материала и квадрата относительной длины L/h.
Положительное и отрицательное значения pm
(повышение и понижение давления) приводят
соответственно к увеличению и уменьшению
приведенной жесткости D(1 ± α), где D – соб-
ственная изгибная жесткость пластины (в случае
слабого вакуумирования α < 1). Если происходит
резкое повышение или понижение среднего дав-
ления, которое далее остается постоянным, то
возбуждаются колебания с собственной частотой
незагруженной пластины, умноженной на 
и с амплитудой, равной произведению начально-
го статического прогиба на величину α /(1 ± α).
Если принять, что влияние среднего давления на
изгиб нужно учитывать при α > 10–2, то получаем
оценку 

3. В случае малого модуля упругости материа-
ла, малой относительной толщины и сильного ва-
куумирования может быть α > 1. Тогда после рез-
кого понижения давления pm, которое далее оста-
ется постоянным, возникает экспоненциально
возрастающий прогиб в сторону начального про-
гиба. Естественно, это решение справедливо в
рамках линейной теории изгиба. Происходит пе-
рестройка гармоник по времени. В рассмотрен-
ном примере в начале процесса превалирующей
является первая гармоника, затем третья.

4. Может быть выделена инерционная стадия
изгиба, определяемая по условию малости упру-
гих сил по сравнению с инерционными в началь-
ный момент процесса. Если продолжительность te
быстрого изменения давления равна и меньше
времени инерционной стадии, то решение в ин-
тервале 0 ≤ t ≤ tе может быть найдено с достаточ-
ной точностью в виде степенного ряда. Оно дает
начальные условия для решения при t > te. Могут
быть сформулированы две гипотезы. Динамиче-
ская гипотеза состоит в том, что в начале процес-
са упругие силы малы по сравнению с инерцион-
ными, что реализуется, если длина L пластины
превышает расстояние пробега волной растяже-
ния–сжатия за время te действия давления с силь-
ным изменением. Кинематическая гипотеза со-
стоит в том, что к концу инерционной стадии пе-
ремещение на порядки меньше, чем дальнейшее
максимальное перемещение. Поэтому решение
при t > te определяется скоростью в момент t = te,
а перемещение может быть принято равным ну-
лю. Эти гипотезы позволяют получить прибли-
женное аналитическое решение задачи при более

1 ,± α

10 .mh L p E<
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сложных законах изменения давления, чем скач-
кообразное изменение. Определяющей является
динамическая гипотеза. Они дополняют в данной
задаче гипотезы Кирхгоффа.

5. В случае, когда имеется ненулевой перепад
давлений на поверхности пластины, изгиб проис-
ходит как под действием этого перепада, так и
среднего давления. В частности, колебания дав-
лений с разными амплитудами или фазами при-
водят к взаимодействию вынужденных и пара-
метрических колебаний пластины (при нулевом
перепаде – к параметрическому возбуждению).
Заслуживают внимания оценки влияния средне-
го давления в задачах излучения волн тонкими
пластинами с неподвижными и подвижными
опорами, как, например, в работах [15–17]. При-
веденные оценки указывают на необходимость
внесения соответствующих дополнений в теорию
колебаний тонких пластин и оболочек, возбужда-
емых действием давления газов.

Работа выполнена частично по грантам РФФИ
№ 17-41-02040017-р_а, № 18-01-00150.
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