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Анализируются точные решения уравнения Похгаммера–Кри, описывающего распространение
гармонических волн в упругом цилиндрическом стержне. Для продольных аксиально симметрич-
ных мод впервые проведен спектральный анализ матрицы дисперсионного уравнения. Получены
аналитические выражения для поляризации волн. На поверхности стержня для фундаментальной
продольной аксиально симметричной моды определены коэффициенты поляризации соответству-
ющих волн и проведен анализ вариации этих коэффициентов в зависимости от частоты. Обнаруже-
но, что при фазовой скорости фундаментальной аксиально симметричной продольной моды, сов-
падающей со скоростью поперечной волны, происходит одновременное обращение в нуль всех
компонент перемещений на боковой поверхности стержня, что представляется исключительно
важным для проектирования акустических волноводов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Впервые дисперсионные уравнения, описыва-
ющие распространение гармонических волн в
цилиндрическом стержне, называемых волнами
Похгаммера–Кри, получены в [1, 2]. Однако ре-
шения этих уравнений, связывающие фазовую
(или групповую) скорость с частотой, оставались
практически неизученными вплоть до середины
прошлого века, когда с помощью численного
анализа дисперсионных уравнений были найде-
ны первые ветви дисперсионных кривых [3, 4].
Надо отметить, что в [3, 4] исследовались про-
дольные аксиально симметричные моды, тогда
как в [5–8] рассматривались также изгибные и
крутильные моды.

С помощью асимптотических методов в [3, 4]
были найдены длинноволновой и коротковолно-
вой пределы для фазовой скорости фундамен-
тальной продольной аксиально симметричной
моды. При этом коротковолновой предел ( )
фазовой скорости при 

(1)

совпал со скоростью волны Рэлея  а длинно-
волновой предел при  дал следующее зна-
чение фазовой скорости 

(2)

где E – модуль упругости, а ρ – плотность матери-
ала стержня. В [3] для скорости  предложено
наименование “стержневая” скорость.

Помимо собственно дисперсионных кривых в
[4] численно исследовалось распределение по се-
чению стержня амплитуд компонент перемеще-
ний для первых трех продольных аксиально сим-
метричных мод.

Одна из интересных особенностей дисперси-
онных кривых незатухающих высших продоль-
ных мод волн Похгаммера–Кри ( )
появляется при переходе к пределу по волновому
числу  в выражении

(3)

Фактически, условие (3) означает наличие в выс-
ших модах горизонтальной асимптоты в диспер-
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сионной зависимости  при стремлении вол-
нового числа γ к нулю, или фазовой скорости

 (при конечной частоте). Здесь обнаружи-
вается связь с незатухающими высшими модами
соответствующих дисперсионных кривых волн
Лэмба и Лява [9, 10], для которых также выполня-
ется соотношение (3).

Интересные обобщения продольных аксиаль-
но симметричных мод волн Похгаммера–Кри на
случай нецелых значений коэффициентов при уг-
ловой координате в потенциалах, с помощью ко-
торых строятся решения волнового уравнения,
описаны в работах [11–13]. Эти решения отвеча-
ют спиральным волнам Похгаммера–Кри.

В [14–16] рассматривались вопросы примене-
ния волн Похгаммера–Кри в неразрушающей ди-
агностике как в микро и наномасштабах [14, 15],
так и при исследовании геологических образцов
[16]. В исследованиях [17–22] рассмотрены при-
ложения к определению дефектов в трубах с помо-
щью регистрации отраженных от дефектов сигна-
лов, а также с помощью анализа затухания сигна-
лов за счет рассеяния волн на распределенных
дефектах (в том числе коррозионных). В [23] дано
описание численного метода для решения задач
идентификации дефектов с помощью анализа
дисперсии, возникающей при распространении
ангармонических импульсов. В [24, 25] в задачах
неразрушающей диагностики наряду с продоль-
ными волнами Похгаммера–Кри исследовались
крутильные волны, в [26] рассматривались во-
просы построения акустического тракта волно-
водного метода контроля с использованием мно-
гократных отражений, в [27] исследовалось рас-
пространение продольных волн в упруго
анизотропных (цилиндрически анизотропных)
стержнях.

Ниже с помощью спектрального анализа мат-
ричного дисперсионного уравнения построено
поле смещений для продольных аксиально сим-
метричных волн Похгаммера–Кри. Впервые опре-
делены соотношения между коэффициентами,
входящими в компоненты поля смещений, – это
позволило исследовать вариацию компонент
смещений в зависимости от изменения коэффи-
циента Пуассона и фазовой скорости. Доказано,
что для продольной фундаментальной моды мат-
рица дисперсионного уравнения полупростая, с
однократным вырождением при любых допусти-
мых значениях коэффициента Пуассона и любой
частоте  Обнаружено, что в окрестности
фазовой скорости, совпадающей со скоростью
поперечной объемной волны, происходит одно-
временное обращение в нуль всех компонент пе-
ремещений на боковой поверхности стержня.

Надо отметить, что теоретические исследова-
ния по волнам Похгаммера–Кри в основном по-
священы исследованию дисперсионных соотно-

ω γ( )

→ ∞c

≤ ω < ∞0 .

шений. Анализу 1детальных полей смещений по-
священо лишь несколько работ (см. [3, 4]), в
которых компоненты поля перемещений опреде-
лены при некоторых значениях фазовой скорости
(или некоторых значениях круговой частоты).
В этой связи настоящая работа восполняет из-
вестный пробел – ниже получены аналитические
выражения для амплитуд перемещений и прове-
дены исследования вариации амплитуд переме-
щений в зависимости от изменения фазовой ско-
рости.

2. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Уравнения движения для изотропного упруго-
го тела в отсутствии массовых сил представимы в
виде

(4)

где u – поле перемещений,  – скорости про-
дольной и поперечной объемных волн в среде,
причем

(5)

В (5) λ, μ – константы Ламе, ρ – плотность среды.
Далее для векторного поля  применяется

представление Гельмгольца

(6)

где Φ и Ψ соответственно скалярный и векторный
потенциалы. Для гармонической волны, распро-
страняющейся в направлении оси стержня z, по-
тенциалы (6) представимы в виде

(7)

где γ – волновое число, связанное с фазовой ско-
ростью c и круговой частотой ω соотношением

(8)

В (7)  – координата в поперечном сечении
( ), n – волновой вектор, 
t – время.

Векторное поле, отвечающее распростране-
нию продольной аксиально симметричной гар-
монической незатухающей волны в цилиндриче-
ском стержне, представимо в виде [4]

(9)
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где

(10)

С учетом необходимой ограниченности поля
перемещений на оси  и неограниченности
при  бесселевых функций второго рода из
(9) следует [4]

(11)

При получении (11) из (9) константа  обозначе-
на как 

Выражения (11) показывают, что на оси стерж-
ня при  выполняется естественное условие

 поскольку  В то же время, по-
скольку  компонента  при  прини-
мает вид

(12)

Выражение (12) показывает, что для обращения в
нуль компоненты  при  необходимо выпол-
нение соотношения

(13)
Далее будет показано, что соотношение (13) вы-
полняется, в частности, в том случае, когда фазо-
вая скорость волны  совпадает со скоростью 
а матрица дисперсионного уравнения простая.

3. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ
Условие равенства нулю поверхностных уси-

лий на боковой поверхности цилиндра при 
представимо в виде

(14)

где ν – вектор единичной внешней нормали к бо-
ковой поверхности.

Подстановка поля перемещений (11) в условия
(14) позволяет записать искомое дисперсионное
уравнение, записываемое в виде

(15)
где A – квадратная матрица второго порядка с
комплексными коэффициентами

(16)
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Двумерные и, вообще говоря, комплексные
собственные векторы, отвечающие нулевым соб-
ственным числам матрицы (15), определяют по-
ляризацию соответствующих волн.

Надо отметить, что дисперсионное уравнение
(15) может иметь как действительные, так и мни-
мые и комплексные корни [6]. Действительным
корням отвечают распространяющиеся моды
(незатухающие в направлении оси z) с действи-
тельной фазовой скоростью, а мнимым и ком-
плексным корням соответствуют нераспростра-
няющиеся моды, затухающие в направлении оси z.
Решения, отвечающие нераспространяющимся
модам, необходимы для удовлетворения гранич-
ных условий на торцах стержня при решении кра-
евой задачи для ограниченного или полуограни-
ченного стержня.

Подстановка компонент (16) в уравнение (15)
позволяет представить дисперсионное уравнение
в виде

(17)

4. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
ДИСПЕРСИОННОГО УРАВНЕНИЯ (15)

Спектральный анализ матрицы A, определяю-
щей дисперсионное уравнение (15), распадается
на два случая.

4.1. Матрица A полупростая

Спектральное разложение матрицы A дает

(18)

где  – собственные числа матрицы A, а  –
двухкомпонентные собственные векторы, причем

(19)

где обозначено

(20)

Коэффициенты  в (20) определены выражени-
ями (16).
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Соответствующие нормированные собствен-
ные векторы имеют вид

(21)

Анализ выражений (21) для собственных векто-
ров и выражений (19) для собственных чисел по-
казывает, что необходимым и достаточным усло-
вием полупростоты матрицы A является условие
отличия от нуля дискриминанта d, определенного
по (20). Кроме того, условие вырождения матри-
цы A (необходимо простой при однократном вы-
рождении) имеет вид

(22)
Непосредственный анализ показывает, что

условие (22), вытекающее из (19), (20), эквива-
лентно дисперсионному уравнению (15).

4.2. Матрица A неполупростая
В этом случае

(23)

и спектральное разложение матрицы  принима-
ет вид

(24)

Двукратное вырождение для неполупростой мат-
рицы эквивалентно выполнению условия

(25)
откуда, принимая во внимание (20), следует, что не-
обходимым и достаточным условием неполупро-
стоты матрицы  является выполнение условия

(26)
Кроме того, при выполнении (26) условие дву-
кратного вырождения неполупростой матрицы 
принимает вид

(27)
Для случая двукратного вырождения соответ-

ствующее дисперсионное уравнение, отвечающее
условиям (26), (27), при использовании (16), пред-
ставимо в виде

(28)
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5. ПОЛЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ
Компоненты корневых собственных векторов

(21), (24), отвечающих нулевым собственным чис-
лам, являются коэффициентами  в выраже-
ниях (11) для компонент поля перемещений.

5.1. Матрица A полупростая
Подстановка в (11) компонент корневого соб-

ственного вектора (21), отвечающего нулевому
собственному числу (19) при выполнении усло-
вия вырождения (22), дает

(29)

где  определены выражениями (20), коэффи-
циенты  матрицы  определены по (16). В (29)
и далее нулевая компонента  отдельно не указы-
вается. Анализ выражений (29) показывает, что в
случае полупростой матрицы  амплитуда ком-
поненты  на оси стержня ( ) обращается в
нуль при 

5.2. Матрица A неполупростая
Подстановка в (11) компонент корневого соб-

ственного вектора (24), отвечающего нулевому
собственному числу (19) при выполнении усло-
вий вырождения (26), (27), дает

(30)

Из (30) следует, что в случае неполупростой
матрицы  амплитуда компоненты  на оси
стержня ( ) не обращается в нуль при фазовой
скорости c, совпадающей со скоростью попереч-
ной волны 

5.3. Амплитуды перемещений
на боковой поверхности

При определении поляризации волны особый
интерес представляют нормализованные (по мо-
дифицированной l1-норме) амплитуды  ком-
понент перемещений (29), (30) на боковой поверх-
ности стержня:

(31)
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Надо отметить, что, вообще говоря, амплитудные
значения компонент смещений  и  для рас-
сматриваемой установившейся гармонической
волны при каком-либо значении радиуса r и, в
частности, при  могут одновременно обра-
титься в нуль (для учета этого введена единица в
знаменатель в (31)). Таким образом, при некото-
рых значениях параметров в аксиально симмет-
ричных продольных модах гипотетически возмож-
на ситуация, когда одновременно 

6. АМПЛИТУДЫ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ
ДЛЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ МОДЫ

Далее определялись амплитуды  на боко-
вой поверхности цилиндрического стержня – по
уравнениям (29) для случая полупростой матри-
цы  и уравнениям (30) для неполупростой мат-
рицы с помощью (31). Амплитуды определялись
при различных значениях коэффициента Пуассо-
на в диапазоне 

Для этих значений коэффициента Пуассона
по дисперсионному уравнению (15) определены
нижние ветви дисперсионных кривых, отвечаю-
щие фундаментальной аксиально симметричной
моде (рис. 1). Кривые на рис. 1. отвечают различ-
ным значениям коэффициента Пуассона ν (зна-
чения коэффициента Пуассона указаны на гра-
фике).

На рис. 2, 3 приведены графики изменения ам-
плитуд  для фундаментальной аксиально
симметричной моды в зависимости от изменения
относительной фазовой скорости  На
рис. 2, 3 для всех исследованных значений коэф-
фициента Пуассона обращает на себя внимание
убывание до нуля обеих амплитуд  при вари-
ации фазовой скорости в диапазоне от  до 
Далее, при фазовых скоростях  компонента

 возрастает и вновь убывает до нуля уже в
окрестности скорости 

Вариация компоненты  оказывается более
сложной (рис. 3): в окрестности фазовой скорости

(32)

наблюдается еще одно падение до нуля, далее
при увеличении фазовой скорости  компо-
нента  возрастает, далее вновь происходит еще
одно падение до нуля в окрестности скорости

 Константы  в дробно-рациональном вы-
ражении (32) найдены с помощью регрессион-
ного анализа.

На рис. 4 точками отмечены значения фазовой
скорости, отвечающей второму нулю компонен-
ты  пунктирная линия отвечает расчетам по
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Рис. 1. Дисперсионные кривые, соответствующие ак-
сиально симметричной фундаментальной моде для
различных значений коэффициента Пуассона.
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Рис. 2. Изменение компоненты  при вариации фа-
зовой скорости.
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Рис. 3. Изменение компоненты  при вариации фа-
зовой скорости.
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приближенной формуле (32). Значения парамет-
ров  уравнения (32) обеспечивают приближе-
ние к определенным по (31) значениям фазовой
скорости, при которой наблюдается второй нуль
компоненты  с относительной ошибкой менее
0.1% в диапазоне 

Подстановка фазовой скорости  в выра-
жения (16) показывает, что при этой скорости
матрица A является простой с единственным кор-
невым собственным вектором

(33)

Корневой собственный вектор (33) соответствует
коэффициентам   в представлении
(11). Далее, непосредственный анализ выражений
(29), (31) для случая полупростой матрицы  по-
казывает, что, действительно, при  на боко-
вой поверхности  причем это явление
наблюдается для всех продольных аксиально
симметричных мод (как фундаментальной, так и
высших). Именно поэтому на рис. 2 и 3 вариация
компонент фундаментальной моды  показа-
на в терминах вариации относительной фазовой
скорости.

7. ВЫВОДЫ
Для продольных аксиально симметричных

волн Похгаммера–Кри впервые осуществлен
спектральный анализ соответствующего диспер-
сионного уравнения. На основе спектрального
анализа получены аналитические выражения
для поля перемещений аксиально симметрич-
ных продольных волн Похгаммера–Кри.

Доказано, что для продольной фундаменталь-
ной моды матрица дисперсионного уравнения
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полупростая, с однократным вырождением при
любых допустимых значениях коэффициента
Пуассона и любой частоте  (в случае
высших мод матрица может быть неполупростой
с двукратным вырождением).

На поверхности стержня для фундаменталь-
ной продольной аксиально симметричной моды
определены амплитуды смещений волн Похгам-
мера–Кри и проведен анализ вариации амплитуд
в зависимости от фазовой скорости и коэффици-
ента Пуассона. Обнаружено, что при фазовой
скорости, совпадающей со скоростью попереч-
ной волны, происходит одновременное обраще-
ние в нуль всех компонент перемещений на боко-
вой поверхности стержня, что может представ-
лять интерес для проектирования акустических
волноводов.

Здесь следует отметить, что возбуждение гар-
монической аксиально симметричной продоль-
ной моды, распространяющейся с заданной фа-
зовой скоростью, можно осуществлять с помо-
щью соответствующих дисперсионных кривых,
см. рис. 1. Для требуемой фазовой скорости по
дисперсионной кривой определяется необходи-
мая частота, а затем с помощью какого-либо ме-
тода (продольная торцевая нагрузка в стержне
Хопкинсона, поверхностные трансдьюсеры на
основе пьезоэлектрических или магнитоакустиче-
ских преобразователей и др.) возбуждается про-
дольная гармоническая волна Похгаммера–Кри с
частотой, отвечающей заданной фазовой скоро-
сти. В заключение надо отметить, что авторам ста-
тьи неизвестны способы возбуждения волн с боко-
вой поверхности при фазовых скоростях, соот-
ветствующих обращению в нуль всех компонент
перемещений.
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