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Исследована динамика волн давления в плоском канале с расположенной под углом границей пу-
зырьковой и “чистой” жидкостей. Показано, что при переходе границы водовоздушная смесь–вода
отражение для волн, падающих на эту границу со стороны водовоздушной смеси, аналогично отра-
жению от жесткой стенки, что влечет за собой интерференцию волн. Установлено, что c увеличени-
ем объемного содержания и с уменьшением радиуса пузырьков максимальное значение амплитуды
давления результирующей волны на стенке увеличивается.
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ВВЕДЕНИЕ
Пузырьковая жидкость по своим акустиче-

ским свойствам является уникальной средой
[1, 2]. В частности, завесу из смеси жидкости с га-
зовыми пузырьками можно использовать в каче-
стве защитного слоя для подводных объектов от
воздействия ударных волн, для “маскировки”
при гидролокации, а также в качестве подводного
звукового канала [3]. Особенности акустических
свойств пузырьковой жидкости позволяют опре-
делять размеры и структуру пузырьковых “обла-
ков”, образовавшихся при выбросах газа со дна
водоема [4].

Особенности отражения и преломления аку-
стических волн при прямом падении на границу
“чистой” жидкости и жидкости с пузырьками га-
за изучались в [5, 6], при косом падении – в рабо-
тах [7, 8]. В работе [7] на основе анализа получен-
ных аналитических решений установлено, что в
случае падения акустической волны на границу
раздела со стороны пузырьковой жидкости суще-
ствует критический угол падения, зависящий от
частоты и параметров дисперсной системы, после
превышения которого волна полностью отража-
ется от границы. Математическая модель, описы-
вающая наклонное падение акустической волны
на границу двухфазной среды, а также на слой га-
зокапельной смеси или пузырьковой жидкости

конечной толщины, представлена в работе [8].
Для случая падения низкочастотной акустиче-
ской волны на границу раздела “чистого” газа и
газовзвеси, а также на границу “чистой” и пу-
зырьковой жидкости, установлены основные за-
кономерности отражения и прохождения волны.

В данной работе исследуется динамика волн
давления в двумерной области при прохождении
через границу пузырьковой и чистой жидкости в
случае, когда эта граница расположена под углом
к направлению распространения волн. Отметим,
что изучению динамики двумерных волн в обла-
сти, содержащей пузырьковые зоны, посвящены
работы [9, 10].

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим плоский канал, заполненный пу-
зырьковой (газонасыщенной) и чистой жидко-
стью с границей раздела этих сред, расположен-
ной под углом по длине канала (рис. 1).

Для описания волнового движения запишем
систему макроскопических уравнений для масс,
числа пузырьков, импульсов и давления в пу-
зырьках, принимая общие допущения для пу-
зырьковых жидкостей [9, 10]:
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(1)

где , αi, pl, n, a – соответственно плотность, объ-
емное содержание i-й фазы, давление несущей
жидкости, число и радиус пузырьков, u и  – про-
екции скорости на оси координат x и y соответ-
ственно. Нижними индексами i = l, g отмечены
параметры жидкой и газовой фаз.

При описании радиального движения будем
полагать, что скорость радиального движения w
состоит из двух слагаемых:

(2)

где wR описывается уравнением Рэлея–Ламба:

(3)

Добавка wA определяется из решения задачи о
сферической разгрузке на сфере радиуса a в несу-
щей жидкости в акустическом приближении:

(4)
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Уравнение для давления внутри пузырьков с
учетом однородности давления записывается в
виде [1]:

(5)

где γ – показатель адиабаты для газа, q – интен-
сивность теплообмена или тепловой поток от
жидкости к газу, отнесенный к единице площади
межфазной поверхности. Интенсивность меж-
фазного теплообмена примем в виде [1]:

(6)

где T0 = const – температура жидкости, Nu – чис-
ло Нуссельта. При описании число Нуссельта за-
дается в виде:

(7)

Для числа Пекле примем выражение:

(8)

где g = λg/cgρg0, λg, cg – коэффициенты темпера-
туропроводности и теплопроводности, теплоем-
кость газа соответственно.

Уравнение состояния для несущей фазы при-
мем в акустическом приближении:

(9)

где нижний индекс 0 относится к исходному, не-
возмущенному состоянию, Сl – скорость звука в
чистой жидкости.

Считая газ калорически совершенным, запи-
шем уравнение Клайперона–Менделеева:

(10)

где R – газовая постоянная.

Для численного анализа задачи о распростра-
нении волн давления в двумерной области, со-
держащей пузырьковую зону, удобнее пользо-
ваться системой уравнений (1)–(10), записанной
в лагранжевых координатах [11]. Это, в частности,
связано с тем, что в лагранжевых координатах
первоначальные границы неоднородностей оста-
ются неподвижными.

Приведем систему уравнений в лагранжевых
координатах:
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Рис. 1. Плоский канал с расположенной под углом θ
границей пузырьковой и чистой жидкости.
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(11)

Cистема уравнений (11) решается численно по
явной схеме [11].

НАЧАЛЬНЫЕ И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
Запишем условия при t = 0 для исходного со-

стояния системы, состоящей из областей одно-
родной водовоздушной смеси и воды в канале,
разделенных границей с наклоном:

Инициирующее возмущение давления на гра-
нице пузырьковой жидкости (x0 = 0) зададим в
виде “ступеньки”. Соответствующее граничное
условие запишется в виде:

На границах y0 = 0 и y0 = Ly расчетной области
приняты условия как на жесткой стенке, т.е. ра-
венство нулю нормальной компоненты скорости.
На границе x0 = Lx задается неотражающее гра-
ничное условие на основе импедансного соотно-
шения [12]. Схематическая постановка задачи
представлена на рис. 1.
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

На рис. 2 представлено распределение давле-
ния в разные моменты времени. Картинки 2а и 2б
соответствуют моментам времени 1.5 и 3.5 мс. Из-
вестно [3], что при определенных параметрах пу-
зырьковой смеси акустическое сопротивление
пузырьковой жидкости может быть намного
меньше этого же физического параметра для чи-
стой жидкости. Например, для представленного
на рис. 2 случая отношение соответствующих
удельных сопротивлений составляет около 7.5.
Таким образом, отражение от границы водовоз-
душная смесь-вода для волн, падающих на эту
границу со стороны водовоздушной смеси, ана-
логично отражению от жесткой стенки. Поэтому
при отражении волны от такой границы происхо-
дит увеличение амплитуды. Видно, что в момент
времени 1.5 мс волна, распространяющаяся в зо-
не, заполненной водовоздушной смесью, имеет
осцилляционную структуру. Видно также, что
происходит преломление волны в область чистой
жидкости, и при этом происходит увеличение ам-
плитуды волны. Отметим, что в дальнейшем вол-
на, отраженная от границы водовоздушная смесь–
вода, распространяется в области водовоздушной
смеси. Таким образом, после отражения волны от
границы, разделяющей области водовоздушной
смеси и воды, в области смеси распространяются
две волны: отраженная и первоначальная, кото-
рая инициирована повышением давления на гра-
нице x0 = 0. Тогда в каждой точке результирующее
колебание представляет собой сумму колебаний,
соответствующих каждой из складывающихся
волн, т.е. происходит интерференция волн.
Именно такая интерференционная картина пред-
ставлена на рис. 2б. Видно, что из-за наложения
падающей и отраженной волн вдоль границы,
разделяющей области водовоздушной смеси и во-
ды, происходит формирование пульсационного
профиля давления с амплитудой лидирующего
всплеска, намного превышающей амплитуду
первоначального сигнала. Так как граница распо-
ложена под углом, то амплитуда результирующей
волны при распространении вдоль границы будет
увеличиваться, т.е. будет происходить фокуси-
ровка волны.

На рис. 3 представлено поле скоростей движе-
ния среды в момент времени 3.5 мс для случая,
представленного на рис. 2. Анализ поля течения
показывает, что формируется движение среды,
направленное вдоль границы, разделяющей обла-
сти однофазной и многофазной сред.

После того как результирующая волна, рас-
пространяющаяся вдоль прямой раздела, доходит
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до границы y0 = Ly, где ставятся условия как на
жесткой стенке, т.е. нормальная компонента ско-
рости равна нулю, происходит отражение волны.
Исследуем зависимость максимального значения
амплитуды давления на границе y0 = Ly от различ-
ных параметров задачи. Очевидно, максимальное
значение давления будет локализовано около
точки (x02, Ly). На рис. 4 представлена зависи-
мость максимального значения амплитуды давле-
ния на стенке y0 = Ly от объемного содержания
пузырьков. Анализ влияния удельной доли газо-
вой фазы в области газожидкостной среды на ам-
плитуду давления показал, что с увеличением αg0
амплитуда результирующей волны на стенке рас-
тет (рис. 4) и может быть аппроксимирована за-
висимостью:

которая получена при сохранении остальных па-
раметров, использованных в расчетах, представ-
ленных на рис. 2, 3.

На рис. 5 представлена зависимость макси-
мальной амплитуды давления на стенке y0 = Ly,
отнесенной к начальной амплитуде инициирую-
щего давления, от угла θ между границей области
водовоздушной смеси и воды и нижней границей
расчетной области y0 = 0. Видно, что эта зависи-
мость носит немонотонный характер и может быть
аппроксимирована следующим выражением:

Из рис. 5 следует, что максимальная амплиту-
да соответствует значению угла приблизительно
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40 градусов. Отметим, что при θ = 0° вся область
будет заполнена пузырьковой смесью и очевид-
но, что фокусировки волны в данном случае не
будет. При θ = 90° преломление волны давления
на границе, разделяющей области водовоздуш-
ной смеси и воды, будет сопровождаться увеличе-
нием амплитуды, связанным только с переходом
волны из акустический более мягкой среды в аку-
стический более жесткую, но при этом не проис-
ходит наложения волн, описанного выше. Таким
образом, в интервале 0° < θ < 90° существует зна-

чение угла, при котором происходит максималь-
ное увеличение амплитуды давления на стенке.

Зависимость максимальной амплитуды давле-
ния на стенке от начального радиуса пузырьков
представлена на рис. 6. Из рис. 6 видно, что с уве-
личением радиуса пузырьков максимальная ам-
плитуда воздействия на стенку уменьшается. Эта
зависимость может быть аппроксимирована сле-
дующим соотношением:

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследована динамика волн давления в дву-
мерной области при переходе границы между пу-
зырьковой и “чистой” жидкостью в случае, когда
эта граница расположена под углом к направле-
нию распространения волн. Показано, что нали-
чие наклонной границы, разделяющей области во-
довоздушной смеси и воды, приводит к интерфе-
ренции волн в области, занятой смесью.
Установлено, что при увеличении объемного со-
держания и уменьшении радиуса пузырьков мак-
симальное значение амплитуды давления результи-
рующей волны на стенке увеличивается. Обнаруже-
но, что зависимость максимальной амплитуды
давления на стенке результирующей волны при
фокусировке на пузырьковом клине зависит немо-
нотонно от угла наклона границы разделяющей
области водовоздушной смеси и воды.

Работа выполнена в рамках государственного
задания в сфере научной деятельности № FEUR-
2020-0004 “Решение актуальных задач и исследо-
вание процессов в нефтехимических производ-
ствах, сопровождающихся течениями многофаз-
ных сред”.
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