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Рассматривается задача о возбуждении акустических полей с заданной пространственной конфигу-
рацией в условиях мелкого моря. Предлагается новый теоретический подход, позволяющий напря-
мую связать амплитудно-фазовое распределение сигналов для излучателей вертикальной антенны
с профилем создаваемого акустического поля. В основе предлагаемой теории лежит математиче-
ский аппарат функций дискретного представления переменных, известный из квантовой теории.
В случае эквидистантных антенн с достаточно высокой плотностью излучателей теория воспроиз-
водит ранее известные результаты. С помощью предлагаемого подхода исследуется влияние плот-
ности расположения излучателей на качество возбуждения требуемого акустического поля.
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ВВЕДЕНИЕ

Для решения различных научных и практиче-
ских задач подводной акустики нередко требуется
создание звуковых полей с заданной простран-
ственной конфигурацией. К числу таких задач от-
носится, например, акустическая засветка задан-
ного участка волновода [1–4]. Кроме того, селек-
тивное возбуждение отдельных мод или узких
лучевых пучков упрощает реконструкцию среды с
помощью методов гидроакустической томогра-
фии [5–7], а также может быть использовано для
создания так называемых слаборасходящихся
пучков [8–12], представляющих значительный
интерес в контексте подводной связи [13–15].

В этой работе рассматривается задача о воз-
буждении тональных и импульсных сигналов с
помощью вертикальной антенны, представляю-
щей собой цепочку ненаправленных излучателей
(монополей). Проблеме расчета амплитудно-фа-
зовых распределений (АФР) для монополей ан-
тенны посвящена обширная литература (см., на-
пример, [16–24]). В данной работе рассматрива-
ется новый подход к этой проблеме, основанный
на использовании функций дискретного пред-

ставления переменных (ДПП). Эти функции яв-
ляются связующим звеном между точечными
значениями акустического поля и его непрерыв-
ным профилем. Функции ДПП активно исполь-
зуются в задачах квантовой физики (см., напри-
мер, [25–29]).

Параллельно в работе рассматривается задача
о влиянии числа монополей на эффективность
возбуждения требуемого акустического поля.
Следует отметить, что сооружение вертикальной
антенны с высокой плотностью монополей явля-
ется технически достаточно сложной задачей да-
же в условиях мелкого моря. Отсюда возникает
потребность в упрощении антенны без суще-
ственных потерь в качестве возбуждения. Упро-
щение предполагает уменьшение числа излучате-
лей и/или длины антенны. Специфической осо-
бенностью этой работы также является то, что для
оценки эффективности возбуждения использует-
ся такая характеристика как воспроизводимость.

Статья построена следующим образом. В сле-
дующем параграфе представлена теория расчета
амплитудно-фазового распределения антенны с
помощью функций дискретного преобразования
переменных. Затем вводится модель акустиче-
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ского волновода в мелком море, которая будет
впоследствии использована для численного мо-
делирования. В последующих двух разделах рас-
сматривается вопрос о влиянии плотности излу-
чателей на эффективность возбуждения акусти-
ческих мод с помощью эквидистантной антенны.
Предпоследний раздел статьи посвящен приме-
нению теории, основанной на функциях ДПП,
для случая неэквидистантной антенны. В Заклю-
чении подводятся итоги работы и формулируют-
ся основные выводы.

ВЫЧИСЛЕНИЕ АМПЛИТУДНО-ФАЗОВОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРТИКАЛЬНОЙ 

АНТЕННЫ С ПОМОЩЬЮ ФУНКЦИЙ 
ДИСКРЕТНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

ПЕРЕМЕННЫХ
Традиционный подход к синтезу звуковых по-

лей основан на применении антенных решеток с
соответствующими АФР [30, 31]. Обозначим АФР
решетки с помощью вектора Y, компоненты кото-
рого равны комплексным амплитудам поля, со-
здаваемого каждым отдельным монополем (излу-
чателем). Вычисление Y сводится к решению мат-
ричных уравнений, связывающих коэффициенты
возбуждения отдельных нормальных мод с ком-
плексными амплитудами звукового поля на раз-
личных элементах решетки. В простейшем случае
эта процедура сводится к приравниванию ампли-
туды и фазы каждого излучателя к амплитуде и
фазе звукового поля в данной точке, т.е.

(1)

где  – глубина j-го точечного излучателя (моно-
поля), f – частота сигнала, w – нормировочный
коэффициент. Формула (1) легко обобщается на
случай импульсного сигнала путем перехода из
пространства частот в пространство времен с по-
мощью преобразования Фурье

(2)

где  – круговая частота,  – спектр
Фурье сигнала, а вектор  описывает АФР в им-
пульсном режиме.

Вместе с тем, условия применимости формулы
(1) вызывают некоторые вопросы. Во-первых, на-
сколько высокой должна быть плотность моно-
полей, чтобы обеспечивалось эффективное воз-
буждение требуемого акустического поля? Разум-
но предположить, что количество монополей
должно превышать число распространяющихся
мод. Однако в случае широкополосных импульс-
ных сигналов последнее число не является одно-
значно определенным. Кроме того, влияние про-
филя скорости звука может предполагать неодно-
родную плотность монополей. Отсюда возникает

= Ψ(( ) , ),j jw zY f f

jz

− Ω= Ω Ω Ω( ) ( ) ( ) ,i tt S e dΦ Y

Ω = π2 f Ω( )S
Φ

другой вопрос, который касается применимости
формулы (1) для антенны с неэквидистантным
расположением монополей. Очевидно, что в этом
случае коэффициент w должен зависеть от номера
монополя j. Каким образом вычисляется эта за-
висимость?

Предлагаемая в данной работе теория позво-
ляет в той или иной степени ответить на постав-
ленные вопросы. В ней АФР вертикальной антен-
ны жестко привязано к непрерывному профилю
создаваемого поля, а комплексная амплитуда j-го
монополя определяется выражением

(3)

где  – акустический импульс, который тре-
буется излучить,  – функция ДПП, соответ-
ствующая j-му монополю. Возможность исполь-
зования функций ДПП в акустике океана была
впервые продемонстрирована в работах [32, 33],
где был предложен алгоритм для точной рекон-
струкции профиля звукового поля по данным,
полученным с помощью вертикальной приемной
антенны. В настоящей работе аналогичный алго-
ритм используется для синтеза звуковых полей.

Функции ДПП могут быть найдены следую-
щим образом. Рассмотрим в качестве примера
подводный акустический волновод, состоящий
из двух слоев, водного и осадочного. Снизу оса-
дочный слой граничит со слоем твердых пород,
который будем считать непроницаемым для зву-
ка. Для простоты будем считать волновод плоско-
слоистым, тогда граничные условия выглядят
следующим образом:

(4)

В качестве первого шага для определения функ-
ций ДПП необходимо найти набор вспомогатель-
ных базисных функций , которые, во-пер-
вых, удовлетворяли бы граничным условиям (4), а
во-вторых – обеспечивали бы трехдиагональную
форму матрицы , элементы которой определя-
ются выражением [33]

(5)

где f(z) – некоторая обратимая функция. Если та-
кой базис найден, то функции ДПП могут быть
определены по формуле [27]

(6)

где  – i-ый элемент j-го собственного вектора
матрицы . Число J определяется из требования,
что акустическое поле должно полностью описы-

Φ = Ψ χ *( ) ( , ) ( ) ,j jt t z z dz

Ψ( , )t z
χ ( )j z

ΨΨ = = = =( 0) 0, ( ) 0.dz z L
dz

φ ( )j z

Z

= φ φ *( ) ( ) ( ),
iij jZ dz z f z z

=
χ = φ

1
( ) ( ),

J

j ij i
i

z V z

ijV
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ваться первыми J членами разложения по базису
функций , т. е.

(7)

где

(8)

Данное требование можно также переформули-
ровать следующим образом:

(9)

Условия (7) и (9) подразумевают, что матрица  –
квадратная матрица размера J × J.

Трехдиагональность матрицы  обеспечивает
ключевое свойство функций ДПП [25]. Его мож-
но сформулировать следующим образом: при раз-
ложении акустического поля по функциям ДПП,

(10)

амплитуды разложения определяются точечными
значениями акустического поля по формуле

(11)

где глубины  задаются собственными значения-
ми матрицы ,

(12)

Здесь  – это обращенная зависимость 
(отсюда становится ясным, почему последняя
должна быть обратимой), а весовые коэффициен-
ты  определяются по формуле

(13)

Таким образом, функции ДПП позволяют уста-
новить взаимно однозначную связь между точеч-
ными значениями акустического поля и его не-
прерывным профилем, если акустическое поле
удовлетворяет условию (9). Размещая монополи
на глубинах (12), мы можем сформировать поле

 с помощью АФР следующего вида:

(14)

где, в отличие от формулы (1), предполагается,
что весовые коэффициенты могут зависеть от но-
мера монополя. Такая ситуация реализуется в
случае антенны с неэквидистантным расположе-
нием монополей.

φ ( )j z

=
Ψ = φ

1
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J

j j
j
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j j
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z
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Z
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1
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J
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jz
Z
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=
φ

*
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ij

j
i jz

w
V

Ψ( )z

= Ψ(( , ,) )j j jw zY f f

Отметим, что базис функций ДПП является
ортогональным, т. е.

(15)

где  – символ Кронекера.
Весовые коэффициенты  в (14) зависят от

вида вспомогательного базиса . Как отмеча-
лось выше, этот базис должен удовлетворять гра-
ничным условиям в волноводе, а также обеспечи-
вать трехдиагональность матрицы Z. В работах
[32, 33] был предложен вариант такого базиса,
удовлетворяющий вышеупомянутым требовани-
ям, в виде пространственных Фурье-гармоник

(16)

при этом

(17)

В этом случае собственные векторы и собствен-
ные значения матрицы  могут быть найдены
аналитически. Собственные векторы описыва-
ются формулой

(18)

Подставляя (16) и (18) в (6), мы можем найти яв-
ный вид функций ДПП. Собственные значения
определяются выражением

(19)

Учитывая (17) и (19), получаем, что вспомогатель-
ный базис (16) отвечает антенне с эквидистант-
ным расположением элементов:

(20)
где расстояние между соседними монополями

(21)

Весовой коэффициент  определяется по фор-
муле

(22)
и не зависит от j. Таким образом, расчет АФР с
использованием вспомогательного базиса (16)
воспроизводит формулу (1). Из этого следует, что
методы расчета АФР, основанные на формулах
(1) и (3), эквивалентны друг другу, если выполня-
ется условие (9), а глубины монополей удовлетво-
ряют (20). Разночтения между двумя описанными
выше подходами при одном и том же положении

=

χ χ = δ
0

,
L

i j ij
z

dz

δij

jw
φ ( )j z

− πφ = = (2 1)2 sin , 1,2, ,
2j
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L L
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1
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1 1ij
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монополей могут возникать лишь тогда, когда
ограничение на пространственный спектр (9) вы-
полняется недостаточно строго. Сравнительный
анализ точности этих подходов приведен ниже,
когда будет непосредственно рассматриваться во-
прос о возбуждении модовых импульсов.

Функции ДПП являются хорошо локализо-
ванными по глубине. Примеры функций ДПП,
соответствующих  м, представлены на рис. 1.
Если ввести оператор проекции звукового поля
на базис (16)

(23)

то нетрудно убедиться, что каждая функция ДПП
 удовлетворяет условию

(24)

где  – дельта-функция. Другими словами,
функция ДПП является результатом Фурье-
фильтрации дельта-функции, в результате чего
отбрасываются гармоники (16) с номерами, пре-
вышающими J. Из этого следует, что поле, созда-
ваемое монополем, помещенным на глубину

, эквивалентно j-ой функции ДПП, если
звуковое поле полностью описывается суммой
гармоник (16) с номерами, не превышающими J.
В действительности поле монополя, моделируе-
мое как дельта-функция, характеризуется беско-
нечным пространственным спектром Фурье. Од-
нако уже на малых расстояниях от источника
спектр кардинально трансформируется, обретая
верхнюю границу . На этом трансфор-
мация не заканчивается – спектр вертикальных
волновых чисел еще более сужается вследствие
затухания волноводных мод с большими номера-
ми, которые активно поглощаются дном. Таким
образом, мы приходим к выводу, что наиболее
коротковолновая часть спектра излучения моно-

Δ = 10z

=
Ψ = φ

1
,Ĵ j

j

J

jaP

χ ( )j z

χ = δ −) ,( ˆ ( )j j J jw P z zz

δ( )z

= jz z

π λ=max 4k

поля является несущественной с точки зрения
распространения. Практически это означает, что
Фурье-фильтрация, описываемая оператором 
с должным образом заданным значением J, не ме-
няет свойств результирующего поля. Отсюда сле-
дует, что функцию ДПП можно рассматривать
как эффективный вклад отдельного монополя в
акустическое поле при условии расположения
остальных монополей на глубинах, описываемых
формулой (20). Генерируя каждым из монополей
сигнал (3), мы можем сконструировать желаемое
акустической поле, используя ортогональность
функций ДПП.

Необходимо подчеркнуть, что вид функции
ДПП, связанной с отдельным монополем, не яв-
ляется уникальным. Варьируя расстояние между
соседними излучателями , мы, по сути, меняем
степень Фурье-фильтрации. Тем самым мы
управляем размером области локализации для со-
ответствующей функции ДПП. Ограничения на
степень фильтрации диктуются исключительно
требованием быстрого затухания отфильтрован-
ной части спектра.

Можно задаться вопросом: а насколько сво-
бодно можно варьировать расстояние между мо-
нополями? Сначала рассмотрим случай эквиди-
стантной антенны (неэквидистантные антенны
будут рассмотрены позже). Согласно (21), значе-
ние  однозначно определяется положением
нижней границы волновода L и числом гармоник J.
Последнее может принимать только целые значе-
ния, соответственно, расстоянию  доступно
только дискретное множество значений. Это
ограничение легко преодолевается, если принять
во внимание, что на практике нас интересуют ча-
ще всего только низшие водные моды, способные
распространяться на достаточно длинные ди-
станции. Эти моды практически не чувствитель-
ны к положению границы между осадочным сло-
ем и слоем твердых пород. Более того, в натурных
экспериментах положение этой границы чаще
всего не известно достоверно. Отсюда следует,
что для расчета функций ДПП мы можем исполь-
зовать фиктивную глубину осадочного слоя, зна-
чение которой может быть подобрано из условия

(25)

т.е. расстояние между соседними монополями 
может выбираться согласно нашим пожеланиям.
При использовании фиктивной глубины выраже-
ние (16) модифицируется следующим образом:

(26)

Естественно предположить, что уменьшение ча-
стоты сигнала дает больше свободы для Фурье-

ĴP

Δz

Δz

Δz

= + Δ' ( 1) ,L J z

Δz

− πφ = =(2 1)2 sin , 1,2,..., .
' 2 'j

j z j J
L L

Рис. 1. Профили функций ДПП, соответствующих
 м.
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фильтрации, позволяя использовать более разре-
женные антенны. Кроме того, существенно раз-
реженные антенны могут использоваться, если
стоит задача создать волновой пакет, распростра-
няющийся почти горизонтально вдоль оси аку-
стического волновода и практически не испыты-
вающий вертикальных осцилляций. Указанные
обстоятельства хорошо известны в теории вер-
тикальных акустических антенн [31]. Степень
фильтрации, которую мы можем себе позволить,
также зависит и от длины трассы. В частности,
она зависит от того, насколько быстро затухают
высокие моды волновода, дающие основной
вклад в коротковолновую часть спектра верти-
кальных волновых чисел. Таким образом, мы
приходим к выводу, что с увеличением расстоя-
ния допустимая степень фильтрации может су-
щественно возрастать.

МОДЕЛЬ АКУСТИЧЕСКОГО ВОЛНОВОДА
Рассмотрим мелководный акустический вол-

новод, состоящий из двух слоев: водного, соот-
ветствующего интервалу глубин

и осадочного, соответствующего

Звуковое поле в волноводе описывается уравне-
нием Гельмгольца

(27)

где z – глубина, r – горизонтальная координата,
Ψ(r,z) – звуковое поле,  – опорное волновое
число, связанное с частотой звука f с помощью
формулы , n(r,z) – показатель прелом-
ления звуковых волн.

Поглощение звука в водном слое является сла-
бым, и мы им в данной работе пренебрегаем.
Считая волновод горизонтально-однородным,
мы можем представить показатель преломления в
следующем виде:

(28)

где  – функция Хэвисайда. Профиль скоро-
сти звука соответствует придонному звуковому
каналу и задается выражением

(29)

где  м/с,  м/с,  м,  м,
 м/c. Водная часть профиля представле-

на на рис. 2.
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Функция  определяет частотную зависи-
мость затухания в осадочном слое. В настоящей
работе мы используем акустическую модель оса-
дочного слоя, соответствующую условиям Во-
сточно-Китайского моря, где был получен закон

 [34]. Поскольку, как отмеча-
лось выше, поглощение звука в дне может суще-
ственно влиять на скорость фильтрации коротко-
волновой части спектра акустического поля, также
будет рассмотрена модель с ослабленным затуха-

нием, описываемым законом .

Профиль плотности в нашей модели описыва-
ется формулой

(30)

где  г/см3,  г/см3.

Звуковое поле может быть представлено в виде
суперпозиции нормальных мод

(31)

α( )f

−α × 6 2( ) 0.42 10f f

−×α  3( ) 0.1 10f f

ρ ≤ <ρ = ρ ≤ ≤
wat

sed

, 0 ,
( )

,,
z h

z
h z L

ρ =wat 1 ρ =sed 1.7

− π

+ α

=

Ψ =

Ψ +×

π
×



/4

( )

1

( , )
4 2

( ) к. c.rm m

i

M
i k i rm

m
m rm

ir z e
r

a e z
k

Рис. 2. Профиль скорости звука в водной толще.
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Нормальные моды и соответствующие им волно-
вые числа являются решениями задачи Штурма–
Лиувилля

(32)

с граничными условиями (4) и условием непре-
рывности на дне

(33)

Для численного решения задачи Штурма–Ли-
увилля использовалась программа, написанная
П.С. Петровым [35].

Поскольку мы рассматриваем горизонтально-
однородный волновод, модовые амплитуды
определяются начальным условием,

(34)

В рассматриваемом нами случае источник пред-
ставляет собой вертикальную цепочку монопо-
лей, расположенных в водной толще, поэтому
формула (34) принимает вид

(35)

где  – число монополей в водной толще, глуби-
ны  определяются выражением (20).

ВОЗБУЖДЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ МОД 
ЭКВИДИСТАНТНОЙ АНТЕННОЙ

В ТОНАЛЬНОМ РЕЖИМЕ
Рассмотрим задачу о возбуждении мод с помо-

щью эквидистантной вертикальной антенны в
тональном режиме. Это позволит более четко от-
следить физические механизмы, оказывающие
влияние на эффективность антенны. Для оценки
качества возбуждения будем использовать вос-
производимость, определяемую по формуле [36]

(36)

где  – акустическая мода, которую мы хо-
тим сформировать на расстоянии  от источника,
а  – звуковое поле, в действительно-
сти возбуждаемое вертикальной антенной, у ко-
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торой расстояние между соседними монополями
равно , и АФР рассчитывается по формуле (3).
Для вычисления  используем форму-
лы (31) и (35). Воспроизводимость можно рас-
сматривать как меру схожести между желаемым и
действительным звуковыми полями. Если они
совпадают, то воспроизводимость равна своему
максимальному значению – единице. По мере
нарастания различий между  и

 воспроизводимость стремится к нулю.
На рис. 3 и 4 представлены зависимости вос-

производимостей первых шести мод волновода от
частоты сигнала. Данные, представленные на
рис. 3, соответствуют вертикальной антенне с
расстоянием между соседними монополями, рав-
ным 5 м. Мы видим, что все рассматриваемые мо-
ды могут практически точно возбуждаться такой
антенной в широком частотном диапазоне, в ко-
тором . Впрочем, с ростом номера моды ши-
рина этого диапазона несколько сокращается.
Постепенное смещение его верхней границы вле-
во связано с тем, что плотность расположения
монополей оказывается недостаточной для раз-
решения структуры моды при высоких частотах
сигнала. Тем не менее, верхняя граница достаточ-
но медленно меняется с ростом номера моды. Су-
щественные отклонения воспроизводимости от
единицы наблюдаются в области высоких частот,
при  Гц. Именно в этом диапазоне вос-
производимость наиболее чувствительна к тому,
насколько быстро поглощается коротковолновая
составляющая звукового поля (речь здесь идет о
вертикальной длине волны). Одним из следствий
этого поглощения является значительный рост
воспроизводимости по мере удаления точки на-
блюдения звукового поля от источника – воспро-
изводимость при  км существенно выше,
чем при  км. Здесь, впрочем, необходимо
учитывать, что мы рассматриваем идеализиро-
ванную модель горизонтально-однородного вол-
новода, которая не учитывает рассеяние звука на
неоднородностях. Вследствие рассеяния часть
акустической энергии может перекачиваться в
более высокие моды, тем самым ухудшая каче-
ство возбуждения заданной моды. Вполне предска-
зуемо, что ослабление затухания в осадочном слое
приводит к ухудшению воспроизводимости – это
видно по поведению кривой, соответствующей

.
Доверительный частотный диапазон антенны,

в котором , также сокращается и со стороны
низких частот. Начиная со второй моды, в низко-
частотной области возникают осцилляции вос-
производимости с ростом частоты. Они связаны с
тем, что на низких частотах распространяющиеся

Δz
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моды могут не являться чисто водными, и значи-
тельная их часть распространяется в дне. Такие
моды не могут эффективно возбуждаться с помо-
щью цепочки монополей, расположенных только
в водной толще.

Увеличение расстояния между соседними мо-
нополями до 10 м значительно сокращает довери-

тельный частотный диапазон. Результаты моде-
лирования, соответствующие данному случаю,
представлены на рис. 3. Антенна обеспечивает от-
носительно надежное возбуждение в диапазоне
приблизительно от 100 до 300 Гц, при этом увели-
чение дистанции существенно улучшает качество
возбуждения мод.

Рис. 3. Зависимость воспроизводимости тональных сигналов, соответствующих отдельным модам, от частоты. Случай
передающей антенны с расстоянием между монополями 5 м. Номера мод указаны в нижних частях панелей. Жирная
сплошная кривая соответствует расстоянию от источника 10 км, тонкая сплошная кривая – расстоянию 1 км.

Штриховая соответствует волноводу с ослабленным затуханием звука в дне, описываемым законом ,
расстояние от источника равно 10 км.
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Для того чтобы отследить процесс фильтрации
коротковолновой компоненты поля, введем по-
грешность возбуждения моды

(37)

Рис. 5 демонстрирует зависимость  от расстоя-
ния до точки наблюдения для частот 150 и 400 Гц.
В качестве примеров выбраны третья и шестая
моды. Во всех представленных случаях погреш-
ность в среднем спадает с увеличением расстоя-
ния, однако скорость и характер этого спадания

ε = −1 .F

ε

качественно зависят от частоты сигнала. При ча-
стоте 400 Гц происходит резкий спад погрешности
уже в течение первого километра дистанции, если
плотность расположения монополей является до-
статочной для практически точного возбуждения
моды. Если же присутствует дефицит плотности
монополей, то точность нарастает медленно. Та-
кое поведение обусловлено тем, что в первом слу-
чае спад погрешности определяется поглощением
быстро затухающих паразитных мод, во втором

Рис. 4. То же самое, что и на рис. 2, но для более разреженной антенны с расстоянием между монополями 10 м.
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вклад в погрешность также дают и моды со срав-
нительно медленным затуханием.

При частоте 150 Гц во всех случаях спад по-
грешности является достаточно медленным, по-
скольку медленным является и затухание паразит-
ных мод – сказывается низкая частота сигнала.
Интересной особенностью данных, соответству-
ющих 150 Гц, является то, что более разреженная
антенна с  м демонстрирует на больших
расстояниях меньшую погрешность при возбуж-
дении шестой моды, чем антенна с  м. Это,
по всей видимости, связано с тем, что расположе-
ние монополей в случае  м лучше подходит
для разрешения экстремумов шестой моды.

Данные, представленные на рис. 5, имеют так-
же значение в контексте возбуждения отдельных
мод с использованием механизма обратной связи
[18, 23]. Обратная связь реализуется с помощью
дополнительной вертикальной приемной антен-
ны, которая устанавливается вдоль направления
распространения на небольшом расстоянии от
излучающей антенны. Звуковое поле, регистри-
руемое дополнительной антенной, используется

Δ = 12z

Δ = 8z

Δ = 12z

для корректировки АФР излучающей антенны.
Приведенные на рис. 5 результаты указывают на
то, что эффективное функционирование излуча-
ющей системы с обратной связью возможно толь-
ко тогда, когда дополнительная приемная антен-
на расположена за пределами области затухания
паразитных мод, которая в случае низкочастот-
ных сигналов может быть весьма обширной.

ВОЗБУЖДЕНИЕ МОДОВЫХ ИМПУЛЬСОВ
С ПОМОЩЬЮ ЭКВИДИСТАНТНОЙ 

АНТЕННЫ
В данной работе ключевым объектом исследова-

ния является возбуждение модовых импульсов –
импульсных сигналов, пространственная струк-
тура которых состоит из единственной моды. Ин-
терес к модовым импульсам связан с тем, что их
можно отнести к волновым пакетам с повышен-
ной когерентностью: они достаточно слабо рас-
плываются во времени и имеют хорошо опреде-
ленную геометрию распространения. Они могут
не распадаться при прохождении через крупно-
масштабные неоднородности, испытывая лишь

Рис. 5. Зависимость погрешности возбуждения моды в тональном режиме от расстояния. Частота сигнала: (а, б) 150 Гц,
(в, г) 400 Гц. Рисунки (а) и (в) соответствуют третьей моде, (б) и (г) – шестой моде. Горизонтальная штриховая линия
соответствует уровню , который можно условно считать границей доверительного интервала антенны.
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плавную трансформацию. Кроме того, низкоча-
стотные моды слабо подвержены рассеянию на
мелкомасштабных неоднородностях, вызываю-
щих лучевой хаос [37]. Так называемые слаборас-
ходящиеся модовые импульсы обладают преиму-
ществами в контексте передачи информации по-
средством акустических сигналов [13, 14].

В общем случае структура модового импульса
определяется формулой

(38)

где  – спектр импульсного сигнала. В гори-
зонтально-однородном волноводе модовые ам-
плитуды  и сами моды  не зависят от r. В дан-
ной работе рассматриваются импульсы со спек-
тром следующего вида [38]

(39)

где  – центральная частота. Такой спектр соот-
ветствует сигналу, имеющему вид

(40)

Спектральная ширина  и длительность  им-
пульса оцениваются как

(41)
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Мы рассматриваем широкополосные импульсы,
для которых . Будут рассматриваться
импульсы с центральными частотами , равными
150 и 400 Гц. Примеры получающихся в этом слу-
чае модовых импульсов представлены на рис. 6.

В случае импульсных сигналов можно вос-
пользоваться определением воспроизводимости,
аналогичным ранее введенному в работе [39],

(43)

где  – требуемый модовый импульс, а
 – звуковое поле, собственно создавае-

мое излучающей антенной на расстоянии r. Зави-
симость воспроизводимости от расстояния между
монополями эквидистантной антенной решетки

 представлена на рис. 7 и 8. Во всех случаях вос-
производимость удерживается вблизи единицы
до некоторого значения . При превышении
этого значения начинает сказываться дефицит
плотности монополей, и воспроизводимость па-
дает, причем спад, как правило, является немоно-
тонным. Исключение составляет первая мода,
которая хорошо возбуждается даже очень разре-
женными антеннами. Это особенно явно прояв-
ляется в случае импульса с  Гц. Для более
высоких мод воспроизводимость сильно разре-
женными антеннами главным образом зависит от
расположения монополей относительно интер-
ференционных пиков. Именно этим обстоятель-
ством объясняются резкие всплески воспроизво-
димости при определенных значениях .

Напомним, что мы рассматриваем модель
придонного звукового канала, поэтому акустиче-
ская энергия преимущественно сосредоточена
именно в придонной области. Отсюда одним из
факторов, влияющих на эффективность антенны
при наличии дефицита плотности монополей,
является положение самого нижнего монополя –
он должен находиться вблизи дна, поскольку
именно там располагаются наиболее интенсив-
ные интерференционные пики. Это хорошо про-
слеживается в случае низкочастотного импульса с
центральной частотой 150 Гц (см. рис. 7). Так, ан-
тенна с  м (нижний монополь находится
на глубине 96 м) обеспечивает лучшую воспроиз-
водимость импульсов пятой и шестой мод, чем
антенна с  м (нижний монополь распола-
гается на глубине 90 м). В то же время антенна с

 м (нижний монополь расположен на глу-
бине 85 м, т.е. на 15 м выше дна) существенно
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Рис. 6. Пространственно-временное распределение

интенсивности модовых импульсов . Верх-
няя панель – импульс с центральной частотой 150 Гц,
шестая мода. Нижняя панель – импульс с централь-
ной частотой 400 Гц, вторая мода. Расстояние от из-
лучающей антенны равно 10 км.
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уступает в эффективности обеим вышеупомяну-
тым антеннам.

Глубина самого нижнего монополя, принадле-
жащего водной толще, при заданном значении 
определяется формулой (20). Как уже отмеча-
лось, вид этой формулы может меняться в зави-
симости от граничных условий. В частности, за-
кон (20) отвечает верхнему граничному условию

Δz

. Если при построении базиса (16)
мы воспользуемся не этим граничным условием,
а некоторой его модификацией, пускай и не отве-
чающей реальным условиям, то формула (20) то-
же изменит свой вид. Эти изменения, возможно,
позволят оптимизировать расположение элемен-
тов антенны относительно интерференционных
пиков. Ценой, которую мы за это заплатим, будет

Ψ = =( 0) 0z

Рис. 7. Зависимость воспроизводимости импульса с центральной частотой 150 Гц от расстояния между соседними мо-
нополями. Сплошная линия соответствует АФР, рассчитанному с помощью функций ДПП, штрихпунктирная линия –
расчету с помощью формул (1) и (2). Закрашенные квадратики соответствуют данным, полученным с помощью функ-
ций ДПП для волновода с ослабленным затуханием звука в осадочном слое.
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внесенная погрешность в приповерхностной ча-
сти АФР, главным образом в самой верхней функ-
ции ДПП. Однако в случае преимущественно при-
донного распространения эта погрешность мо-
жет оказаться несущественной. В настоящей
работе не рассматривается расчет АФР с помо-
щью функций ДПП, соответствующих модифи-
цированному верхнему граничному условию. Тем

не менее, при необходимости такая возможность
может быть использована.

Если судить по данным, представленным на
рис. 7 и 8, ослабление затухания в осадочном слое
мало влияет на эффективность возбуждения мо-
довых импульсов, если плотность монополей яв-
ляется достаточно высокой, т.е. критерий (9) вы-
полняется достаточно хорошо. Ослабление модо-

Рис. 8. Зависимость воспроизводимости импульса с центральной частотой 400 Гц от расстояния между соседними мо-
нополями. Сплошная линия соответствует АФР, рассчитанному с помощью функций ДПП, штрихпунктирная линия –
расчету с помощью формул (1) и (2). Закрашенные квадратики соответствуют данным, полученным с помощью функ-
ций ДПП для волновода с ослабленным затуханием звука в осадочном слое.
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вой фильтрации и, как следствие, усиление
паразитных мод начинает сказываться при дефи-
ците монополей. Это приводит к заметному
уменьшению воспроизводимости для модовых
импульсов с центральной частотой 400 Гц. В слу-
чае же модовых импульсов с центральной часто-
той 150 Гц, эффект от ослабления затухания явля-
ется незначительным. Более того, в последнем
случае ослабление затухания может даже увели-
чивать воспроизводимость (см. рис. 7в и 7е).
Правда, это происходит только при достаточно
больших значениях , когда воспроизводимость
далека от единицы, что указывает на некоррект-
ность расчета АФР с помощью функций ДПП
ввиду значимого нарушения критерия (9).

Надо сказать, что далеко за пределами области
своей применимости метод расчета АФР с помо-
щью формулы (3) существенно проигрывает в
точности традиционному методу, основанному
на уравнении (1). Следует еще раз подчеркнуть,
что при выполнении формул (9) и (20) эти методы
математически эквивалентны друг другу. В обла-
сти умеренной погрешности, когда ,
расчет с помощью функций ДПП, как правило,
несколько выигрывает по сравнению с традици-
онным подходом. При большой погрешности бо-
лее точным оказывается уже традиционный под-
ход. Вообще говоря, расчет АФР с помощью урав-
нения (1) не ограничен конфигурацией с
расположением монополей согласно формуле
(20), диктующим расположение монополей при
заданном значении . С другой стороны, мате-
матическая эквивалентность этих двух подходов
при выполнении критерия (9) указывает, что
именно расположение монополей по формуле
(20) обеспечивает наилучший результат. В про-
тивном случае может возникнуть вышеупомяну-
тая проблема несогласованности с верхним гра-
ничным условием в волноводе и, как следствие,
связанная с этим погрешность.

РАСЧЕТ АМПЛИТУДНО-ФАЗОВОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛЯ АНТЕННОЙ 

РЕШЕТКИ С НЕЭКВИДИСТАНТНЫМ 
РАСПОЛОЖЕНИЕМ ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ

Выше было показано, что акустическое поле,
создаваемое отдельным монополем в эквиди-
стантной антенной решетке, описывается функ-
цией ДПП. Функция ДПП может быть вычислена
как результат Фурье-фильтрации дельта-функ-
ции по формуле (24). Вид функции ДПП зависит
от расстояния между монополями, которое одно-
временно определяет и число Фурье-гармоник J,
и соответствующие весовые коэффициенты  (в
случае эквидистантной антенны эти коэффици-
енты равны друг другу). Суперпозиция полей, со-

Δz

< <0.6 1F

Δz

jw

здаваемая периодической цепочкой монополей,
приводит к интерференционному гашению про-
странственных Фурье-гармоник с номерами

. С другой стороны, мы знаем, что функции
ДПП являются хорошо локализованными по
глубине. Это означает, что основной вклад в ин-
терференционное гашение высоких Фурье-гар-
моник j-го монополя вносят соседние, (j – 1)-ый
и (j + 1)-ый, монополи. Другими словами, имен-
но расстояние до соседних монополей играет
первостепенную роль в формировании эффек-
тивного поля, создаваемого отдельным монопо-
лем решетки. Данное обстоятельство подсказы-
вает путь для обобщения теории ДПП на случай
антенных решеток с неэквидистантным располо-
жением монополей. Именно этому пути мы и бу-
дем следовать ниже.

Рассмотрим в качестве примера антенную ре-
шетку, состоящую из двух подрешеток: верхней,
перекрывающей интервал глубин , и
нижней, перекрывающей интервал глубин

. Монополи верхней подрешетки распо-
ложены на глубинах

(44)

Монополи нижней подрешетки расположены на
глубинах

(45)

Таким образом, обе подрешетки являются по от-
дельности эквидистантными, причем монополь
на глубине  принадлежит им обеим, разгра-
ничивая их. Нас интересует случай , ко-
гда результирующая решетка является неэквиди-
стантной. Каждая из подрешеток характеризуется
своим собственным базисом функций ДПП, ко-
торый может быть использован для расчета ам-
плитудно-фазового распределения. Однако в слу-
чае пограничного монополя, расположенного на
глубине , возникает неоднозначность в
определении соответствующей ему функции
ДПП, поскольку он одновременно принадлежит
двум разным подрешеткам с разными расстояни-
ями . Перед нами стоит задача найти эффек-
тивное поле, создаваемое пограничным монопо-
лем. Как отмечалось выше, это поле должно быть
результатом интерференционного гашения высо-
ких пространственных Фурье-гармоник. Асим-
метричность положения соседних монополей
предполагает, что это гашение будет тоже асим-
метричным: выше пограничного монополя оно
будет происходить за счет верхней подрешетки, а
ниже – за счет нижней подрешетки. Это означа-
ет, что составляющие акустического поля, исхо-
дящие из пограничного монополя вверх и вниз,
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будут в разной степени подвержены Фурье-филь-
трации. Эти соображения приводят нас к следую-
щему выражению для эффективного поля погра-
ничного монополя:

(46)
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где  и  – функции ДПП пограничного
монополя, вычисленные с  и , со-
ответственно. Другими словами, эффективное
поле, создаваемое пограничным монополем,
описывается симбиозом функций ДПП для верх-
ней и нижней подрешеток. Таким образом, если
пронумеровать монополи сверху вниз, то требуе-
мое амплитудно-фазовое распределение описы-
вается формулой

χ(1)
c ( )z χ(2)

c ( )z
Δ = Δ 1z z Δ = Δ 2z z

Рис. 9. Зависимость погрешности возбуждения модовых импульсов от расстояния между монополями верхней подре-
шетки. Случай  м означает присутствие только нижней подрешетки. Сплошная линия – расчет по формуле
(47), прерывистая линия – расчет по формуле (1).
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(47)

Если плотность монополей обеих подрешеток яв-
ляется достаточной для полного разрешения тре-
буемого акустического поля, формула (47) при-
нимает вид:

(48)

Отметим, что в общем случае

(49)

т.е. условие ортогональности функций ДПП мо-
жет нарушаться. Следствием этого может являть-
ся погрешность в возбуждении заданного поля.

В качестве примера рассмотрим антенную ре-
шетку, у которой верхняя подрешетка занимает
интервал глубин от поверхности моря до 50 м, а
нижняя – от 50 до 100 м, т.е. до дна. Расстояние
между монополями в нижней подрешетке равно
5 м. Рассматриваются импульсы первых шести
мод с центральной частотой 150 Гц. Как следует
из данных, представленных на рис. 7, эквиди-
стантная антенна с  м, перекрывающая всю
водную толщу, обеспечивает точное возбуждение
всех рассматриваемых импульсов. Вместе с тем,
естественно предположить, что наибольшая
часть энергии этих импульсов сосредоточена в
придонном звуковом канале. Зададимся вопро-
сом: насколько сильно эффективность такой ре-
шетки зависит от расстояния между монополями
в верхней подрешетке? Насколько существенны-
ми будут потери качества при уменьшении коли-
чества излучателей в верхней подрешетке?

На рис. 9 представлена зависимость погреш-
ности возбуждения модового импульса от рассто-
яния между монополями верхней подрешетки.
Результаты расчета АФР с помощью формулы
(47) сравниваются с результатами, полученными
с помощью формулы (1), т.е. в случае .
Согласно представленным данным, оба рассмат-
риваемых алгоритма обеспечивают высокую точ-
ность возбуждения в случае импульсов первой
моды, при этом формула (47) дает меньшую
ошибку. Для более высоких мод удовлетвори-
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тельная точность обеспечивается только тогда,
когда верхняя подрешетка является умеренно
разреженной: мы имеем погрешность на уровне
10% и ниже, если расстояние между монополями
верхней подрешетки не превышает 10 м. Формула
(47) выигрывает в точности по сравнению с (1)
практически во всех случаях, кроме случаев чрез-
мерно разреженной верхней подрешетки с

 м, когда дефицит излучателей сказывает-
ся очень сильно.

Проведенное дополнительное исследование
показало, что формула (47) предсказывает прак-
тически оптимальную амплитуду сигнала, кото-
рый должен быть подан на монополь, разграни-
чивающий верхнюю и нижнюю подрешетки. Лю-
бопытно, что в некоторых случаях значение
соответствующего весового коэффициента 
(см. формулу (14)) оказывается отрицательным,
т.е. сигнал, подаваемый на пограничный моно-
поль, оказывается в противофазе с соответствую-
щим значением акустического поля в данной точ-
ке. Это указывает на то, что оптимальное АФР
для неэквидистантных антенн в значительной
степени определяется поведением акустического
поля в областях между монополями – в данном слу-
чае недостаточно учета только значений акустиче-
ского поля в точках расположения монополей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Главным результатом данной работы является
новый метод расчета амплитудно-фазовых рас-
пределений для вертикальных антенн. Метод ос-
нован на применении функций дискретного
представления переменных. При выполнении
условия (9) и эквидистантном расположении мо-
нополей этот метод математически эквивалентен
традиционному подходу, основанному на уравне-
нии (1). Эквивалентность устанавливается выра-
жением (11). Можно сказать, что в некотором
смысле предлагаемый метод расчета обеспечи-
вает дополнительную математическую базу для
традиционного подхода. Например, он предска-
зывает, что при достаточно большом количестве
монополей их глубины должны удовлетворять
уравнению (20), в противном случае может воз-
никнуть погрешность, обусловленная несогласо-
ванностью с верхним граничным условием. При
дефиците монополей эта погрешность может
оказаться несущественной, тогда на первый план
выходит расположение монополей относительно
интерференционных пиков. В работе показано,
что предлагаемый метод может быть модифици-
рован для расчета АФР неэквидистантных ан-
тенн, в этом случае он обеспечивает более высо-
кую точность, чем формула (1).

Δ ≥1 25z

1Nw
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Специфической особенностью предлагаемого
метода является отсутствие прямой зависимости
функций ДПП, на использовании которых он
основан, от частоты сигнала и профиля скорости
звука. Оба этих фактора учитываются неявно,
т.к. от них зависит спектр вертикальных волно-
вых чисел акустического поля и, соответствен-
но, требуемое количество монополей. Отсут-
ствие прямой зависимости от профиля скорости
звука — это, скорее, положительное свойство с
точки зрения экспериментальной реализации
метода, поскольку гидрологические характери-
стики подвержены изменчивости как в простран-
стве, так и во времени.

Следует еще раз отметить, что предлагаемый
метод может быть использован для возбуждения
практически любых волновых пакетов, способ-
ных распространяться в волноводе на достаточно
большие расстояния. Кроме того, представлен-
ный подход, вкупе с ранее предложенным алго-
ритмом реконструкции профиля акустического
поля [32], может быть использован для экспери-
ментального измерения пропагатора акустиче-
ского поля. Пропагатор – это оператор, который
устанавливает непосредственную связь между
произвольным начальным и соответствующим
ему конечным акустическими полями [9, 40–44].
Знание пропагатора означает наличие практиче-
ски всей информации об акустических свойствах
волновода, которая в принципе может быть полу-
чена с помощью двух антенн, одной излучающей
и одной приемной. В работе [45] предложена схе-
ма для измерения пропагатора в тональном режи-
ме. Данное направление работы является одним
из наиболее многообещающих в контексте ис-
пользования предложенного метода.

В представленной работе рассматривается во-
прос о влиянии степени разреженности верти-
кальных акустических антенн на их способность
селективно возбуждать модовые импульсы. Об-
наружено, что затухание высоких мод, дающих
основной вклад в коротковолновую часть спектра
вертикальных волновых чисел, способствует по-
вышению эффективности разреженных антенн.
Это особенно актуально для импульсов с цен-
тральной частотой порядка нескольких сотен
герц.

Проведенные в этой работе расчеты соответ-
ствуют модели горизонтально-однородного вол-
новода. Включение горизонтальных неоднород-
ностей приведет к взаимодействию между модами
и, тем самым, повлияет на процесс фильтрации
коротковолновой компоненты акустического по-
ля. С одной стороны, этот процесс приведет к
подкачке высоких мод волновода и, тем самым,
ухудшит эффективность возбуждения требуемого

волнового пакета. С другой стороны, рассеяние
на неоднородностях может увеличить число
быстро затухающих мод за счет эффекта раскачки
и высвечивания звуковых лучей из волновода
[46–49]. Таким образом, вопрос об эффективно-
сти разреженных вертикальных антенн в гори-
зонтально-неоднородных волноводах является
достаточно нетривиальным и требует отдельного
рассмотрения.

Автор признателен П.С. Петрову за предостав-
ленную возможность использовать код [35]. Ра-
бота выполнена в рамках госбюджетной тематики
ТОИ ДВО РАН “Моделирование разномасштаб-
ных динамических процессов в океане” (номер
проекта 121021700341-2).
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