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Исследована возможность постановки задач управления распространяющимися в пьезоэлектриче-
ском полупространстве электроакустическими поперечными волнами путем неакустического воз-
действия на его поверхность. Наличие проводящей поверхности вблизи механически свободной
поверхности пьезоэлектрического полупространства меняет в нем характер приповерхностной
локализации распространяющейся электроакустической волны. Исходя из этого, предлагается
постановка задачи управления процессом локализации волн. Показано, что нестационарный
электрический потенциал на электрическом экране или нестационарность ширины зазора между
указанными поверхностями приводят к неакустическому воздействию на пьезоэлектрическое по-
лупространство. В задачах управления приповерхностной локализацией волновой энергии в каче-
стве управляющей функции используются неакустические воздействия на поверхность пьезополу-
пространства.
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ВВЕДЕНИЕ
Одна из самых широко применяемых сейчас

волн – это легко исследуемая волна Гуляева–
Блюстейна. В 1968 г. Ю.Л. Блюстейн [1], а в 1969 г.
Ю.В. Гуляев [2] теоретически подтвердили пред-
положение М.И. Каганова, И.Л. Скловской [3] о
возможной локализации волновой энергии элек-
троактивной упругой волны сдвига на механиче-
ски свободной поверхности пьезоэлектрической
среды определенной симметрии, при различных
граничных условиях для сопутствующего элек-
трического поля. Существование и свойства элек-
троупругих поверхностных волн в пьезоэлектри-
ках тесно связаны с симметрией пьезокристалла и
граничными условиями на поверхности тела.

В [4] рассмотрено влияние различных элек-
тромагнитных граничных условий на распростра-
нение поверхностных волн в пьезоэлектриках.
Основой для анализа является введение электри-
ческого “поверхностного импеданса”, который
связывает электрический потенциал с нормаль-
ной составляющей электрического смещения на
поверхности. Для различных комбинаций гра-
ничных условий на поверхности пьезоэлектриче-
ского слоя в [5] исследованы условия локализа-

ции энергии волны в процессе распространения
монохроматического сигнала электроупругого
сдвига в неоднородном по толщине пьезодиэлек-
трическом слое.

В статьях [6–13] рассматривается распростра-
нение щелевых волн, когда поверхность другого
пьезоэлектрического или электропроводящего
тела находится на определенном расстоянии от
поверхности пьезоэлектрической среды. В част-
ности, в статьях [8–10] исследуется влияние иде-
ально проводящей плоскости, находящейся на
некотором расстоянии от поверхности пьезокри-
сталла ниобата калия, на характеристики обобщен-
ных поверхностных электроакустических волн типа
Рэлея и Гуляева–Блюстейна. В статье [11] найдены
условия существования, структура и дисперсия
волн типа Гуляева–Блюстейна в зависимости от
параметров двух разных электроупругих сред и
ширины зазора между ними. В этих работах пока-
зано, как посредством сопутствующих электри-
ческих колебаний происходит просачивание
энергии электроактивной упругой волны от од-
ного тела в другое. Из этих работ также видно, что
изменение расстояния между поверхностями
пьезоэлектрического и электропроводящего тел
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или изменение электрического потенциала на по-
верхности одного тела изменяет импеданс на по-
верхности пьезоэлектрического полупространства.

Современное состояние и новые идеи приво-
дят к некоторым тенденциям развития акусто-
электроники сверхвысоких частот [14–16]. С по-
мощью просачивающейся через щель энергии
электроакустической волны, вероятно, можно
управлять скоростью объемных акустических
волн, а также приповерхностной локализацией
волновой энергии в базовом пьезоэлектрическом
полупространстве.

Интересны задачи управления распростране-
нием электроакустической волны плоской де-
формации с помощью воздействия электроаку-
стической волной антиплоской деформации, или
наоборот. Такое возможно при существовании
гибрида данных инородных электроактивных
упругих волн (волн упругого сдвига и волн плос-
кой деформации) в пьезоэлектрических слоистых
композитах с неакустическим контактом между
его слоями [18–21].

В данной работе на наглядном примере волн
типа Гуляева–Блюстейна обсуждаются возмож-
ные поверхностные бесконтактные воздействия
на процесс распространения электроакустиче-
ской волны в пьезо-полупространстве.

1. ПРИПОВЕРХНОСТНАЯ ЛОКАЛИЗАЦИЯ 
ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОАКУСТИЧЕСКОЙ 

ПОПЕРЕЧНОЙ ВОЛНЫ
С ЭКРАНИРОВАННОЙ 

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ

Рассмотрим распространение поверхностных
волн по свободной от механических нагрузок по-
верхности пьезоэлектрического полупростран-
ства. Электропроводящая среда (экран) располо-

жена на некотором расстоянии  от поверх-
ности пьезокристалла.

Координатная ось  совпадает с главной
осью  симметрии пьезоэлектрического кристал-
ла (рис. 1). Внутренняя нормаль к поверхности
полупространства пьезокристалла направлена
вдоль оси , а электроакустическая волна рас-
пространяется вдоль оси .

Квазистатические уравнения электроупруго-
сти антиплоской деформации 

 для пьезоэлектрических кристаллов
классов 4mm тетрагональной и 6mm гексагональ-
ной симметрии имеют вид

(1.1)

В приведенных выше формулах:  –
приведенная жесткость на сдвиг,  – естествен-
ная жесткость на сдвиг,  – коэффи-
циент электромеханического соединения,  –
пьезоэлектрический модуль,  – коэффициент
диэлектрической проницаемости и  – плотность
материала.

Сопутствующий электрический потенциал
 в вакуумном промежутке 

 удовлетворяет уравнению Лапласа

(1.2)
На механически свободной поверхности пье-

зоэлектрического полупространства  вы-
полняются следующие граничные условия

(1.3)

(1.4)

(1.5)
На верхней границе вакуумного промежутка

 (на заземленном экране электрического
поля) выполняется граничное условие

(1.6)
Для исследования существования локализо-

ванных вблизи поверхности  электроаку-
стических поперечных волн представлены реше-
ния сформулированной математической краевой
задачи (1.1)–(1.6) в виде плоских нормальных
волн

(1.7)
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Рис. 1. Схема управления приповерхностной локали-
зацией в пьезоэлектрике.
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В условиях затухания на бесконечности
 амплитуды характеристик электроупру-

гой волны в пьезоэлектрическом полупростран-
стве равны

(1.8)

В соотношениях (1.7) для решений в виде
плоских нормальных волн  – волновое
число,  – фазовая скорость нормаль-
ной волны.

В соответствии с условиями на поверхности (1.5)
и в случае заземленного экрана (1.6) общее реше-
ние уравнения (1.2) получается в виде

(1.9)

Здесь введен параметр ξ = λ/h.
С учетом полученного решения (1.9) поверх-

ностные условия (1.3) и (1.4) можно записать в бо-
лее наглядном виде

(1.10)

Решения, удовлетворяющие условиям затуха-
ния (1.8) в пьезоэлектрическом полупростран-
стве, записываются в виде

(1.11)

В решениях введен коэффициент затухания не-

сущей упругой волны  (волновой

параметр), в котором  – скорость
поперечной волны в материале,  – фазовая
скорость для всех  длин распростране-
ния волн. Очевидно также, что приповерхност-
ная локализация волновой энергии возможна
только для волн с фазовой скоростью .

Соответствующее дисперсионное уравнение
получается подстановкой решений (1.11) в усло-
вия на поверхности (1.10):
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В отличие от известного уравнения [3], правая
часть уравнения содержит множитель , изме-
няющийся в зависимости от параметра .
Функция

(1.13)

вводит дисперсию поперечной волны из-за нали-
чия зазора между пьезоэлектрическим полупро-
странством и заземленным проводником. Усло-
вие существования поверхностной поперечной
волны выполняется независимо от относитель-
ной длины волны в вакуумном зазоре .

Очевидно, что в предельных случаях ультрако-
ротких и инфракрасных волн в вакуумном зазоре,
когда  и  соответствен-
но, дисперсионное уравнение (1.12) имеет пре-
дельные решения, соответствующие значениям

 и . Очевидно также,
что  – монотонно возрастающая функция па-
раметра , значения которой лежат в интерва-
ле  (рис. 2). Функция , по сути,
играет роль коэффициента перехода из одного
электроупругого состояния в другое.

Из уравнения дисперсии (1.12) получаем выра-
жение для фазовой скорости

(1.14)

где  – приведенный коэффициент
электромеханической связи пьезоэлектрического
материала.

В случае ультракоротких волн, когда ,
или , получаем дисперсионное урав-
нение задачи Блюстейна [1]. Отсюда видно, что
волна Блюстейна имеет максимальную фазовую
скорость

(1.15)

В случае инфрадлинных волн, когда 
или , получается задача о пьезоэлек-
трическом полупространстве с металлизирован-
ной границей без механического воздействия [2].
Из дисперсионного уравнения (1.12) получаем
выражение для фазовой скорости

(1.16)
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зированной границы пьезоэлектрического полу-
пространства.

Из дисперсионного уравнения (1.12) и вида пе-
редаточной функции (1.13) также следует, что при
наличии проводящего слоя вблизи свободной
границы пьезоэлектрического полупространства
поверхностные поперечные волны становятся
высокодисперсными. Тогда каждой конкретной
длине волнового сигнала соответствует зона до-
пустимых частот.

(1.17)

Частота  поверхностной волны становится
монотонно возрастающей функцией параметра 
(рис. 3).

Общее решение задачи для рассматриваемого
волнового движения представлено составляющи-
ми электроакустической поперечной волны в ви-
де суперпозиции гармонических волн со всеми
возможными волновыми числами [8]

(1.18)

(1.19)

Здесь  – фазовая функция, ам-
плитуды  и  определяются из соответствую-
щих начальных или граничных условий,

 – фиксированный параметр.
Из (1.14), (1.18) и (1.19) следует, что наличие

электропроводящего слоя у поверхности пьезо-
электрической среды приводит к уменьшению
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фазовой скорости и амплитуды поверхностной
волны. При удалении проводящей поверхности
от механически свободной поверхности пьезо-
электрика фазовая скорость поверхностной вол-
ны увеличивается, достигая своего максимума.

Изменение относительной ширины вакуумно-
го зазора между поверхностями пьезоэлектриче-
ского полупространства и электропроводящего
экрана приводит к изменению локализации энер-
гии волны вблизи поверхности пьезоэлектрика.

На рис. 4а и 5а показаны соответственно вол-
новые поверхности составляющих электроаку-
стической волны в случае узкого зазора, когда

. В этом случае локализация волновой
энергии у поверхности мала, и волновые компо-
ненты медленно затухают по глубине.

На рис. 4б и 5б показаны соответственно вол-
новые поверхности составляющих электроаку-
стической волны в случае широкого зазора, когда

. В этом случае локализация волновой
энергии у поверхности сильнее, и волновые ком-
поненты резко затухают с глубиной. Это означа-
ет, что в пьезоэлектрическом полупространстве
при разной ширине вакуумного зазора возникают
разные установившиеся колебания с разной при-
поверхностной локализацией.

Численные расчеты и сравнительный анализ
проведены для физикомеханических характери-
стик пьезоэлектриков класса 6mm гексагональ-
ной симметрии PZT-4 и ZnO (Таблица 1).

Электрический экран расположен на расстоя-
нии  м от механически свободной по-
верхности пьезоэлектрического полупространства.

Принимая во внимание (1.10), можно утвер-
ждать, что поверхностные эффекты на механиче-
ски свободной поверхности пьезоэлектрика (1.11)
могут изменяться в случаях изменяющейся во

λ = 10.0h

λ = 1.0h

−= × 42.5 10h

Рис. 2. Характер изменения коэффициента пересчета
.
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Рис. 3. Фазовая линия при произвольной длине сиг-
нала электроакустической волны.
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Рис. 4. Эволюция подповерхностной локализации упругого сдвига в зависимости от относительной длины волны:
(а) – отношение длины волны к ширине зазора , (б) – отношение длины волны к ширине зазора .
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Рис. 5. Эволюция приповерхностной локализации электрического потенциала в зависимости от относительной дли-
ны волны: (а) – отношение длины волны к ширине зазора , (б) – отношение длины волны к ширине зазора
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времени ширины вакуумного зазора или изменя-
ющейся во времени нагрузки электрического
экрана.

В случае нагруженного электрического экрана
с однонаправленно изменяющимся потенциалом

 и фиксированной ши-
риной вакуумного зазора, когда , в ваку-
умном зазоре можно создать сопутствующие ко-
лебания распространяющейся однонаправлен-
ной электроупругой волны:

(1.20)

В случае заземленного электрического экрана
и изменяющейся во времени ширины вакуумного
зазора , в вакуумном зазоре и на поверхности
пьезоэлектрика вместо (1.9) получим однона-
правленно изменяющиеся сопровождающие ко-
лебания вида

(1.21)

В соотношениях (1.20) и (1.21) функция 
представляет собой гармонику установившихся
электроакустических колебаний на поверхности
раздела пьезоэлектрика и вакуумного зазора, 
и  – потенциалы в качестве
управляющих функций.

Принимая во внимание, что вынужденные со-
провождающие колебания (1.20) и (1.21) создают
поверхностные воздействия на процесс распро-
странения электроакустической поперечной

ϕ − = φ1 1( , , ) ( )exp( )e x h t t ikx
= consth

ϕ
 πϕ = −φ × ξ 

 π× + ξ 
 π+ ϕ + ξ 

   ππ+ ϕ    ξ ξ   

1 2

2
1

2
0 1

2
0 1

2( , , ) ( )cosec

2sin exp( )

2(0, )cos exp( )

22(0, )ctg sin exp( ).

e x x t t

x ikx
h

xt ikx
h

xt ikx
h

( )h t

ϕ = ϕ φ ×
π π    × +        λ λ

1 2 0

2 2
1

( , , ) (0, ) ( )
2 2cos sin exp( ).

e hx x t t t
x x ikx

ϕ0(0, )t

ϕφ ( )t
( )φ = π λ( ) sin 2 ( )h t h t

волны в пьезоэлектрическом полупространстве,
можно формулировать задачи бесконтактного
управления локализацией волновой энергии в нем.

2. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ 
ПРИПОВЕРХНОСТНОЙ ЛОКАЛИЗАЦИЕЙ 

ЭНЕРГИИ ЭЛЕКТРОАКУСТИЧЕСКОЙ 
ПОПЕРЕЧНОЙ ВОЛНЫ ПОСРЕДСТВОМ 

НЕАКУСТИЧЕСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ

Для однонаправленных волн вида 
 квазистатические уравнения

электроупругости антиплоской деформации для
пьезоэлектрической среды (1.1) можно записать в
более наглядном виде

(2.1)

(2.2)

Пусть в начальный момент t = 0 воздействия на
установившуюся электроакустическую волну
сдвига, ее волновые компоненты соответствуют
значениям

(2.3)

(2.4)

Пусть необходимо за определенный промежу-
ток времени  привести установившееся
электроакустическое состояние и соответствую-
щую ему приповерхностную локализацию волно-
вой энергии в новое установившиеся состояние,
со значениями волновых компонент

(2.5)

(2.6)

В квазистатической постановке задачи управ-
ления электроакустическим волновым процес-
сом функции, описывающие начальные и фи-
нальные значения колебаний сопровождающих

=1 2( , , )F x x t
= 0* 2* 1( , )exp( )F x t ikx

−∂ − = 2 2 2
2 0* 2 0* 2 0* 2( , ) ( , ) ( , ),tU x t k U x t c U x t

∂ ϕ − ϕ =
 = ε ∂ − 

2 2
2 0* 2 0* 2

2 2
15 11 2 0* 2 0* 2

( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , ) .

x t k x t

e U x t k U x t

= γ = γ 0* 2 2 0* 2 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ),U x x U x x

ϕ = ζ ϕ = ζ0* 2 2 0* 2 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ).x x x x

∈ 0[0; ]t T

= δ = δ
0* 2 0 2 0* 2 0 2( , ) ( ), ( , ) ( ),U x T x U x T x

ϕ = ξ ϕ = ξ0* 2 0 2 0* 2 0 2( , ) ( ), ( , ) ( ).x T x x T x

Таблица 1. Модуль сдвига, плотности и скорости сдвиговых волн в некоторых пьезоэлектрических кристаллах

PZT-4 ZnO

Модуль сдвига материала , Па

Плотность материала 

Пьезоэлектрический модуль , Кл/м2 12.7 0.59

Диэлектрическая проницаемость 6.45 7.38

ЕМ коэффициент связи 0.9409 0.0121

(SH) скорость волны 

44c × 102.56 10 × 104.25 10

ρ 3, кг м × 37.5 10 × 35.68 10

15e

ε ε11 0 , Ф м

χ2

 , м сtC × 32.574 10 × 32.752 10
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электрических полей , ,  и , бу-
дут связаны с функциями, описывающими на-
чальное и конечное состояния упругого смеще-
ния , ,  и . Соответствующие
связи между ними описываются системой урав-
нений (2.1) и (2.2) с условиями на поверхности.

Поэтому в квазистатической постановке задачи
управления волновым процессом начальные усло-
вия в момент  и условия конечного состояния в
момент  для характеристик поля электроаку-
стической волны записываются только для сдвиго-
вого упругого смещения в виде (2.3) и (2.5).

Фактически на механически свободной по-
верхности пьезоэлектрика неакустическое воз-
действие возникает как при переменной нагрузке
экрана электрического поля, так и в случае, когда
ширина зазора между поверхностью пьезоэлек-
трика и поверхностью электрического поля экра-
на меняется со временем. В обоих случаях по-
верхностные условия (1.3) и (1.4) формально мо-
гут быть записаны в единой форме

(2.7)

(2.8)

Здесь функция поверхностного управления как
функция поверхностного неакустического сум-
марного воздействия на поверхности пьезоэлек-
трика  появляется в виде свертки функции

 с одной из функций управления  или
.

2.1. Задача управления I типа. Задача 
неакустического управления приповерхностной 

локализацией энергии электроакустической 
поперечной волны посредством динамической 

нагрузки электрического экрана

В случае, когда экран имеет изменяющуюся по
времени загрузку

(2.9)

общее решение уравнения (1.2) в вакуумном зазо-
ре с учетом условий на поверхности (1.5), (2.7) и
(2.8) получено в виде однонаправленных волн

 , где

ξ 2( )x ξ 2( )x ζ 2( )x ζ 2( )x

γ 2( )x γ 2( )x δ 2( )x δ 2( )x

= 0t
= 0t T

ε∂ = − μ
ε + χ

15 0
2 0* 2

44 11

(0, ) ( ),
(1 )

eU t t
c

ε∂ ϕ = μ
ε + χ

0
2 0* 2

11

(0, ) ( ).
(1 )

t t

μ( )t
ϕ0(0, )t ϕφ ( )t

( )φ = π λ( ) sin 2 ( )h t h t

ϕ − = φ1 0 1( , , ) ( )exp( ),e x h t t ikx

ϕ 1 2( , , )e x x t = ϕ( )
0* 2 1( , )exp( )e x t ikx

(2.10)

В свертке с сопровождающими колебаниями в
электроакустической волне сдвига эти вынуж-
денные колебания создают нагрузки на поверх-
ность пьезоэлектрика:

(2.11)

(2.12)

Функция управления  в суммарном воздей-
ствии появляется как слагаемое

(2.13)

Следовательно, задача управления однона-
правленными электроакустическими волнами с
неакустическим поверхностным воздействием в
пьезоэлектрическом полупространстве формули-
руется в виде однородных дифференциальных
уравнений (2.1) и (2.2), неоднородных граничных
условий (2.11) и (2.12), условий начального и ко-
нечного состояний (2.3)–(2.6) в координатной
полуполосе .

Требуется найти такое граничное воздействие
, которое в течение времени  переводит си-

стему из начального состояния (2.3) и (2.4) в ко-
нечное состояние (2.5) и (2.6).

2.2. Задача управления II типа. Неакустический 
контроль приповерхностной локализации энергии 

электроакустической поперечной волны 
посредством динамического перемещения 

заземленного электрического экрана
В случае заземленного электрического экрана

и изменяющейся во времени ширины вакуумного
зазора , общее решение уравнения (1.2) в ваку-
умном зазоре с учетом условий (1.5) на поверхно-
сти  и (1.6) на поверхности  соответ-

ϕ

 πϕ = ϕ + ξ 
 π+ ϕ ξ − ξ 
 π− φ ξ  ξ 

( ) 2
0* 2 0

2
0

2

2( , ) (0, )cos

2(0, )ctg( )sin

2( )cosec( )sin .
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ственно получается в виде однонаправленной
волны

(2.14)

С учетом вновь полученного решения (2.14),
поверхностные условия (1.3) и (1.4) для однона-
правленных волн можно записать в более нагляд-
ном виде

(2.15)

(2.16)

Функция управления  в
суммарном воздействии появляется как множи-
тель:

(2.17)

Функция воздействия в этом случае будет равна

(2.18)

Соответственно, задача управления поверх-
ностным неакустическим воздействием однона-
правленных электроакустических волн в пьезо-
электрическом полупространстве формулирует-
ся в виде однородных дифференциальных
уравнений (2.1) и (2.2), неоднородных гранич-
ных условий (2.15) и (2.16), условий начального и
конечного состояний (2.3)–(2.6) в координатной
полуполосе .

Требуется найти такое граничное воздействие
, которое в течение времени  переводит си-

стему из начального состояния (2.3) и (2.4) в ко-
нечное состояние (2.5) и (2.6).

Решения сформулированных задач поверх-
ностного управления методом управления соб-
ственными формами колебаний в электроакусти-
ческой волне соответствующими гармониками
поверхностного воздействия [18] будут представ-
лены в следующих статьях авторов.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изменения электрического поля вблизи меха-

нически свободной поверхности пьезоэлектрика
приводят к поверхностным воздействиям на эту
поверхность. Изменения ширины зазора между

ϕ = ϕ ×
π π   π   × +        λ λ   

1 2 0 1

2 2

( , , ) (0, )exp( )
2 22cos ctg sin .

( )
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ππ× ϕ
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0 1
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λ λ0
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h tt t

= λ π φ( ) ( 2 )arcsin[ ( )].hh t t

= ≤ < ≤ ≤∞ × 02[0 ) [0 ]TQ tx T

φ ( )h t 0T

механически свободной поверхностью пьезо-
электрика и заряженной плоскостью экрана так-
же вызывают поверхностные воздействия. Воз-
действие на поверхность пьезоэлектрического
полупространства характеризуется коэффициен-
том передачи воздействия.

Рассчитаны характеристики волновых состав-
ляющих электроакустического поля для коротко-
волнового и длинноволнового случаев. Для
управления интенсивностью приповерхностной
локализации волновой энергии в пьезоэлектри-
ческом полупространстве предлагается рассмат-
ривать поверхностное воздействие как управляю-
щую функцию.

Дана постановка задачи управления локализа-
цией энергии поперечной электроупругой волны
вблизи поверхности пьезоэлектрика.
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