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ВВЕДЕНИЕ

Во многих практических акустических задачах
находят применение резонаторы в виде плоско-
параллельных слоев волновых размеров. В каче-
стве примеров можно упомянуть задачи, связан-
ные с созданием мощных источников когерент-
ного излучения, локальных областей с высокими
интенсивностями ультразвука для реализации
технологических процессов и т.д.

Резонаторы, как известно, представляют со-
бой колебательные системы, предназначенные
для создания и накопления энергии колебаний за
счет резонанса при совпадении частоты вынуж-
дающей силы с одной из собственных частот ре-
зонатора. Важнейшей характеристикой резонато-
ра является его добротность 

(1)

или связанная с ней величина – декремент зату-

хания  [1]. В формуле (1)  – собственная

частота резонатора,  – временной коэффициент
затухания амплитуды колебаний.

Основными факторами, препятствующими
достижению больших плотностей энергии в резо-
наторе, т.е. снижающими добротность, являются
внутренние потери акустической энергии в рабо-
чем теле резонатора, а также потери, связанные с
переизлучением акустической энергии через гра-
ницы резонатора.

В твердотельном резонаторе в виде плоскопа-
раллельного слоя, окруженного с обоих сторон
жидкой или газообразной средой, амплитудный
коэффициент временного затухания находится
из дисперсионного уравнения и равен [2]

(2)

где  – частота колебаний,  и  – реальная и
мнимая части скорости звуковых волн в материа-
ле резонатора,  – модуль коэффициента отра-
жения от границ резонатора,  – толщина резона-
тора. В (2) первое слагаемое представляет собой
часть общего поглощения, связанную с превра-
щением энергии колебаний в тепло в объеме ре-
зонатора, а второе – с переизлучением границ ре-
зонатора. При этом, как видно из (2), влияние
второго фактора усиливается для резонаторов ма-
лых физических размеров . Для резонаторов со
свободными границами повышение их добротно-
сти связано с помещением в разреженные среды,
однако при этом практически исключается воз-
можность отвода тепла, выделяющегося за счет
объемных потерь в материале резонатора, возни-
кают технические проблемы при реализации
крепления и т.д. Создание же твердотельных ре-
зонаторов высокой добротности с акустически
жесткими границами для реальных материалов
выглядит проблематичным. В приложениях важ-
ной может также оказаться возможность вывода
накопленной в резонаторе колебательной энер-
гии. Для резонаторов с акустически жесткими
или мягкими границами это, очевидно, невоз-
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можно. Таким образом, задача исследования воз-
можности управления прозрачностью границ ре-
зонаторов является актуальной.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для управления прозрачностью границ резо-
натора можно использовать физические поля, на-
пример, электрическое. В такой постановке зада-
ча выглядит естественной для пьезоэлектриков,
поскольку и сами колебания в пьезоэлектриче-
ских резонаторах возбуждаются электрическим
полем. Возможности электрического управле-
ния параметрами пьезоизлучателей и волново-
дов, например, для излучения коротких акусти-
ческих импульсов, рассматривались ранее в ста-
тьях [3–5].

Рассмотрим вначале установившиеся про-
дольные колебания частоты  в плоскослоистой
структуре, показанной на рис. 1. Исследуемая
электромеханическая система состоит из четырех
слоев пьезоэлектрика и ограничена плоскостями

. Удельный волновой импеданс слоев
равен . Направление вектора поляризации P
пьезоэлектрика совпадает с осью z для слоев,
ограниченных плоскостями  и противо-
положно направлению оси z для слоев, ограни-
ченных плоскостями . Слева и справа
рассматриваемая структура окружена упругой
средой с удельным волновым импедансом про-
дольных волн . Возбуждение механических ко-
лебаний происходит за счет приложения элек-
трических потенциалов  и  к электродам,
расположенным на границах , как
показано на рис. 1. Потенциал электрода, распо-

ω

= ± ±1 20; ; z l l
pz

= 1 20; ;z l l

= − −1 20; ;z l l

0z

1φ 2φ
= ± ±1 20; ;  z l l

ложенного в сечении z = 0, принимается равным
нулю.

В отсутствие потенциалов звукопрозрачность
границ структуры  определяется только со-
отношением импедансов  и . В частном случае

 структура вообще не будет проявлять резо-
нансных свойств.

Как указывалось выше, высокие значения
добротности рассматриваемого резонатора могут
быть достигнуты при акустически непрозрачных
границах С. Учитывая, что в плоских бегущих
волнах в средах, удовлетворяющих закону Гука,
механические напряжения T и колебательная
скорость  связаны простой функциональной за-
висимостью , легко прийти к выводу, что
для устранения оттока энергии из резонатора воз-
можны три варианта граничных условий:

– акустически жесткие границы ;
– свободные границы, где ;
– границы, на которых одновременно выпол-

нены условия  и .
Первые два варианта хорошо известны и об-

суждались выше. Рассмотрим электромеханиче-
скую задачу о колебаниях в системе (рис. 1) с гра-
ничными условиями третьего типа. В этом случае
решение задачи очевидно не будет зависеть от
акустических свойств среды , окружающей ко-
лебательную систему.

2. РЕШЕНИЕ ДЛЯ СТАЦИОНАРНОГО 
РЕЖИМА РАБОТЫ РЕЗОНАТОРА

В силу симметрии механических и электриче-
ских свойств системы достаточно найти решение
электромеханической задачи справа от плоскости

, заменив влияние ее левой части условиями
на акустически жесткой границе.

Рассматривается краевая задача

(3)
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Рис. 1. Плоскослоистая пьезоактивная структура.
Удельные волновые импедансы пьезоэлектрика  и
окружающей среды .
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где ,  – комплексные амплитуды z-ком-
понент тензора механических напряжений и
смещений в первом  и втором

 слоях пьезоэлектрика, соответствен-

но;  и  – комплексные амплиту-

ды z-компонент векторов напряженности и ин-
дукции электрического поля;  – плотность пье-
зосреды;  – круговая частота. В (3) свойства
пьезосреды описываются соответствующими
компонентами электроупругой матрицы матери-
ала, где  – пьезоконстанта деформации;  –
диэлектрическая непроницаемость;  – упругий
модуль [6]. В (3) предполагается, что слои пьезо-
электрика имеют тождественные электроупругие
матрицы и плотность.

Решение (3) удобно записывать в обезразме-
ренном виде, введя следующие обозначения:

; пространственная переменная ; фа-

зовая переменная ; волновое число ;

скорость продольных волн в пьезоэлектрике

; квадрат коэффициента электромеха-

нической связи пьезоматериала ; коэф-

фициент электромеханической трансформации

, где S – площадь поперечного сечения

структуры,  – электрическая емкость между
электродами в сечениях  и .

Собственные частоты рассматриваемой элек-
тромеханической системы находятся из уравнения

(4)

Решение задачи (3) для полей  и  представ-
ляет собой кусочно-непрерывные на отрезке 
функции вида

(5)

( )1,2T ( )1,2ξ

< < 1(0 )z l
< <1 2( )l z l

( ) = −1,2 φdE
dz

( )1,2D

ρ
ω

33h 33βS

33
Dc

= 2

1

la
l

=1
1

zz
l

=1 1φ kl =
3

ω
Dk
v

= 33
3  

ρ

D
D c
v

=
2

2 33

33 33β
t S D

hk
c

= 33 1
sh CN

S
1
sC

= 0z = 1z l

( )

( )

−

= +

1
1

1
2

1

φ 1
sinφ cosφ 2 .

φ 1
cos

2
t

a

ak

T ξ
[ ]0,a

( ) ( )[ ]
( )

( )[ ]
( )

( )

( ) [ ][ ]

= ×
−

−
−

− − < < −× 
 − − < <
 −

1
1

2 11

1 1 1

1
1 1 1

1 1

1
1 1 1

1 1

sin φ 1sinφ1
φ sinφ sin φ

sin φ 1
cos φ 1,  0 1, 

sinφ sin φ
sinφ cos φ ( ) 1 , 1  , 

sinφ sin φ

t

NUT z
a

k
a

a
z z

a

z a z a
a

(6)

Найденные решения (5) и (6), с учетом симмет-
рии, могут быть продолжены на весь отрезок

, занимаемый резонатором.
В решение задачи также входят выражения для

отношений возбуждающих напряжений ,  и
токов , , протекающих через поперечные сече-
ния  (  структуры, при
условии непроницаемости ее внешних границ

(7)

(8)

Отношение токов возбуждения ,  электро-
дов  и  определяется из выражения

(9)

Рассчитанные по формулам (5), (6) нормиро-
ванные распределения амплитуд механических
напряжений и скоростей смещений в рассматри-
ваемой электромеханической системе на трех
первых модах колебаний приведены на рис. 2а и 2б,
соответственно. Расчеты выполнены для значений
параметров системы  и пьезоэлектрика

.
Как видно из рис. 2, на границах исследуемой

структуры условие акустической непроницаемо-
сти третьего типа левой и правой границ колеба-
тельной системы выполняется.

Накопленная в системе энергия может быть
высвобождена после отключения электрическо-
го поля, обеспечивающего непроницаемость ее
границ.

3. ПЕРЕХОДНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ
Полученные результаты для установившихся

колебаний рассматриваемой электромеханиче-
ской системы могут быть использованы для рас-
чета формы волн, переизлучаемых во внешнюю
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среду после выключения электрического поля.
В простейшем случае, когда импедансы пьезо-
электрика структуры и окружающей среды равны
( ), форма профиля прямой  и обрат-
ной  волн может быть легко определена по
формулам

= 0pz z ( )ζrT
( )ηlT

(10)

(11)

где , ,  – момент выключения

электрического поля.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ζ = ζ ω + ξ η ω
0 0cos sin ,r pT T t z t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )η = η ω − ξ η ω
0 0cos sin ,l pT T t z t

ζ = −
3
D
zt
v

= +
3

η D
zt
v

0t

Рис. 2. Амплитуды (а) – колебательной скорости и (б) – механических напряжений на трех низших модах системы.
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Рис. 3. Форма импульса возбуждения колебаний в пьезоэлектрической структуре.
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Как следует из (10) и (11), форма профиля
волн, излучаемых из области резонатора после
“открытия” его границ, зависит от возбуждаемой
моды и момента выключения возбуждающего ко-
лебания электрического поля.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Нестационарные режимы работы пьезорезо-
натора с управляемой прозрачностью границ ис-
следовались методами конечно-элементного
анализа в среде Comsol multiphysics в одномер-
ной постановке. Резонатор представлял собой
равнотолщинную четырехслойную структуру

 из пьезокерамики PZT-5A с толщиной
слоя 1.95 мм. Ось z нормальна к границам струк-
туры. Левое и правое полупространства заполня-
лись средой, механические свойства которой сов-
падают со свойствами пьезокерамики PZT-5A.
Таким образом, в отсутствие на электродах струк-
туры электрических напряжений, среда представ-
ляет собой однородное упругое пространство.
Гармонические колебания возбуждались подачей
на электроды ( , ) импульс-
ного сигнала с гармоническим заполнением ча-
стоты  и плавно нарастающей ампли-
тудой (рис. 3).

Длительность импульса составляла N = 24 пол-
ных периода несущей частоты. После достиже-
ния амплитуд возбуждающих электрических на-
пряжений на электродах  В и  В,
соответственно, электрическое поле выключа-
лось. Точка наблюдения располагалась в правом

( )= 2a

= 1.95 ммz = 2.90 ммz

=0 372 кГцf

=1 1U =2 4.85U

полупространстве на расстоянии  от на-
чала координат.

На рис. 4 представлены пространственные
распределения z-компоненты механических сме-
щений и тензора напряжений в момент перед вы-
ключением электрического поля, когда они до-
стигли наибольшей амплитуды. Видно, что за
пределами резонатора амплитуда колебаний су-
щественно меньше, чем внутри структуры.

В момент выключения поля граница резонато-
ра  становится прозрачной, и накоп-

= 10  ммz

= 2.90 ммz

Рис. 4. z-компоненты механических смещений (сплош-
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жены в сечениях  и .

×10–11

25
30
35

25000
30000
35000

20000
15000
10000
5000
0
–5000
–10000
–15000
–20000

z-
ко

м
по

не
нт

а 
см

ещ
ен

ия
, м

z-
ко

м
по

не
нт

а 
те

нз
ор

а
на

пр
яж

ен
ий

, П
а

20
15
10
5
0

0 0.005
z, м

–5
–10
–15
–20

=0 0t N f
= 1.95 ммz = 2.90 ммz
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ленная колебательная энергия переизлучается в
окружающее пространство в виде короткого аку-
стического импульса (рис. 5).

Как указывалось выше (10), (11), форма аку-
стического импульса, переизлучаемого структу-
рой, зависит от фазы колебаний в момент выклю-
чения. На рис. 6 представлены формы волны сме-
щений (z-компоненты) в точке наблюдения при
различных значениях фазы колебаний  в мо-
мент выключения поля.

Как следует из рис. 6, подбирая момент вы-
ключения электрического поля, можно управлять
формой излучаемого акустического импульса от
однополярной обоих знаков до двуполярной, в
виде одного периода колебания, близкого к сину-
соидальному.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показана возможность управления акустиче-
ской прозрачностью границ в пьезоэлектриках с
использованием электрического поля. Электро-
механические системы, подобные рассмотрен-
ной, могут быть использованы для создания ис-
точников мощных коротких акустических им-
пульсов, а электрическое поле в них играет роль
своеобразной накачки системы колебательной

энергией. Рассмотренная задача может рассмат-
риваться как один из подходов к созданию аку-
стических лазеров.

Автор выражает благодарность М.А. Миронову
за полезные рекомендации и обсуждение резуль-
татов работы.
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