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Рассчитаны поля, амплитудные и дисперсионные характеристики поверхностной акустической
волны в системах: “вязкое жидкое полупространство–твердое полупространство” и “слой вязкой
жидкости–упругое полупространство” с учетом сдвиговых компонент в жидкости. Рассчитано ре-
зультирующее радиационное давление, возникающее в слое вязкой жидкости со стороны стоячей
поверхностной волны и действующее на элемент ее объема за счет нелинейности уравнений движе-
ния в одномодовом и двухмодовом режимах. Показано, что наличие вязкости приводит к наруше-
нию строгой периодичности и симметричности полей радиационных сил и акустических течений.
Сдвиговые компоненты вызывают локализованные в узкой приграничной области, но значитель-
ные по величине силы радиационного давления. Возбуждение в системе нескольких волновых мод
создает предпосылки для создания сложных пространственных распределений полей радиацион-
ных сил. Управляя частотой волны и толщиной слоя, можно добиться либо преобладания поля од-
ной моды, либо сопоставимого вклада нескольких мод. В окрестности волнового резонанса преоб-
ладает основная мода.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно развиваются мето-
ды управления перемещением различных объек-
тов при помощи акустического поля. Отметим,
например, работы, связанные с созданием “акусти-
ческих ловушек” [1] и управлением ансамблями
взвешенных в жидкости частиц [2, 3] и их левитаци-
ей [4, 5]. Возможность такого перемещения связана
с формированием усредненной ненулевой силы
радиационного давления акустического поля [6, 7].

Управление движением взвешенных частиц
может применяться для создания искусственных
материалов и сред с заранее заданными характе-
ристиками. Среди подобных сред можно выде-
лить метаматериалы, обладающие необычными
свойствами, в частности, фотонные и фононные
кристаллы. В этом случае требуется формирова-
ние упорядоченной пространственной структуры

с заранее определенными параметрами. Эффек-
тивной методикой создания таких структур явля-
ется осаждение наночастиц, взвешенных в колло-
идном растворе, в процессе диссипативной само-
сборки [2, 3]. Важным достоинством этой
методики является возможность ее расширения
за счет приложения внешних полей, например,
акустического или электромагнитного. Это поз-
воляет управлять процессом формирования
структуры непосредственно при его проведении
и гибко менять параметры формируемой структу-
ры. Проведенные ранее экспериментальные [8, 9]
и теоретические [10, 11] исследования показали
возможность и эффективность методики, осно-
ванной на создании стоячей поверхностной аку-
стической волны (ПАВ) в жидком слое на упру-
гой подложке.

Расчет поля ПАВ и радиационных сил, прове-
денный в [10], основывался на модели идеальной
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жидкости. Учет такого важного для растворов и
взвесей [12, 13] фактора как вязкость был прове-
ден только в приближенной постановке, что не
позволило записать точное дисперсионное урав-
нение и учесть все возникающие эффекты, наи-
более существенным среди которых является воз-
никновение сдвиговых компонент поля в вязкой
жидкости. В работе [11] получено выражение для
дисперсионного уравнения и рассчитаны ампли-
туды радиационных сил, возникающих в слое
вязкой жидкости. Было показано, что учет сдви-
говых компонент акустического поля в вязкой
жидкости существенно изменяет получаемую
пространственную структуру радиационных сил.
Кроме того, все расчеты были проведены только в
одномодовом режиме. Однако уже при достаточ-
но небольшой толщине слоя могут генерировать-
ся высшие моды. В данной работе представлены
расширенные результаты исследования характе-
ристик ПАВ на границе вязкого слоя и упругого
полупространства, в частности, анализируются
многомодовый режим и особенности формиро-
вания акустических течений в данной системе
при учете вязкости.

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ АКУСТИЧЕСКОГО ПОЛЯ
Вывод уравнений для компонент акустическо-

го поля ПАВ в целом стандартен [14] и отличает-
ся, главным образом, учетом сдвиговых компо-
нент в вязкой жидкости. Тем не менее, с методи-
ческой точки зрения целесообразно кратко
привести этот вывод.

Акустическое поле в слое вязкой жидкости бу-
дем описывать линеаризованной системой уравне-
ний Навье–Стокса, непрерывности и состояния:

(1)

Здесь u – колебательная скорость частиц жидко-
сти,  – акустическое давление,  и  – равно-
весная плотность жидкости и ее акустическое
приращение,  – скорость звука в жидкости, ξ и

 – коэффициенты объемной и сдвиговой вязко-
сти соответственно, t – время, Δ – лапласиан.

Для расчета поля ПАВ достаточно рассматри-
ваемого линейного приближения. Это связано с
тем, что радиационное давление является квадра-
тичной величиной по акустическому полю. Сле-
довательно, учет нелинейных поправок к полю
волны даст для радиационного давления члены,
уже кубичные по полю. Их учет, вообще говоря,
выходит за рамки точности используемой моде-
ли. Тем не менее, некоторые выводы,
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касающиеся нелинейных эффектов, будут приве-
дены ниже.

Введем теперь скалярный ϕ и векторный A по-
тенциалы колебательной скорости в соответ-
ствии с представлением . Подстав-
ляя это выражение в систему (1) и применяя по-
очередно операции дивергенции и ротора,
получим уравнения для потенциалов:

(2)

(3)

Уравнение (2) для потенциальной компоненты
имеет вид волнового уравнения с затуханием, а
для сдвиговой компоненты (3) – уравнения диф-
фузии.

Далее будем рассматривать слоистую структу-
ру, состоящую из упругого полупространства при
z ≥ 0 и слоя вязкой жидкости при –h < z < 0 (рис. 1).
При этом ось z направлена вертикально вниз, а
все границы раздела строго горизонтальны и па-
раллельны оси х. Считаем, что при –∞ < z < –h
находится вакуум. В этой системе в горизонталь-
ном направлении могут распространяться ПАВ,
локализованные вблизи границы раздела вязкого
слоя и упругого полупространства при z = 0.
Ограничимся далее рассмотрением двумерной
задачи.

С точки зрения практических приложений
(формирование упорядоченных структур [2, 3, 8–
11]) наибольший интерес представляют периоди-
ческие поля, создаваемые стоячими ПАВ. Для их
расчета удобно сначала найти поле одной бегу-
щей, например, вправо ПАВ. Затем, формируя
две бегущие навстречу друг другу ПАВ, можно об-
разовать стоячую ПАВ с периодической про-
странственной структурой. Необходимо отме-
тить, что при теоретическом анализе бегущие
волны рассматриваются на всем бесконечном ин-
тервале –∞ < x < ∞. При этом затухающие волны
формально будут обладать бесконечной амплиту-
дой в точке возникновения. При физической ре-
ализации это означает, что волны создаются дву-
мя излучателями, находящимися на некотором
расстоянии справа и слева от центра симметрии.

Решение уравнений (2)–(3) будем искать в ви-
де гармонической бегущей вдоль оси x ПАВ с ча-
стотой ω и волновым числом k = ω/c, где c – ис-
комая скорость поверхностной волны. Подстав-
ляя в (2) решение вида , для
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функции , описывающей вертикальную
структуру поля в жидком слое, получим:

(4)

Здесь k0 = ω/c0 – волновое число в жидкости.
Знак в уравнении (4) выбран так, чтобы получить
решения для ограниченного слоя в виде бегущих
волн. Для вязкого полупространства надо знак
“+” в уравнении (4) заменить на “–” для получе-
ния экспоненциально затухающего на бесконечно-
сти решения. Это эквивалентно замене r → r* = ir.

Векторное уравнение (3) для потенциала A в
рассматриваемом двумерном случае упрощается
и становится скалярным, поскольку при  и
отсутствии зависимости от координаты y един-
ственной отличной от нуля компонентой вектор-
ного потенциала будет , т.е. .
Отыскивая решение уравнения (3) вида

, для функции  получим:

(5)

В уравнении (5), как и в уравнении (4), знак “+”
выбран так, чтобы в слое получить решения в ви-
де бегущих волн. В случае вязкого полупростран-
ства необходимо заменить в уравнении (5) “+” на
“–” и κ на κ* = iκ.

В упругом полупространстве поле смещений

также описывается скалярным Φ и векторным 
потенциалами, подчиняющимися волновым
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уравнениям [11]. Ограниченные на бесконечно-
сти решения этих уравнений имеют вид:

(6)

Здесь введены волновые числа  – для про-

дольных и  – для поперечных волн.

На границах раздела сред необходимо доба-
вить условия сопряжения акустических полей. На
границе вязкий слой–упругое полупространство
при z = 0 ставятся четыре условия:
– равенство вертикальных смещений:

(7)

– равенство касательных смещений:

(8)

– равенство нормальных напряжений:

(9)

– равенство касательных напряжений:

(10)

На свободной границе вязкого слоя z = –h ста-
вятся два условия:
– равенство нулю нормального напряжения:

(11)

– равенство нулю касательного напряжения:

. (12)
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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Здесь σ и σ' – тензор напряжений в упругом полу-
пространстве и тензор вязких напряжений в жид-
кости соответственно [15].

ПАВ НА ГРАНИЦЕ ВЯЗКОГО ЖИДКОГО 
И УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Для того чтобы наглядно разобраться, какой
вклад в полное поле вносит учет вязкости, рас-
смотрим вначале более простую задачу – ПАВ на
границе вязкого жидкого и упругого полупро-
странств. Пусть вязкая жидкость заполняет полу-
пространство . Тогда локализованные около
границы раздела сред решения уравнений (4) и
(5) для скалярного и векторного потенциалов со-
ответственно имеют вид:

(13)

Подставляя выражения (13) в граничные усло-
вия (7)–(10), получаем дисперсионное уравне-
ние, из которого находится скорость c:

(14)

В случае вязкой жидкости дисперсионное
уравнение приобретает комплексные коэффици-
енты. Это означает, что и его решение становится
комплексным, т.е. , где мнимая часть
интерпретируется как затухание волны. Следует
отметить, что истинные значения скорости  и
коэффициента затухания  находятся как реаль-
ная и мнимая части волнового числа

и равны соответственно

Видно, что при  истинная скорость ПАВ
близка к , а коэффициент затухания пропорци-
онален . Учитывая это, а так же то, что во все
дальнейшие выражения входят величины ,
будем использовать именно их.

Интересно разобраться, как происходит в дис-
персионном уравнении предельный переход от
вязкой жидкости к идеальной при η → 0. С физи-
ческой точки зрения этот переход интересен тем,
что меняются граничные условия, в частности,
необходимо отбросить условие равенства каса-
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тельных смещений. В пределе η → 0 не все слага-
емые, содержащие η, стремятся к нулю; напри-
мер, волновое число κ (5), наоборот, стремится к
бесконечности. Тогда определитель (14) содер-
жит слагаемые разного порядка относительно
волнового числа κ. Обратим внимание, что в
определителе (14) второй столбец соответствует
сдвиговой компоненте в жидкости. При этом вто-
рая строка соответствует условию равенства каса-
тельных смещений, которое отсутствует в случае
идеальной жидкости. Распишем определитель
(14) по минорам второго столбца:

(15)

Легко видеть, что самым старшим членом при
η → 0 является второе слагаемое со множителем
iκ/ω, причем содержащийся здесь минор как раз
является дисперсионным уравнением для случая
полупространства идеальной жидкости. Осталь-
ные слагаемые в (15) имеют меньший порядок и в
пределе η → 0 выпадают. Таким образом, основ-
ной вклад при η → 0 вносит элемент определите-
ля, стоящий на пересечении второго столбца и
второй строки, которые должны исчезнуть при
переходе к идеальной жидкости. Это позволяет
получить приближенное выражение для скорости
ПАВ при малой вязкости. Для этого представим
решение дисперсионного уравнения (14) в виде

, где  – решение в отсутствие вязко-
сти при η = 0,  – малая поправка. Для на-
хождения поправки  умножим уравнение (14) на
величину  и соберем слагаемые с одинако-
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выми степенями : , где det0,1 –
слагаемые определителя, пропорциональные 0 и

1 соответственно. Более высокими порядками 
пренебрежем. Тогда в представлении (15) третьим
слагаемым можно пренебречь. Далее, расклады-
вая оставшиеся слагаемые в ряд Тейлора вблизи

 и оставляя слагаемые порядка a1, получим:

Так как  по определению, то поправ-
ка к скорости определяется выражением

(16)

На рис. 2 представлено сравнение зависимо-
стей  и  от частоты, полученных численно на
основе точного уравнения (14) и на основе при-
ближенного аналитического выражения (16).
Расчеты проводились для двух жидкостей – сла-
бовязкой воды и сильновязкого глицерина. Для
воды задавались следующие значения: плотность

 кг/м3, скорость звука с0 = 1500 м/с, ко-
эффициенты вязкости η = 0.0011 Па с, ξ = 0.003 Па с,

a + =0 1
0 1det   det 0a a

a
a a

00c

( ) ( ) ( ) + + =  
0 1

0 00 0 00 1 0 1 00
'det det det   det 0.a c c c a c

( ) =0 00det 0c

( )
( )
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1
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0 00
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.
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a c
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c

rc ic

=0ρ 1000 

b = 0.0045 Па с; для глицерина:  кг/м3,
с0 = 1900 м/с, η = 1.1 Па с, ξ = 3 Па с, b = 4.5 Па с.
В качестве твердого тела рассматривался материал,
близкий к граниту, с параметрами:  кг/м3

сl = 5570 м/с, сt = 3515 м/с. Во всех случаях задава-
лась частота волны 1 кГц. Видно, что приближен-
ное выражение (16) хорошо описывает изменение
комплексной скорости, особенно ее реальной ча-
сти . Для мнимой части  есть хорошее совпаде-
ние в области низких частот, однако на высоких
частотах начинается расхождение, вызванное
усилением роли вязкости.

Согласно выражениям (13) акустические поля
в жидкости экспоненциально убывают при удале-
нии от границы сред, причем характерный размер
области локализации вдоль оси z определяется
выражениями 1/Re(r*) и 1/Re(κ*) для скалярного
и векторного потенциалов соответственно. На
рис. 3 представлены зависимости размера обла-
сти локализации сдвиговых компонент от часто-
ты в логарифмическом масштабе для воды (синяя
кривая) и глицерина (красная кривая). На низких
частотах область локализации сдвиговой компо-
ненты увеличивается, причем у глицерина она в
несколько раз больше, чем у воды. При частоте

=0ρ 1260 

=ρ 2210

rc ic

Рис. 2. Зависимости (а, в) – реальной  и (б, г) – мнимой  частей скорости c от частоты; (а, б) – вода, (в, г) – глице-
рин. Точки – численное решение уравнения (14), сплошная линия – приближенное решение (16).
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1 кГц волновая толщина fZ/c0 области локализа-
ции векторного потенциала для воды составляет
10–4, для глицерина – 0.002, а скалярного потен-
циала для воды – 12.43, для глицерина – 4.96.

Как видно из рис. 3, даже для очень вязкой
жидкости – глицерина – глубина локализации
сдвиговой компоненты оказывается порядка
миллиметра. Таким образом, можно ожидать, что
вдали от границы раздела роль сдвиговых компо-
нент будет несущественна. Однако в пригранич-
ном слое, особенно в случае растворов и взвесей с
большой эффективной вязкостью, необходимо
учитывать поле сдвиговых компонент.

Сравним теперь амплитуды различных состав-
ляющих акустического поля. На рис. 4 представ-
лена зависимость амплитуды векторного потен-
циала от частоты по отношению к амплитуде
сдвиговой компоненты в твердом теле для воды.
Она монотонно возрастает с увеличением часто-
ты. Интересно отметить, что на высоких частотах
значения амплитуды векторного потенциала в
вязкой жидкости превосходят значения амплитуд
сдвиговой компоненты в твердом теле на не-
сколько порядков. Согласно проведенным расче-
там амплитуда скалярного потенциала еще на по-
рядок больше, чем амплитуда векторного потен-
циала и также монотонно возрастает с частотой.
Интересно также отметить, что амплитуда ска-
лярного потенциала больше для воды, т.е. убыва-
ет с ростом вязкости. Амплитуда векторного по-
тенциала, наоборот, больше для глицерина, т.е.
возрастает с ростом вязкости. Таким образом,
при увеличении вязкости жидкости амплитуда и,
соответственно, энергия сдвиговых компонент
возрастает.

ПАВ НА ГРАНИЦЕ СЛОЯ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ И УПРУГОГО 

ПОЛУПРОСТРАНСТВА

В случае ограниченного по вертикали слоя
вязкой жидкости решение уравнений (5) и (6) для
бегущей ПАВ задается в виде суммы двух волн:

(17)

где B1,2, C1,2 – амплитуды соответствующих по-
тенциалов.

Дисперсионное уравнение и соотношения
между амплитудами компонент поля определя-
ются после подстановки решений (17) в гранич-
ные условия (7)–(12). Дисперсионное уравнение
приводится к виду , матрица  ко-
торого имеет вид [16]:

( ) ( )

( ) ( )

− −−

− −−

= +

= +

ω
1 2

ω
1 2

φ , 

,

i t kxirz irz

i t kxirz irz

B e B e e

A C e C e e

( )Δ =det 0k ( )Δ k

Рис. 3. Зависимость глубины локализации сдвиговой
компоненты от частоты для воды (синяя линия) и
глицерина (красная линия) в логарифмическом мас-
штабе; размерный множитель f0 = 1 Гц. Точки – чис-
ленное решение уравнения (14), сплошная линия –
приближенное решение (16).
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Рис. 4. Зависимость от частоты (а) – амплитуды ска-
лярного потенциала B = B1/Ψ0 и (б) – векторного по-
тенциала C = C1/Ψ0 относительно амплитуды вектор-
ного потенциала в твердом теле Ψ0 для воды (синяя
линия) и глицерина (красная линия). Точки – ампли-
туды, рассчитанные с использованием численного
решения уравнения (14), сплошная линия – прибли-
женного решения (16).
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Как и в предыдущем случае, решение диспер-
сионного уравнения с матрицей (18) является
комплексным, . На рис. 5 представлены
дисперсионные кривые зависимости величины 
от волновой толщины слоя H = fh/c0, где c0/f = λ0 –
длина волны в безграничной жидкости. При рас-
четах использовались те же параметры, что и на
рис. 2–4. На рис. 5 сплошными линиями изобра-
жены дисперсионные кривые в отсутствие вязко-
сти, точками – расчеты при учете вязкости. Сопо-
ставление этих зависимостей показывает, что в
масштабе рисунка различие практически неза-
метно. Таким образом, в случае слоя значитель-
ное изменение скорости ПАВ происходит при из-
менении толщины слоя; при этом изменение ско-
рости, обусловленное вязкостью, оказывается
малозаметным. В то же время основная часть за-
тухания, как показано в работах [16, 17], связана
именно с диссипацией сдвиговых компонент.

Из рис. 5 видно, что существует фундамен-
тальная мода 1, скорость которой при малой тол-
щине стремится к скорости рэлеевской волны на
границе упругого полупространства и вакуума, а
при большой толщине – к скорости волны Сто-
унли на границе упругого и жидкого полупро-
странств. Высшие моды 2, 3 и т.д. существуют
только в случае жидкого слоя конечной толщины.
В частности, в случае воды при толщине слоя H =
= 0.07 (h = 0.1 м) существует одна мода ПАВ со
скоростью c = 3128 м/с. Для H = 0.3 (h = 0.5 м) су-
ществуют две моды со скоростями c1 = 1994.68 м/с
и c2 = 3454.13 м/с соответственно. Данные расче-
тов для воды (толщина слоя H = 0.3 (h = 0.5 м)) и
глицерина (толщина слоя H = 0.4 (h = 0.75 м))
приведены в табл. 1.

Далее, используя формулы Крамера, для двух-
модового режима были рассчитаны амплитуды
скалярного и векторного потенциалов по отно-
шению к амплитуде векторного потенциала  в
упругом полупространстве. Данные представле-
ны в табл. 1. Из таблицы видно, что на частоте
1 кГц амплитуда векторного потенциала мала по
сравнению с амплитудой скалярного потенциала.

= +r ic c ic
Rc

0Ψ

Сравнение данных для воды и глицерина показы-
вает, что при увеличении вязкости роль сдвиго-
вой компоненты закономерно растет. Кроме то-
го, при увеличении частоты отношение амплитуд
векторного и скалярного потенциалов также за-
метно возрастает аналогично зависимостям на
рис. 4.

Для двухмодового режима оказалось, что ам-
плитуды первой и второй моды сопоставимы друг
с другом. Таким образом, в общем случае необхо-
димо учитывать обе моды, а значит, структура по-
ля будет более сложная. Из-за взаимодействия
мод строгая периодическая структура нарушится.
ПАВ, соответствующие различным модам, имеют
разные длины волн. Оказывается, что большую
длину волны имеет вторая мода. Это означает, что
за крупномасштабную структуру поля отвечает
преимущественно вторая мода, тогда как первая
мода связана с более мелкомасштабной структу-
рой. Таким образом, можно ожидать, что в мно-
гомодовом режиме будет формироваться много-
масштабная пространственная структура, причем

Рис. 5. Зависимость скорости  ПАВ в слое от часто-
ты для воды (красные линии) и глицерина (синие ли-
нии). Точки – решение с учетом вязкости, сплошная
линия – без учета вязкости. Цифры 1–4 обозначают
номера мод. Штриховой линией отмечена скорость
звука в воде.
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на крупных масштабах она определяется высши-
ми модами, амплитуды которых могут быть сопо-
ставимы с амплитудой фундаментальной моды.

Проанализируем характер изменения ампли-
туды ПАВ в зависимости от толщины слоя. На
рис. 6 приведена зависимость относительной ам-
плитуды скалярного потенциала от волновой тол-
щины слоя для первой (1) и второй (2) мод. Вид-
но, что при волновой толщине , что при-
мерно равно 2.9 м при заданных параметрах
задачи, возникает резкий пик амплитуды первой
моды. Это связано с тем, что в этой области ско-

≈ 2H

рость ПАВ сравнивается со скоростью звука в
жидкости, т.е. со значением 1500 м/с, и возникает
так называемый волновой резонанс. В этом слу-
чае ПАВ и волна в жидкости бегут с близкими
скоростями и эффективно обмениваются энерги-
ей. В отсутствие вязкости (мода 1, сплошная ли-
ния) амплитуда при точном резонансе неограни-
ченно возрастает. При учете вязкости поведение
первой моды (мода 1, точки) качественно похоже,
но амплитуда при с = с0 достигает конечного мак-
симума, а не стремится к бесконечности. При
этом амплитуда второй моды 2 не испытывает та-
кого значительного роста.

На рис. 6 можно выделить несколько характер-
ных участков: H = 0…0.3 – присутствует только
первая мода, H = 0.5…1 – амплитуда первой моды
остается практически постоянной, а амплитуда
второй моды достигает минимума, H = 1…1.5 –
амплитуды мод сопоставимы друг с другом, H =
= 1.5…2.5 – волновой резонанс первой моды, ее
амплитуда гораздо больше амплитуды второй мо-
ды, от H = 2.5 и при большей толщине слоя ам-
плитуда первой моды продолжает преобладать.
Подчеркнем, что толщина слоя и частота волны
входят в безразмерную волновую толщину слоя в
виде сомножителей. Таким образом, регулируя в
зависимости от задачи либо толщину слоя, либо
частоту волны, можно влиять на пространствен-
ный масштаб акустического поля и преобладаю-
щую волновую моду. При этом необходимо иметь
в виду, что частота фигурирует в дисперсионном
уравнении также в качестве независимого пара-
метра в слагаемых, содержащих коэффициент
вязкости, так что зависимости скорости от тол-
щины и частоты, вообще говоря, различны.

Рассмотрим теперь пространственную струк-
туру поля стоячей ПАВ, образованной встречны-

Рис. 6. Зависимость относительной амплитуды ска-
лярного потенциала первых двух мод от толщины
слоя (1 – первая мода: точки – с учетом вязкости,
сплошная линия – без учета вязкости; 2 – вторая мо-
да с учетом вязкости).
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Таблица 1. Параметры ПАВ в двухмодовом режиме для слоя воды c волновой толщиной H = 0.3 и слоя глицерина
с волновой толщиной H = 0.4. Частота 1 кГц

Вода, H = 0.3 Глицерин, H = 0.4

первая мода вторая мода первая мода вторая мода

Скорость cr, м/с 1994.68 3454.13 2116.70 3457.81

Длина волны, м 2 3.45 2.2 3.46

Затухание (мнимая часть
скорости ci, м/с)

0.000018 0.000008 0.0062 0.0034

Амплитуда скалярного
потенциала, отн. Ψ0

3051.70 2354.39 2531.26 1819.97

Амплитуда векторного
потенциала, отн. Ψ0

0.23 0.13 3.10 3.18
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Рис. 7. Пространственное распределение (а, в, д) – горизонтальной и (б, г, е) – вертикальной компонент колебатель-
ной скорости (относительно амплитуды сдвиговой компоненты колебательной скорости) для (а, б) – первой моды,
(в, г) – второй моды и (д, е) – суммы мод.
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ми бегущими ПАВ вида (17). Аналитические вы-
ражения для амплитуд компонент акустического
поля, которые могут быть получены на основе
матрицы (18), оказываются слишком громоздки-
ми для воспроизведения и качественного анали-
за. Возможно только их численное исследование.
В то же время согласно рис. 5 изменение скорости
волны при учете вязкости оказывается относи-
тельно небольшим и для воды составляет доли
процента. Поэтому для качественного представ-
ления о формирующейся структуре приведем
аналитические выражения для колебательной
скорости и давления в поле стоячей ПАВ в слое
идеальной жидкости [10]:

(19)

Здесь U0 – произвольный амплитудный множи-
тель, с точностью до которого решается задача о
распространении ПАВ. В случае решения задачи
излучения волны этот множитель связан с ампли-
тудой источника. Формулы (19) показывают, что
вдоль осей х и z образуются периодические струк-
туры с пространственными частотами  и ,
соответственно.
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При учете вязкости пространственное распре-
деление вертикальной и горизонтальной компо-
нент колебательной скорости (в относительных
единицах) для первой и второй моды, а также для
суммы мод представлено на рис. 7. Расчет прово-
дился для слоя воды толщиной H = 0.3. Видно,
что графики качественно соответствуют форму-
лам (19). Отдельно для первой и второй моды дей-
ствительно наблюдаются строгие периодические
структуры, но при учете двух мод распределение
становится более сложным. На рис. 8 представле-
но изменение амплитуды колебательной скоро-
сти вдоль сечения . Видно, что учет сдви-
говых компонент привел к существенному изме-
нению x-компоненты колебательной скорости
вблизи границы раздела; изменение амплитуды z-
компоненты скорости при этом незначительно.

Уже говорилось, что роль нелинейных эффек-
тов несущественна в рамках выбранной точно-
сти, тем не менее, полезно вкратце их рассмот-
реть. Кратко остановимся на нелинейных эффек-
тах. Нелинейность, помимо появления высших
гармоник, приводит к взаимодействию волн раз-
личного типа; в данном случае представляет ин-
терес взаимодействие потенциальной и сдвиго-
вой компонент. В [18] показано, что систему
уравнений гидродинамики с учетом квадратич-
ной нелинейности можно записать в виде

(20)

(21)

Подставляя представление  в
правую часть (21), можно показать, что главным

= 0.5kx
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членом будет “перекрестное” слагаемое вида

, пропорциональное произведению

потенциальной и сдвиговой компонент. Порядок
малости этого слагаемого ηM2, где M – число Ма-
ха. Таким образом, для слабовязких жидкостей и
при малых интенсивностях правая часть (21) яв-
ляется величиной третьего порядка малости. Рас-
крывая подобным образом правую часть (20), по-
лучим, что она содержит члены, содержащие
квадрат давления, квадрат полной скорости и пе-
рекрестные члены. При этом члены, содержащие
квадрат давления и квадрат потенциальной ком-
поненты скорости, оказываются в волновом син-
хронизме с левой частью волнового уравнения
(20) и будут эффективно приводить к появлению
высших гармоник. В то же время члены, содержа-
щие квадрат сдвиговой компоненты скорости, и
перекрестные слагаемые будут распространяться
со скоростью, отличной от скорости c0 в (20) и не
будут попадать в условия волнового синхрониз-
ма. Тем самым, волны, вызванные этими члена-
ми в правой части не будут обладать большой ам-
плитудой.

Таким образом, взаимодействие волн различ-
ных типов оказывается не очень эффективным и
требует достаточно больших амплитуд и вязко-
сти. При малой вязкости эффективными оказы-
ваются только нелинейные искажения, связан-
ные с потенциальной частью акустического поля.
Точное решение этой нелинейной задачи затруд-
нительно, поскольку требует нахождения скоро-
сти волны из дисперсионного уравнения. Поэто-
му для приближенного описания можно исполь-
зовать метод последовательных приближений, а
можно применить модель модульной нелинейно-
сти [19], согласно которой слагаемое с квадратич-
ной нелинейностью заменяется на слагаемое с
модульной нелинейностью. Проведенное ранее
исследование подобной задачи [20] позволяет за-

( )∂
∂
φηrot rot
t

Ω

Рис. 8. Сечения пространственного распределения колебательной скорости для первой моды (h = 0.1 м) при :
(а) – х-компонента, (б) – z-компонента; синяя линия 1 – с учетом вязкости, оранжевая линия 2 – без учета вязкости.
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ключить, что происходит формирование ПАВ с
несимметричным волновым профилем для ин-
тервалов положительной и отрицательной поляр-
ности. При этом образуются области неоднознач-
ности, в которых необходимо провести разрыв
(ударный фронт), и увеличивающие области с
плавным профилем малой амплитуды. Таким об-
разом, нелинейность приводит к уменьшению пи-
ковой амплитуды за счет нелинейного затухания,
уменьшению интервалов с большой амплитудой и
увеличению интервалов с малой амплитудой.

СИЛЫ РАДИАЦИОННОГО ДАВЛЕНИЯ
Существует несколько механизмов возникно-

вения радиационного давления, характерных для
различных ситуаций. Наиболее известным, по-
видимому, является механизм, связанный с раз-
ностью импульсов, действующих с разных сторон
на взвешенный в жидкости объект [21, 22]. Одна-
ко, в работе [10] показано, что этот механизм ока-
зывается неэффективным в качестве причины
возникновения акустических течений в жидкости
и движения взвешенных в ней наночастиц. По-
этому в данной работе рассматривается меха-
низм, связанный с нелинейностью уравнений
гидродинамики и действующий непосредственно
на элемент объема жидкости [7, 23, 24]. Наличие
нелинейных слагаемых приводит при усреднении
по периоду акустической волны к появлению не-
нулевой силы – радиационного давления. Силы
радиационного давления, в свою очередь, вызы-
вают в жидкости акустические течения, которые
могут увлекать и наночастицы при их наличии.
Собственное движение наночастиц относительно
жидкости быстро затухает и они перемещаются
вместе с жидкостью [10].

Тензор радиационных напряжений в случае
вязкой жидкости имеет вид [24]:

(22)

Сила радиационного давления F, действующая на
элемент объема жидкости, выражается через тен-
зор :

(23)

В выражении (22) угловые скобки означают
усреднение по периоду акустической волны, ε –
параметр нелинейности жидкости. Формально
(22) отличается от аналогичного выражения для
идеальной жидкости наличием двух последних
слагаемых, пропорциональных коэффициентам
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вязкости. Но даже простая оценка показывает,
что в выражении (22) отношение последних двух
слагаемых, например, к первому слагаемому
имеет порядок (η/ρc2)f, что для воды составляет
~10–12f. Таким образом, даже на гигагерцовых ча-
стотах два последних слагаемых составляют доли
процента в общем выражении. Только для такой
вязкой жидкости как глицерин на высоких часто-
тах все слагаемые сближаются по порядку вели-
чины. В то же время существенно, что наличие
вязкости приводит к появлению сдвиговых ком-
понент акустического поля, которые вносят
вклад в первые два слагаемых в выражении (22) и,
тем самым, значительно влияют на простран-
ственную структуру радиационных сил.

На рис. 9 представлены горизонтальная и вер-
тикальная компоненты радиационной силы (в
относительных единицах) с учетом одной (при
толщине H = 0.07, рис. 9а, 9б) и двух мод ПАВ
(при толщине H = 0.3, рис. 9в, 9г) в случае идеаль-
ной жидкости. Видно, что в одномодовом режиме
вдоль оси x образуется периодическое распреде-
ление радиационной силы. При возбуждении
двух мод строгая периодичность нарушается
именно из-за взаимодействия мод. Вертикальная
структура радиационной силы также существен-
но изменяется. В одномодовом режиме силы меня-
лись вдоль вертикали преимущественно монотон-
но, возрастая по направлению к границе раздела, и
примерно сохраняли положения экстремумов
структуры вдоль горизонтальной оси. В двухмо-
довом режиме структура вдоль вертикали изменя-
ется более резко и теряет монотонный характер,
появляются дополнительные экстремумы про-
странственной структуры. Положения экстрему-
мов силы вдоль горизонтальной оси оказываются
различными на разной глубине. Все это приводит
к более сложной структуре возникающих акусти-
ческих течений.

В работе [11] показано, что в одномодовом ре-
жиме сдвиговые компоненты приводят к боль-
шим значениям x-компоненты радиационной си-
лы, локализованным вблизи границы. В двухмо-
довом режиме пространственная структура
радиационных сил с учетом вязкости представле-
на на рис. 10. Видно, что в этом случае вблизи гра-
ницы x-компонента также достигает больших
значений. Таким образом, локальные изменения
амплитуды колебательной скорости, отмеченные
на рис. 8, приводят к радикальному изменению
структуры радиационных сил. При этом для z-
компоненты эти эффекты выражены гораздо сла-
бее. Можно заметить, что из-за затухания поля
ПАВ радиационные силы увеличиваются при
удалении от центра структуры, т.е. появляется си-
ла, направленная к середине рассматриваемой
системы. Таким образом, можно ожидать, что
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структура сил и течений в средней части системы
будет обладать большей стабильностью и мень-
шим контрастом по сравнению с периферийны-
ми областями. Наличие второй моды еще боль-
ше усложняет картину. С одной стороны, вторая
мода может помочь формировать поля с более
сложным пространственным распределением, а
с другой стороны, затрудняет создание строгих
периодических структур, например, “простого”
синусоидального типа.

При учете нелинейных искажений акустиче-
ского поля согласно модели модульной нелиней-
ности можно сделать следующие качественные
выводы. Нелинейные искажения профиля волны
приведут к изменению и, скорее всего, уменьше-
нию действующей радиационной силы, а ее про-
странственное распределение будет характеризо-
ваться увеличением областей с малыми значени-
ями радиационной силы, где возможно почти
равновесное поведение жидкости. С другой сто-
роны, вблизи разрывов во временном профиле
радиационные силы будут возрастать, обеспечи-
вая быстрое течение жидкости в этих областях.

АКУСТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ

Наличие ненулевой усредненной радиацион-
ной силы приводит к формированию в жидком

слое акустических течений. Их структура при ма-
лых гидродинамических числах Рейнольдса рас-
считывается на основе системы уравнений в при-
ближении несжимаемой жидкости [18]:

(24)

Здесь  – скорость акустического течения, P –
давление потока. Применяя к этому уравнению
операцию rot, получим следующее уравнение для
функции тока :

(25)

Здесь V – единственная отличная от нуля компо-
нента векторного потенциала  радиационной
силы ( ). В случае идеальной жидко-
сти сила радиационного давления F оказывалась
потенциальной, что значительно упрощало рас-
четы. В частности, при V = 0 уравнение (25) ока-
зывалось бигармоническим, что позволяло по-
строить его аналитическое решение. При этом
акустические течения возникали за счет неодно-
родных условий на границах жидкого слоя. При
учете вязкости радиационная сила содержит как
потенциальную, так и вихревую компоненты.
В этом случае уравнение (25) решалось путем его
разбиения на систему уравнений Пуассона, при
этом появлялась дополнительная гармоническая
функция :
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Рис. 9. Пространственное распределение радиационной силы (в относительных единицах) без учета вязкости для ча-
стоты 1 кГц: (а, б) – одномодовый режим, h = 0.1 м, (в, г) – двухмодовый режим, h = 0.5 м; (а, в) – x-компонента,
(б, г) – z-компонента.

(а)

0kz

0

0
kx

–0.05
–0.1–0.15

–0.2
0.5

–0.5
–5

5

×1
0–

5 ,
 F

x

0kz

0

0
kx

–0.05
–0.1

–0.15
–0.2

–1
–2

–5

5

(б)

(в)
0kz

0

0
kx

–0.5
–1.0

50

–50

–5

5

×1
0–

5 ,
 F

x

0kz

0

0
kx

–0.5
–0.1

–50
–100×1

0–
5 , F

z
×1

0–
5 , F

z

–5

5

(г)



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 68  № 6  2022

АКУСТИЧЕСКИЕ ПОЛЯ И РАДИАЦИОННЫЕ СИЛЫ 601

(26)

Уравнения (26) должны быть дополнены гра-
ничными условиями – условиями отсутствия
вертикального потока на границах жидкого слоя
и горизонтального потока на границе раздела
сред, равенства нулю давления потока на свобод-
ной поверхности. Для проведения численных
расчетов в ограниченной по горизонтальной оси
области добавлялись условия периодичности,
обусловленные симметрией задачи. Для замыка-
ния набора граничных условий использовались
также результаты решенной задачи для случая от-
сутствия вязкости [10], применимые при малой
вязкости. В частности, при отсутствии вязкости
функция тока в геометрии рис. 1 равна нулю в
точках с координатами , где n – целое
число. Наличие малой вязкости не должно изме-
нить период пространственного распределения.
Это позволяет сформулировать граничные усло-
вия при некоторых x, выбрав конечное число це-
лых периодов поля. Для получения граничных
условий для функции  продифференцируем пер-
вое уравнение (26) по z и используем z-проекцию
первого уравнения (24). В итоге получаем следу-
ющее уравнение:

(27)

ηΔ = − + Δ = Δ = − ψ ψ, ψ 0,   rot  .V V F

=2 πkx n

∂ ∂ ∂= − + +
∂ ∂ ∂
ψ .x

P VF
z x z

Теперь воспользуемся тем фактом, что в отсут-
ствие вязкости [10] P = 0 и ∂P/∂x = 0 при .
Тогда первое слагаемое в правой части (27) можно
считать равным нулю и при наличии вязкости,
поскольку распределение давления не связано с

вихревыми движениями. Величина  в (27)

представляет собой фактически потенциальную
часть радиационной силы при наличии вязкости.
Для качественного анализа при малой вязкости
эту величину можно приближенно считать рав-
ной ее значению в отсутствие вязкости. В итоге
получаем следующий набор граничных условий:

На рис. 11 приведены линии тока для акусти-
ческого течения в слое воды в одномодовом ре-
жиме без учета вязкости (рис. 11а) и с учетом вяз-
кости (рис. 11б). На рис. 11в приведены линии тока
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Рис. 10. Пространственное распределение радиационной силы (в относительных единицах) в двухмодовом режиме с
учетом вязкости для частоты 1 кГц: (а) – x-компонента, , (б) – x-компонента, , (в) – z-
компонента, , (г) – z-компонента, .
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для глицерина, коэффициент вязкости которого
взят для наглядности в 100 раз больше, чем у во-
ды. При построении рис. 11б и 11в заданное зна-

чение  намеренно увеличено относи-
тельно расчетного значения для рассматривае-

−= 1γ 0.05  м

мых сред для демонстрации роли затухания;
толщина слоя H = 0.07. Видно, что линии тока гу-
ще расположены в окрестностях линий .
При этом из-за наличия затухания при прибли-
жении к точке  площадь контуров уменьша-

=2 πkx n

= 0x

Рис. 11. Линии тока акустического течения для частоты 1 кГц: (а) – без учета вязкости для воды, (б) – с учетом вязко-

сти для воды, (в) – с учетом вязкости для глицерина при .
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ется. Как показано выше, при учете вязкости x-
компонента радиационной силы сильно возрас-
тает вблизи границы раздела сред. Это приводит к
заметной деформации контуров и изменению гу-
стоты линий тока. С увеличением вязкости из-за
возрастания роли сдвиговых компонент структу-
ра течений теряет симметричность. Таким обра-
зом, вязкость жидкости приводит к нарушению
строгой периодичности акустических течений в
слое.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассчитаны с учетом вязкости дис-

персионные и амплитудные характеристики по-
верхностной волны в двух системах: вязкое жид-
кое полупространство и слой вязкой жидкости,
граничащие с твердым полупространством. В по-
следнем случае была учтена вторая волновая мо-
да. Для слоя также были рассчитаны радиацион-
ные силы, действующие на элемент объема жид-
кости и создаваемые ими акустические течения.
Показано, что вязкость и вторая мода приводят к
значимым изменениям пространственной струк-
туры радиационных сил акустических течений.
Как и в одномодовом режиме, дополнительная
радиационная сила, обусловленная сдвиговыми
компонентами акустического поля в жидкости,
сосредоточена в узком слое вблизи границы раз-
дела сред, а вторая мода нарушает строгое перио-
дическое распределение силы.

Применительно к задачам формирования упо-
рядоченных структур при самосборке взвешен-
ных ансамблей наночастиц результаты данной
работы позволяют сделать следующие выводы.
Для слабовязких сред наподобие воды дисперси-
онные зависимости скорости волн от частоты и
толщины слоя очень близки к зависимостям для
идеальной среды. Тем самым, длина волны и пери-
од радиационных сил практически не изменяются.
Однако в приграничном слое даже для слабовяз-
ких жидкостей возникают значительные силы ра-
диационного давления, связанные со сдвиговы-
ми компонентами поля в жидкости. Поскольку
именно в этой области происходит формирова-
ние упорядоченных структур, учет сдвиговых
компонент оказывается необходимым для кор-
ректного расчета параметров получаемой струк-
туры. Кроме того, вязкость приводит к наруше-
нию строгой периодичности полей, характерной
для случая идеальной жидкости. Генерация выс-
ших мод в толстом слое жидкости также приводит
к формированию сложного распределения поля
радиационных сил. Хотя эти эффекты препят-
ствуют формированию строго периодических
структур, тем не менее, они расширяют возмож-
ности управления акустическим полем и могут

способствовать созданию структур с более слож-
ным рельефом и новыми свойствами. Необходи-
мо также подчеркнуть, что в случае взвесей и рас-
творов с большой концентрацией и, соответ-
ственно, большой эффективной вязкостью роль
этих эффектов значительно возрастает. Таким
образом, именно в задачах формирования упоря-
доченных структур из ансамблей взвешенных на-
ночастиц вязкость и сдвиговые компоненты поля
в жидкости должны быть учтены.

Качественный анализ эффектов нелинейного
искажения временных профилей ПАВ показыва-
ет, что при увеличении амплитуды должны увели-
чиваться области с малыми значениями радиаци-
онной силы, но в областях разрывов во временном
фронте радиационные силы будут значительно
возрастать. Таким образом, области сборки нано-
частиц могут увеличиваться, но при этом эти об-
ласти будут разделены сильноконтрастными об-
ластями, из которых наночастицы будут выно-
ситься радиационными силами.

Работа поддержана грантом РФФИ № 20-02-
00493.
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