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Рассмотрено возмущение коэффициентов затухания и групповых скоростей акустических мод в
волноводе мелкого моря с неоднородным рельефом дна. Построены явные формулы для расчета
первых и вторых производных указанных величин по глубине моря, основанные на теории возмуще-
ний, разработанной в предыдущих работах авторов. Применение полученных формул проиллюстриро-
вано в модельном примере. Показано, что они позволяют с высокой точностью аппроксимировать за-
висимость групповых скоростей и модальных коэффициентов затухания от глубины моря. Предложен-
ные формулы могут использоваться для получения простых аналитических оценок потерь при
распространении звука в нерегулярных волноводах, а также для учета неоднородностей рельефа дна при
выполнении геоакустической инверсии по данным о волноводной дисперсии сигнала.
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ВВЕДЕНИЕ
Известно, что неоднородности рельефа дна

являются одним из наиболее важных факторов,
определяющих характер распространения звука в
мелком море [1, 2]. Они существенным образом
изменяют не только интерференционную карти-
ну акустического поля, но также и скорость убы-
вания его энергетических характеристик по мере
удаления от источника. В случае импульсных сиг-
налов вариации глубины могут также оказывать
существенное влияние на их дисперсию при рас-
пространении в геоакустических волноводах на
шельфе [3–5].

Правильный учет указанных зависимостей не-
обходим при решении многих практических задач
акустики океана, в том числе в задачах геоакустиче-
ской инверсии, мониторинга антропогенных аку-
стических шумов, а также при организации си-
стем акустической навигации и дальнометрии
[4–9]. С другой стороны, расчет акустических по-
лей и различных их характеристик в нерегуляр-
ных волноводах мелкого моря представляет со-
бой сложную математическую задачу [10–12],
полное решение которой сопряжено с большими

вычислительными затратами, которые не всегда
приемлемы на практике.

В предшествующих работах [13, 14] была пока-
зана возможность существенного сокращения
вычислительных затрат при расчете звуковых по-
лей в волноводах переменной глубины в рамках
модовой теории. Вместо многократного решения
спектральной задачи предлагалось решить ее в
одной или нескольких опорных точках трассы, а в
остальных точках аппроксимировать горизон-
тальные волновые числа и собственные функции
мод рядами Тейлора, коэффициенты которых
были вычислены в указанных работах. В настоя-
щем исследовании мы проводим дальнейшее раз-
витие этого подхода и предлагаем методику аппрок-
симации групповых скоростей мод и модальных ко-
эффициентов затухания [1, 2] (мнимых частей
горизонтальных волновых чисел).

Пусть  и  – суть решения следую-
щей задачи Штурма–Лиувилля, возникающей
при вычислении мод в поперечном сечении гео-
акустического волновода мелкого моря при дан-
ном значении  [2]:

( )jk r ( )φ ,j z r
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(1)

Здесь  – частота звука,  – завися-
щая от удаления от источника  глубина моря,

 – профиль скорости звука в водном слое
(который в масштабах задачи разумно считать не
зависящим от ),  – плотность, имеющая раз-
рыв первого рода на границе раздела вода–дно, а

 – нижняя граница расчетной области. Мы
ограничиваем область снизу, чтобы не иметь дела
с непрерывным спектром. В рамках данной рабо-
ты мы для простоты будем считать дно однород-
ным слоем переменной толщины .

Предположим, что нерегулярность волновода
связана исключительно с перепадами  глу-
бины моря  вдоль акустической
трассы, в то время как зависимость скорости зву-
ка  от глубины одинакова во всей рассматри-
ваемой области. Тогда , которые парамет-
рически зависят от , можно считать функциями
от . Cчитая эти функции гладкими, мы будем
рассматривать их разложения в ряд Тейлора

(2)

(3)

где , штрих обозначает производ-
ную по , а  – суть решения спектральной
задачи (1) при .

В работах [6, 10] с применением стандартной
теории возмущений найдены производные вол-

нового числа по глубине  

, а также соответствующие производ-

ные модовых функций
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где  представляются в виде рядов по соб-
ственным функциям невозмущенной задачи
Штурма–Лиувилля (1) при .

Мы не приводим здесь выражения для
 и для , ввиду их громоздкости,

отсылая читателя к работам [13, 14] (отметим, од-
нако, что формула для  приведена ниже при
обсуждении производных групповых скоростей
мод).

Отметим, что, как это обычно бывает в теории
возмущений, выражения , входящие в
формулу (4), содержат ряды по собственным
функциям  невозмущенной спектральной за-
дачи. Для того чтобы формулы (2) и (3) обеспечи-
вали высокую точность аппроксимации, при сум-
мировании этих рядов недостаточно одних лишь
водных мод, и необходимо учесть “донные” мо-
ды. Этих мод в нашем случае счетное число, что
обеспечивается искусственным ограничением
расчетной области при . Как было отмечено
в [14], указанные ряды сходятся достаточно быст-
ро, и учет лишь небольшого числа донных мод
(аппроксимирующих вклад непрерывного спек-
тра, который возникает при устремлении  к
бесконечности) оказывается достаточным для ре-
шения практических задач (требуется 10–20 дон-
ных мод на частотах порядка 100–300 Гц).

ВОЗМУЩЕНИЕ МОДАЛЬНЫХ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ЗАТУХАНИЯ, 

ВЫЗВАННОЕ НЕОДНОРОДНОСТЯМИ 
РЕЛЬЕФА ДНА

Если математическая модель предусматривает
поглощение среды (в вычислительном отноше-
нии задачу (1) выгоднее оставить самосопряжен-
ной, а мнимую часть горизонтальных волновых
чисел рассчитывать методом возмущений), то
при построении акустического поля необходимо
учитывать мнимые части волновых чисел, кото-
рые могут быть найдены по формуле [1, 2]
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где  – зависимость коэффициента поглоще-
ния звука в среде от глубины (обычно исчисляе-
мая в дБ на длину волны).

Нашей целью является вычисление первой и

второй производных  для дальнейшей ап-
проксимации  рядом Тейлора, подобным
(2). Для простоты будем полагать  равным ну-
лю в водном слое и некоторой положительной
константе  в верхнем слое дна (скорость звука и
плотность в этом слое обозначим  и ). Мы так-
же ограничимся рассмотрением коэффициентов
затухания водных мод, экспоненциально затуха-
ющих в дне.

Для нахождения производных  продиф-
фиренцируем (5) по :

(6)

где использовано обозначение .

Подставляя выражения для  ,
интегрируя по частям и переходя к пределу

, получаем

(7)

Далее, дифференцируя (6), находим

(8)

Переходя в последнем выражении к пределу
, с использованием интегрирования по ча-

стям, получаем окончательную формулу
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ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
На основании полученных формул можно ис-

следовать поведение функций , определив
знаки производных в (7) и (9). Далее мы предпо-
лагаем, что  и . Эти неравенства
обычно удовлетворяются для водных мод в вол-
новодах, близких к волноводу Пекериса. Действи-
тельно, если мы не находимся вблизи глубины от-
сечки, то зависимости  схожи с зависимостя-
ми, имеющими место в волноводе с идеально

отражающими стенками, где .

Дифференцируя данное выражение, легко убе-
диться, что указанные неравенства справедливы.
Разумеется, для сложных зависимостей  они
могут нарушаться в отдельных точках, однако в
наиболее типичных ситуациях они выполняются.

Так как мы рассматриваем только моды, рас-
пространяющиеся в водном слое, то при 
функции  будут иметь вид

(10)

где  и  – некоторая константа
(положительная или отрицательная), зависящая
от номера моды и от . Таким образом, при 
функции  для водных мод являются либо
положительными убывающими, либо отрица-
тельными возрастающими.

Функции  и , по построению явля-

ющиеся рядами из функций , по-видимо-
му, ведут себя схожим образом, однако ответ на
вопрос о том, какой знак имеет произведение

, неочевиден.
Тем не менее, поскольку скорость звука  в

донном слое предполагается постоянной, мы мо-
жем проинтегрировать соответствующие уравне-
ния и найти явный вид решений. Уравнение для

 имеет вид [14]
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Обозначим . Очевид-
но, что , и правая часть (11) имеет вид

, тогда решением (11) будет

(12)

Таким образом,  также представляет со-
бой показательную функцию со знаком, противо-
положным знаку . Таким же образом мож-

но показать, что знак функции  совпадает

со знаком . Отсюда можно сделать вывод,

что  и , а значит, для вто-

рой производной модального коэффициента за-
тухания (9), как правило (при выполнении нера-
венств, приведенных в начале раздела), выполня-

ется соотношение .

Отметим, что в этом разделе мы пользуемся
формулой (10), которая верна только при 
(см. задачу (1)). В практических расчетах однако

 выбирается настолько большим, что модовые
функции при  фактически не отличимы от
убывающих экспонент (коэффициент при экспо-
ненте, возрастающей с глубиной, на несколько
порядков меньше ), и приведенные здесь
рассуждения сохраняют свою истинность, хотя и
исключительно на физическом уровне строгости.

ПРОИЗВОДНЫЕ ГРУППОВЫХ СКОРОСТЕЙ 
ПО ГЛУБИНЕ МОРЯ

В этом разделе мы покажем, каким образом
поправки к решению спектральной задачи можно
использовать для оценки времен распростране-
ния звука вдоль трассы, а также для расчета дис-
персионных кривых, которые, например, могут
быть использованы при решении задач геоаку-
стической инверсии [3, 15].

Известно, что общее время распространения
звука вдоль трассы длиной  определяется фор-
мулой

(13)

где  – величина, обратная модовой группо-
вой скорости , которая может быть найдена по
формуле

(14)
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При решении задач геоакустической инверсии
возникает необходимость расчета дисперсион-
ных кривых, т.е. зависимостей  (  – ча-
стота звука) для обширного интервала значений

. С учетом необходимости делать это много-
кратно при наличии вариации глубины вдоль
трассы, представляется весьма привлекательной
возможностью аппроксимировать  рядом
Тейлора

(15)

Если при этом  выбрано таким (наиболее есте-

ственным) образом, что , то общее
время распространения вдоль трассы длиной 
сводится к выражению

(16)

Из формулы ясно, что важное значение имеет
именно вторая производная  по глубине. В за-
висимости от знака этой величины модальные
компоненты акустического сигнала будут рас-
пространяться быстрее или, наоборот, медленее,
чем в волноводе сравнения с усредненной глуби-
ной моря .

Покажем, что производные  могут
быть найдены непосредственно из поправок к
волновым числам . В случае, когда за-
дан некоторый профиль скорости звука в воде

, имеем для  [14]

(17)

где  – производная  по . Отсюда получаем,
что

(18)

где
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где

(20)

В заключение этого раздела отметим еще, что,
в отличие от модальных коэффициентов затуха-
ния, относительно зависимостей групповых ско-
ростей от глубины ни в каких разумных предпо-
ложениях нельзя доказать общих утверждений о
характере их выпуклости (см. пример в следую-
щем разделе). По-видимому, величины  поло-
жительны для волноводов, сходных по парамет-
рам с волноводом Пекериса. Это же утверждение
выполняется и для водных мод больших номеров
в волноводах с типичными профилями скорости
звука.

ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ
В качестве модельного примера рассмотрим

двуслойный волновод общей глубиной  м
при частоте звука  Гц. Пусть глубина моря

 варьируется в интервале от 40 до 60 м (это харак-
терные глубины, например, для сахалинского
шельфа, а также для залива Петра Великого в
Японском море). Профиль скорость звука в вод-
ном слое (рис. 1) будем описывать выражением
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где  м/с,  м, , .
Скорость звука в донном слое примем равной

 м/с, а плотность в воде и дне, соотвест-
венно, равны  . Коэффициент
поглощения звука в дне  равен 0.5 дБ/λ. Отме-
тим, что рассматриваемый профиль хорошо пара-
метризует типичные зависимости скорости звука
от глубины на шельфе Японского моря в теплый
сезон и характеризуется выраженным сезонным
термоклином, наличие которого, как видно из
предыдущих разделов, некоторым образом
усложняет формулы теории возмущения.

Для построения эталонных решений спек-
тральная задача (1) была решена 20 раз для всех
значений глубины моря от 40 до 60 м с использо-
ванием разработанной в ТОИ ДВО РАН библио-
теки ac_modes [16]. Формулы теории возмущений,
полученные в данной работе, использовались для

 м. Отметим, что в рассматриваемом вол-
новоде для разных значений  возбуждается 3–4
водных моды, причем глубина отсечки четвертой
моды составляет 42 м.

На рис. 2 представлены аппроксимации мо-
дальных коэффициентов затухания по формулам
теории возмущения первого и второго порядка
для первой, второй и четвертой водных мод. Вид-
но, что, во-первых, функции являются выпуклы-
ми вниз (как и предсказано в разделе, посвящен-
ном исследованию функций ). Кроме того,
формулы второго порядка обеспечивают очень
хорошее приближение эталонных кривых во всех
случаях, кроме случая четвертой моды вблизи
глубины ее отсечки.

На рис. 3 представлены аппроксимации груп-
повых скоростей, полученные с использованием
формул (15) для первой, второй и четвертой мод
рассматриваемого волновода. Вновь можно кон-

=0 1490c =0 25z = 30  м сd σ = 10 м

= 2000bc

=ρ 1, w = 3ρ 2 г cм b

β

=0 50h
h

α j

Рис. 1. (а) – Зависимость скорости звука от глубины в водном слое, а также (б) – с учетом верхнего слоя дна.
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статировать, что полученные формулы обеспечи-
вают достаточно точное для практического при-
менения приближение эталонных кривых, и ис-
ключение вновь составляет лишь четвертая мода
в окрестности глубины ее отсечки. Как это обыч-
но бывает при использовании асимптотических
методов, точную оценку ошибки аппроксимации
привести затруднительно, так как на практике
она зависит от множества различных параметров
волновода.

Важно отметить, что график первой моды яв-
ляется выпуклым вниз, в то время как графики
мод 2–4 оказываются вогнутыми (выпуклыми
вверх). Физически этот факт означает, что первая
мода в реальном волноводе с перепадами глубин
от 40 до 60 м (при средней глубине 50 м) будет рас-
пространяться несколько быстрее, чем в волно-
воде сравнения с постоянной глубиной 50 м, в то
время как 2–4 моды в волноводе с неоднородно-
стями рельефа дна, наоборот, будут распростра-
няться медленнее.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе вычислены производные мо-
дальных коэффициентов затухания и групповых
скоростей мод по глубине моря. Помимо акаде-
мического интереса, который представляет ис-
следование указанных зависимостей, получен-
ные формулы позволяют приближать их с помо-
щью полиномов Тейлора первого и второго
порядков. Такого рода приближения могут быть
полезны при решении различных практических
задач акустики мелкого моря, где требуется мно-
гократное решение акустической спектральной
задачи в волноводе с меняющейся вдоль трассы
глубиной. В частности, формулы (15) позволяют
выполнять геоакустическую инверсию парамет-
ров дна волновода с учетом вариаций глубины
моря между точками приема и излучения без до-
полнительных вычислительных затрат по сравне-
нию с аналогичной инверсионной процедурой,
выполняемой в предположении о постоянстве
глубины. Поскольку задачи геоакустической ин-
версии и так очень трудоемки в вычислительном

Рис. 2. Зависимость модальных коэффициентов затухания от глубины моря для (а) – первой, (б) – второй и (в) – чет-
вертой мод.
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Рис. 3. Зависимости групповых скоростей (а) – первой, (б) – второй и (в) – четвертой мод от глубины моря, а также
их аппроксимации первого и второго порядков по формуле (15).
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отношении, то дополнительное кратное увеличе-
ние вычислительной стоимости, необходимое
для учета вариаций глубины “обычным” спосо-
бом, представляется нежелательным. Заметим,
что с несколько иной точки зрения вопрос о вли-
янии неоднородностей батиметрии на точность
решения задач геоакустической инверсии рас-
смотрен в недавней работе [3].

Отметим также непосредственные и интерес-
ные с нашей точки зрения физические следствия,
которые можно извлечь из построенной здесь
теории. Во-первых, анализ характера выпуклости
зависимостей модальных коэффициентов затуха-
ния от глубины показывает, что потери при рас-
пространении звука в волноводе с вариациями
глубин относительного среднего значения будут
всегда выше, чем в волноводе сравнения с посто-
янной средней глубиной.

Во-вторых, хотя аналогичного простого утвер-
ждения нельзя сделать относительно групповых
скоростей мод, ясно, что неоднородности релье-
фа дна существенным образом меняют диспер-
сию импульсных акустических сигналов по срав-
нению с волноводом с постоянной усредненной
глубиной моря. Формула (16), в частности, пока-
зывает, что в волноводе с неоднородным релье-
фом дна фактически имеет место два типа меж-
модовой дисперсии: первый связан с различием
групповых скоростей мод для усредненной глуби-
ны , в то время как второй обусловлен тем, что
групповые скорости разных мод неодинаковым
образом реагируют на вариации глубины моря.
Задержки, обусловленные дисперсией второго
типа, при этом пропорциональны дисперсии
флуктуаций рельефа дна вокруг среднего значе-
ния . Насколько нам известно, данный факт
до сих пор не был отмечен в акустической литера-
туре, хотя ряд результатов из работы [3], очевид-
но, имеет связь с данным утверждением.

Исследование выполнено за счет гранта Рос-
сийского научного фонда № 22-11-00171,
https://rscf.ru/project/22-11-00171/.
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